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LP-Modellierung Beispiel: Fluss

Fluss in einem Netzwerk

® maximiere Fluss von s nach t

® beachte Kantenkapazitaten

® einkommender = ausgehender Fluss
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LP-Modellierung Beispiel: Fluss

Fluss in einem Netzwerk
® maximiere Fluss von s nach t

® beachte Kantenkapazitaten
® einkommender = ausgehender Fluss

Formulierung als LP
® x,, reprasentiert den Fluss auf der Kante uv
Max.: Xsg + Xsc
sodass: 0 < X553 <2 Xsa — Xap =0
0<Xee <3 Xs¢ — Xep — Xet = 0
0<Xap <1  Xap+Xep— Xpt =0

0<Xp<3
0< Xeb < 1
Flusserhaltung

3 Thomas Blasius - Parametrisierte Algorithmen Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



AT

LP-Modellierung Beispiel: Fluss

Fluss in einem Netzwerk
® maximiere Fluss von s nach t

® beachte Kantenkapazitaten
® einkommender = ausgehender Fluss

Formulierung als LP
® x,, reprasentiert den Fluss auf der Kante uv
Max.: Xsg + Xsc
sodass: 0 < X553 <2 Xsa — Xap =0
0<Xsc<3 Xsc — Xcp — Xot = 0
0<Xap <1  Xap+Xep— Xpt =0

0<Xp<3
0< Xeb < 1
Flusserhaltung

ILP fur ganzzahlige Flusse?

3 Thomas Blasius - Parametrisierte Algorithmen Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



AT

Optimale Losungen von LPs

optimale
Losung

Losungen auf dem Rand des Polytops
® Ungleichung liefert n-dimensionalen Halbraum
® Schnitt dieser Halbraume = Polytop

m optimale Losung ist ein Eckpunkt des Polytops

gultige Lésungen
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Optimale Losungen von LPs

optimale
Losung

Losungen auf dem Rand des Polytops

® Ungleichung liefert n-dimensionalen Halbraum
® Schnitt dieser Halbraume = Polytop

m optimale Losung ist ein Eckpunkt des Polytops

In Matrixschreibweise o\ gultige Lésungen
X X ( 0
maximiere (1 1) - ( 1) sodass : ( 1) < | 1
X2 X2 -
\ 0]
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Optimale Losungen von LPs
Losungen auf dem Rand des Polytops DL nate

® Ungleichung liefert n-dimensionalen Halbraum
® Schnitt dieser Halbraume = Polytop
m optimale Losung ist ein Eckpunkt des Polytops

In Matrixschreibweise : o\ 0\ gultige Lésungen
. 0 —1 . (o
maximiere (1 1) - ( 1) sodass | =10 ( 1) <|H
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® Teilmatrizen der GrofSe n x n liefern einzelnen Punkt
(wenn man < als = auffasst und die Zeilen linear unabhangig sind)
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Optimale Losungen von LPs

optimale
Losung

Losungen auf dem Rand des Polytops

® Ungleichung liefert n-dimensionalen Halbraum
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Optimale Losungen von LPs

optimale
Losung

Losungen auf dem Rand des Polytops

® Ungleichung liefert n-dimensionalen Halbraum
® Schnitt dieser Halbraume = Polytop

m optimale Losung ist ein Eckpunkt des Polytops

In Matrixschreibweise gultige Lésungen
—1 0\ (O \
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maximiere (1 1) - (X1> sodass | =11 - (X1> < |4
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® Teilmatrizen der GrofSe n x n liefern einzelnen Punkt
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Definition

Eine Matrix A € Z™" st total unimodular, wenn die inverse Matrix

jeder invertierbaren quadratischen Teilmatrix ganzzahlig ist.

~N
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Ganzzahlige Losungen

Definition
Eine Matrix A € Z™" st total unimodular, wenn die inverse Matrix
jeder invertierbaren quadratischen Teilmatrix ganzzahlig ist.
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Definition )
Eine Matrix A € Z™" st total unimodular, wenn die inverse Matrix
jeder invertierbaren quadratischen Teilmatrix ganzzahlig ist.

Theorem )
Gegeben ein lineares Programm der Form

maximiere ¢’ x mit Ax < b
mit A € Z™" total unimodular und b € Z™. Wenn das LP eine optimale
\L(’jsung hat, dann hat es auch eine ganzzahlige optimale Losung.
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Definition )
Eine Matrix A € Z™" st total unimodular, wenn die inverse Matrix
jeder invertierbaren quadratischen Teilmatrix ganzzahlig ist.

Theorem )
Gegeben ein lineares Programm der Form

maximiere ¢’ x mit Ax < b
mit A € Z™" total unimodular und b € Z™. Wenn das LP eine optimale
Losung hat, dann hat es auch eine ganzzahlige optimale Losung.

.

Beweisidee
® es gibt einen Eckpunkt x* des Polytops, der optimale Losung ist
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Definition )
Eine Matrix A € Z™" st total unimodular, wenn die inverse Matrix
jeder invertierbaren quadratischen Teilmatrix ganzzahlig ist.

Theorem )
Gegeben ein lineares Programm der Form

maximiere ¢’ x mit Ax < b
mit A € Z™" total unimodular und b € Z™. Wenn das LP eine optimale
Losung hat, dann hat es auch eine ganzzahlige optimale Losung.

.

Beweisidee
® es gibt einen Eckpunkt x* des Polytops, der optimale Losung ist
® dieser ist bestimmt durch B - x* = b fur eine n x n Teilmatrix B von A
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~

Definition
Eine Matrix A € Z™" st total unimodular, wenn die inverse Matrix
jeder invertierbaren quadratischen Teilmatrix ganzzahlig ist.

Theorem
Gegeben ein lineares Programm der Form
maximiere ¢’ x mit Ax < b
mit A € Z™" total unimodular und b € Z™. Wenn das LP eine optimale
Losung hat, dann hat es auch eine ganzzahlige optimale Losung.

.

Beweisidee

® es gibt einen Eckpunkt x* des Polytops, der optimale Losung ist

® dieser ist bestimmt durch B - x* = b fur eine n x n Teilmatrix B von A
m B~' ist ganzzahlig = x* = B~'b ist ganzzahlig
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Definition )
Eine Matrix A € Z™" st total unimodular, wenn die inverse Matrix
jeder invertierbaren quadratischen Teilmatrix ganzzahlig ist.

Theorem
Gegeben ein lineares Programm der Form
maximiere ¢’ x mit Ax < b
mit A € Z™" total unimodular und b € Z™. Wenn das LP eine optimale
Losung hat, dann hat es auch eine ganzzahlige optimale Losung.

\

Beweisidee

® es gibt einen Eckpunkt x* des Polytops, der optimale Losung ist

® dieser ist bestimmt durch B - x* = b fur eine n x n Teilmatrix B von A
m B~' ist ganzzahlig = x* = B~'b ist ganzzahlig

Total unimodular: aquivalente Definition
® Jede quadratische Submatrix hat Determinante —1, 0 oder 1
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Nachweis fur totale Unimodularitat

Echte LPs mit total unimodularen Matrizen
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Nachweis fur totale Unimodularitat

Echte LPs mit total unimodularen Matrizen
® LP zur Berechnung maximaler Flusse in Netzwerken
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Nachweis fur totale Unimodularitat

Echte LPs mit total unimodularen Matrizen
® LP zur Berechnung maximaler Flusse in Netzwerken

® [LP zur Berechnung minimaler Vertex Cover in bipartiten Graphen
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Nachweis fur totale Unimodularitat

Echte LPs mit total unimodularen Matrizen
® LP zur Berechnung maximaler Flusse in Netzwerken

® [LP zur Berechnung minimaler Vertex Cover in bipartiten Graphen

Nutzliche Tools zur Berechnung der Determinante
® Erinnerung: A ist total unimodular, wenn jede quadratische Teilmatrix
Determinante —1, 0 oder 1 hat
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Nachweis fur totale Unimodularitat

Echte LPs mit total unimodularen Matrizen
® LP zur Berechnung maximaler Flusse in Netzwerken

® [LP zur Berechnung minimaler Vertex Cover in bipartiten Graphen

Nutzliche Tools zur Berechnung der Determinante

® Erinnerung: A ist total unimodular, wenn jede quadratische Teilmatrix
Determinante —1, 0 oder 1 hat

® Laplacescher Entwicklungssatz:
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Nachweis fur totale Unimodularitat

Echte LPs mit total unimodularen Matrizen
® LP zur Berechnung maximaler Flusse in Netzwerken

® [LP zur Berechnung minimaler Vertex Cover in bipartiten Graphen

Nutzliche Tools zur Berechnung der Determinante
® Erinnerung: A ist total unimodular, wenn jede quadratische Teilmatrix
Determinante —1, 0 oder 1 hat

® Laplacescher Entwicklungssatz: aj
n A=

Entwicklung nach i-ter Zeile: detA =Y (—1)" - a; - det A;
j=1
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Nachweis fur totale Unimodularitat

Echte LPs mit total unimodularen Matrizen
® LP zur Berechnung maximaler Flusse in Netzwerken

® [LP zur Berechnung minimaler Vertex Cover in bipartiten Graphen

Nutzliche Tools zur Berechnung der Determinante
® Erinnerung: A ist total unimodular, wenn jede quadratische Teilmatrix
Determinante —1, 0 oder 1 hat

® Laplacescher Entwicklungssatz: aj
n A=

Entwicklung nach i-ter Zeile: detA =Y (—1)" - a; - det A;
j=1

n

Entwicklung nach j-ter Spalte: detA= Y (—1)"* . g; - det A; A -

i=1
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Nachweis fur totale Unimodularitat

Echte LPs mit total unimodularen Matrizen
® LP zur Berechnung maximaler Flusse in Netzwerken

® [LP zur Berechnung minimaler Vertex Cover in bipartiten Graphen

Nutzliche Tools zur Berechnung der Determinante

® Erinnerung: A ist total unimodular, wenn jede quadratische Teilmatrix
Determinante —1, 0 oder 1 hat

® Laplacescher Entwicklungssatz: aj
n - A=
Entwicklung nach i-ter Zeile: detA= > (-1)"*" . g; - det A;
j=

n .
Entwicklung nach j-ter Spalte: detA= > (—1)"* . g; - det A; A =

i=1

® Determinante 0 & Matrix nicht invertierbar < Spalten-/Zeilenvektoren
sind linear abhangig
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Beste Kernbildung fur VeErTEx COVER

Problem: VERTEX COVER Q
Gegeben sind ein Graph G = (V, E) und ein Parameter k.

Gibt es ein Vertex Cover der Grolse k?
(Knotenmenge V' C V miten V' #( fur alle e € E) O

.

Bisher gesehen
® wahle Knoten, die ,offensichtlich” gewahlt werden mussen
®m wenn ,,offensichtlich” unlosbar, reduziere zu kleiner NEIN-INStanz
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Beste Kernbildung fur VeErTEx COVER

Problem: VERTEX COVER a
Gegeben sind ein Graph G = (V, E) und ein Parameter k.
Gibt es ein Vertex Cover der GrolRe k?

(Knotenmenge V' C V miten V' #( fur alle e € E) O

.

Bisher gesehen
® wahle Knoten, die ,offensichtlich” gewahlt werden mussen
®m wenn ,,offensichtlich” unlosbar, reduziere zu kleiner NEIN-INStanz

~N

Theorem
VERTEX COVER hat einen Kern mit O(k?) Knoten und O(k?) Kanten. Er kann

iIn O(m) Zeit berechnet werden.
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Beste Kernbildung fur VeErTEx COVER

Problem: VERTEX COVER a
Gegeben sind ein Graph G = (V, E) und ein Parameter k.
Gibt es ein Vertex Cover der GrolRe k?

(Knotenmenge V' C V miten V' #( fur alle e € E) O

.

Bisher gesehen
® wahle Knoten, die ,offensichtlich” gewahlt werden mussen
®m wenn ,,offensichtlich” unlosbar, reduziere zu kleiner NEIN-INStanz

~N

Theorem
VERTEX COVER hat einen Kern mit O(k?) Knoten und O(k?) Kanten. Er kann

iIn O(m) Zeit berechnet werden.

Heute
® Kernbildung mithilfe der LP-Relaxierung des VERTEX COVER-ILPs
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Problem: VERTEX COVER Q
Gegeben sind ein Graph G = (V, E) und ein Parameter k.

Gibt es ein Vertex Cover der Grolse k?
(Knotenmenge V' C V miten V' #( fur alle e € E) O
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® wahle Knoten, die ,offensichtlich” gewahlt werden mussen
®m wenn ,,offensichtlich” unlosbar, reduziere zu kleiner NEIN-INStanz

~N

Theorem
VERTEX COVER hat einen Kern mit O(k?) Knoten und O(k?) Kanten. Er kann

iIn O(m) Zeit berechnet werden.

Heute
® Kernbildung mithilfe der LP-Relaxierung des VERTEX COVER-ILPs

m |iefert Kern der GrolSe 2k
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G ro b e r I I a n Karlsruher Institut fur Technologie

~

Lemma
Das relaxierte LP hat eine optimale Losung mit x, € {O,%,1} fur alle
v € V. Eine solche Losung kann in polynomieller Zeit berechnet werden.

Beweis: gleich minimiere: > Xv

veV
sodass: 0<x,<1furveV

Xy+Xxy,>1furuveE
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~

Lemma
Das relaxierte LP hat eine optimale Losung mit x, € {O,%,1} fur alle
v € V. Eine solche Losung kann in polynomieller Zeit berechnet werden.

Beweis: gleich minimiere: > Xv

veV
sodass: 0<x,<1furveV

Xy+Xxy,>1furuveE

Teilgraphen
® L osung zerlegt G in drei Teilgraphen G, Gy, G,

8 Thomas Blasius - Parametrisierte Algorithmen Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



AT

Grober Plan o W

~

Lemma
Das relaxierte LP hat eine optimale Lésung mit x, € {0,},1} fur alle
v € V. Eine solche Losung kann in polynomieller Zeit berechnet werden.

\_
Beweis: gleich minimiere: > Xv

veV
sodass: 0<x,<1furveV

Xy+xy,>1furuve E

Teilgraphen

® Losung zerlegt G in drei Teilgraphen Gy, Gj, G%

® G; zusammen mit optimaler Losung in G% liefert
optimale Losung in G
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~

Lemma
Das relaxierte LP hat eine optimale Losung mit x, € {O,%,1} fur alle

v € V. Eine solche Losung kann in polynomieller Zeit berechnet werden.

Beweis: gleich minimiere: > Xv

veV
sodass: 0<x,<1furveV

Xy+xy,>1furuve E

Teilgraphen

® Losung zerlegt G in drei Teilgraphen Gy, Gj, G%

® G; zusammen mit optimaler Losung in G% liefert
optimale Losung in G

LES G% Ist der Problemkern
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Fast ganzzahlige Losungen e o ot

Lemma
Das relaxierte LP hat eine optimale Lésung mit x, € {0,},1} fur alle
v € V. Eine solche Losung kann in polynomieller Zeit berechnet werden.

Beweis
m Ziel: passe optimale Losung schrittweise an, bis x, € {0, 5,1}
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Fast ganzzahlige Losungen A\‘(IT

~

Lemma

Das relaxierte LP hat eine optimale Losung mit x, € {O,%,1} fur alle
v € V. Eine solche Losung kann in polynomieller Zeit berechnet werden.

Beweis

m Ziel: passe optimale Lésung schrittweise an, bis x, € {0, 3,1}

Zwei neue Losungen

B = min {|XV|,|XV_%|:|XV_1|}
ng{oé"l}

(xy+c fallsO<x, <1
mx,=¢x,—¢c fallsj<x <1
5% sonst
(xy—¢ fallsO<x, <1
Bx; =9 x,+e falls$<x, <1
Xy sonst

\
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Lemma
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v € V. Eine solche Losung kann in polynomieller Zeit berechnet werden.

Beweis
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mx,=¢x,—¢c fallsj<x <1
5% sonst

(xy—¢ fallsO<x, <1
Bx; =9 x,+e falls$<x, <1
5% sonst
9 Thomas Blasius - Parametrisierte Algorithmen

Behauptungen
1. (x))vev, (X))vey SiNnd LOsSungen

2. > X=Xy =3 Xy

veV veV veV

3. (x})yev Oder (x)),cv enthalt weni-
ger Variablen, die nichtin {0, 3,1}
sind als (x,)ycv
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v € V. Eine solche Losung kann in polynomieller Zeit berechnet werden.
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m Ziel: passe optimale Losung schrittweise an, bis x, € {0, 5,1}
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me= min {|x]|x -3l [x — 1]}
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Behauptungen
1. (x))vev, (X))vey SiNnd LOsSungen

2. > X=Xy =3 Xy

veV veV veV

3. (x})yev Oder (x)),cv enthalt weni-
ger Variablen, die nichtin {0, 3,1}
sind als (x,)ycv

= nach maximal n Schritten erhalt
man die gewunschte Losung
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Lemma

Das relaxierte LP hat eine optimale Losung mit x, € {O,%,1} fur alle
v € V. Eine solche Losung kann in polynomieller Zeit berechnet werden.

~

Behauptung 1: (x)),cv, (X

9 Thomas Blasius - Parametrisierte Algorithmen
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4

)veyv SiNd LOsSungen

Zwei neue Losungen

me= min {|x/,|x — 3, 1% — 1]}
xv#{0,3,1}

(x,+¢ falls0<x <3
Bx,=qx,—¢ fallst<x <1
| 5% sonst
(x,—¢ fallsO<x, <}
mxy=qx,+c fallsf<x, <1
Xy sonst

\
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\
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(x,+¢ falls0<x <3
Bx,=qx,—¢ fallst<x <1
| 5% sonst
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mxy=qx,+c fallsf<x, <1
Xy sonst

\

9 Thomas Blasius - Parametrisierte Algorithmen Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Fast ganzzahlige Losungen A\‘(IT

~

Lemma
Das relaxierte LP hat eine optimale Losung mit x, € {O,%,1} fur alle
v € V. Eine solche Losung kann in polynomieller Zeit berechnet werden.

Behauptung 1: (x)),cv, (x)/cv sind LOsungen
®Zu zeigen: 0< x;,x) <1 furalleveVundx|+x,,>1furalle {v,w} e E

klar, da ¢ klein genug x) +x;, >1fur alle {v,w} e E
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mc= min {x| X -3l x -1}
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(x,+¢ falls0<x <3
Bx,=qx,—¢ fallst<x <1
| 5% sonst
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(x,—¢ fallsO<x, <}
mxy=qx,+c fallsf<x, <1
Xy sonst

\
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Fast ganzzahlige Losungen A\‘(IT

~

Lemma
Das relaxierte LP hat eine optimale Losung mit x, € {O,%,1} fur alle

v € V. Eine solche Losung kann in polynomieller Zeit berechnet werden.

Behauptung 1: (x)),cv, (x)/cv sind LOsungen
®Zu zeigen: 0< x;,x) <1 furalleveVundx|+x,,>1furalle {v,w} e E

klar, da ¢ klein genug x) +x;, >1fur alle {v,w} e E
® betrachte {u, v} € E und sei x, < x, Zwei neue Lésungen
mc= min {x| X -3l x -1}
Fallunterscheidung nach x, 021}

(x,+¢ falls0<x <3
Bx,=qx,—¢ fallst<x <1
| 5% sonst

Bx,=0=x,=1=x/,=1und x/ =1

1
O Xu=>3 ’
x,—e¢ fallsO<x, <3
mxy=qx,+c fallsf<x, <1
Xy sonst

\
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Fast ganzzahlige Losungen A\‘(IT

~

Lemma
Das relaxierte LP hat eine optimale Losung mit x, € {O,%,1} fur alle

v € V. Eine solche Losung kann in polynomieller Zeit berechnet werden.

Behauptung 1: (x)),cv, (x)/cv sind LOsungen
®Zu zeigen: 0< x;,x) <1 furalleveVundx|+x,,>1furalle {v,w} e E

klar, da ¢ klein genug x) +x;, >1fur alle {v,w} e E
® betrachte {u, v} € E und sei x, < X, Zwei neue Lésungen
mc= min {x| X -3l x -1}
Fallunterscheidung nach x, 021}

(x,+¢ falls0<x <3
Bx,=qx,—¢ fallst<x <1
| 5% sonst

Bx,=0=x,=1=x/,=1und x/ =1

1 PR 1 I\l 1
BXy >3 = XXy 23 und Xy, Xy > 5 (x falls 0 < x, <

vy — € v>2
WX =< X +¢ fa”S%<Xv<‘I
X, sonst

\
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Fast ganzzahlige Losungen A\‘(IT

~

Lemma
Das relaxierte LP hat eine optimale Losung mit x, € {O,%,1} fur alle

v € V. Eine solche Losung kann in polynomieller Zeit berechnet werden.

Behauptung 1: (x)),cv, (x)/cv sind LOsungen
®Zu zeigen: 0< x;,x) <1 furalleveVundx|+x,,>1furalle {v,w} e E

klar, da ¢ klein genug x) +x;, >1fur alle {v,w} e E
® betrachte {u, v} € E und sei x, < x, Zwei neue Lésungen
mc= min {x| X -3l x -1}
Fallunterscheidung nach x, 021}

(x,+¢ falls0<x <3
Bx,=qx,—¢ fallst<x <1
| 5% sonst

Bx,=0=x,=1=x/,=1und x/ =1

1 1 1
x,—e fallsO<x <3
mxy=qx,+c fallsf<x, <1
Xy sonst

B0 <Xy < 5

\

Thomas Blasius - Parametrisierte Algorithmen Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



9

Fast ganzzahlige Losungen A\‘(IT

~

Lemma
Das relaxierte LP hat eine optimale Losung mit x, € {O,%,1} fur alle

v € V. Eine solche Losung kann in polynomieller Zeit berechnet werden.
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mc= min {x| X -3l x -1}
Fallunterscheidung nach x, 021}

(x,+¢ falls0<x <3
Bx,=qx,—¢ fallst<x <1
| 5% sonst

Bx,=0=x,=1=x/,=1und x/ =1

1 1 1
x,—e¢ fallsO<x, <3
X, = 1 mxy=qx,+c fallsf<x, <1
Xy sonst

\
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Fast ganzzahlige Losungen A\‘(IT

~

Lemma
Das relaxierte LP hat eine optimale Losung mit x, € {O,%,1} fur alle

v € V. Eine solche Losung kann in polynomieller Zeit berechnet werden.

Behauptung 1: (x)),cv, (x)/cv sind LOsungen
®Zu zeigen: 0< x;,x) <1 furalleveVundx|+x,,>1furalle {v,w} e E

klar, da ¢ klein genug x) +x;, >1fur alle {v,w} e E
® betrachte {u, v} € E und sei x, < x, Zwei neue Lésungen
mc= min {x| X -3l x -1}
Fallunterscheidung nach x, 021}

(x,+¢ falls0<x <3
Bx,=qx,—¢ fallst<x <1
| 5% sonst

Bx,=0=x,=1=x/,=1und x/ =1

1 1 1
Xy — € alls <XV<§

x,=1=x,=1undx}=1 Sxf=xre falls<x <1
Xy sonst

B0< X< 3=

\

oder 3 < x, < 1
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AT

Fast ganzzahlige Losungen

~

Lemma
Das relaxierte LP hat eine optimale Losung mit x, € {O,%,1} fur alle

v € V. Eine solche Losung kann in polynomieller Zeit berechnet werden.

Behauptung 1: (x)),cv, (x)/cv sind LOsungen
®mZu zeigen: 0 < x;,x) <1 furalleveVundx]+x,>1furalle {v,w} e E

klar, da ¢ klein genug x) +x;, >1fur alle {v,w} e E
® betrachte {u, v} € E und sei x, < x, Zwei neue Lésungen
_ me= mir111{\xv|,\xv—%|,|xv—1|}
Fallunterscheidung nach x, AR 1
B B . " xy+e falls0<x, <3
Bx,=0=x,=1=x,=1und x/ =1 X, = dx,—c falls}<x <1
x> 3= x,x,>%5und x, x| > 5 (X sonst
(x,—¢ falls0<x <}
x.o=1=x"=1und x’ = 1 mxy=qx,+e fallst<x, <1
1 v
B0<Xxy <5 = . . | X sonst

oder 3 < x, < 1
= X, + X, =Xu+te+Xy—ec=Xy+ Xy > 1

= X, + X, =Xy —c+Xy+e=Xy+ Xy > 1
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Fast ganzzahlige Losungen A\‘(IT

~

Lemma
Das relaxierte LP hat eine optimale Losung mit x, € {O,%,1} fur alle
v € V. Eine solche Losung kann in polynomieller Zeit berechnet werden.

\_
Behauptung 2: > x, = > x,=> x| Zwei neue Lésungen
VEV VEV VGV B = mln {‘XV|,‘XV_%|7|XV_1|}
Xv¢{0=%11}

(xy+¢  falls0<x, <3
mx,=qx,—¢ fallst<x <1
Xy sonst

\
(x,—¢ falls0<x, <3
mxy=<x,+e falls§<x, <1
Xy sonst

\
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Fast ganzzahlige Losungen

AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Lemma

Das relaxierte LP hat eine optimale Losung mit x, € {O,%,1} fur alle
v € V. Eine solche Losung kann in polynomieller Zeit berechnet werden.

~

Behauptung 2: ¥ x, =Y x, =3 x/

veV veV veV
mfur alle ve V gilt:

Xy = 5 (X}, + X}

Thomas Blasius - Parametrisierte Algorithmen

Zwei neue Losungen

me= min {x/|x — 1], 1x -1}
Xv¢{0=%’1}

(xy+¢  falls0<x, <3
mx,=qx,—¢ fallst<x <1
Xy sonst

\
(x,—¢ falls0<x, <3
mxy=<x,+e falls§<x, <1
Xy sonst

\

Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Fast ganzzahlige Losungen

AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Lemma

Das relaxierte LP hat eine optimale Losung mit x, € {O,%,1} fur alle
v € V. Eine solche Losung kann in polynomieller Zeit berechnet werden.

~

Behauptung 2: ¥ x, =Y x, =3 x/

veV veV veV

mfur alle ve V gilt:

Xy = 5 (X}, + X}
® und damit auch:

ZX\/:% doxp+> Xy

veV veV veV

9 Thomas Blasius - Parametrisierte Algorithmen

Zwei neue Losungen

me= min {x/|x — 1], 1x -1}
Xv¢{0=%’1}

(xy+¢  falls0<x, <3
mx,=qx,—¢ fallst<x <1
Xy sonst

\
(x,—¢ falls0<x, <3
mxy=<x,+e falls§<x, <1
Xy sonst

\
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Fast ganzzahlige Losungen

AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Lemma

Das relaxierte LP hat eine optimale Lésung mit x, € {0,},1} fur alle

v € V. Eine solche Losung kann in polynomieller Zeit berechnet werden.

Behauptung 2: ¥ x, =Y x, =3 x/

veV veV veV
mfur alle ve V gilt:

Xy = 5 (X}, + X}

® und damit auch:

Zx\,:% doxp+> Xy

veV veV veV

® aus der Optimalitat der Losung (x,),cy folgt:

ZXV—ZX _Zx”

veV veV veV

Thomas Blasius - Parametrisierte Algorithmen

Zwei neue Losungen

me= min {|x,|x— 3 [x -1}
v¢{0 1}

(xy+¢  falls0<x, <3
mx,=qx,—¢ fallst<x <1
Sy sonst

\
(x,—¢ falls0<x, <3
mxy=<x,+e falls§<x, <1
Xy sonst

\
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~

Lemma
Das relaxierte LP hat eine optimale Losung mit x, € {O,%,1} fur alle
v € V. Eine solche Losung kann in polynomieller Zeit berechnet werden.

Behauptung 3: (x),.y oder (x)),cv enthalt |zwei neue Lésungen
weniger Variablen, die nicht in {0,5,1} sind |me= min {|x|,x — 3], 1% — 1]}

Xv¢{0=%11}
als (x
(Xv)vev (x,+¢ falls0<x, <1

mx,=qx,—¢ fallst<x <1
Xy sonst

\
(x,—¢ falls0<x, <3
mxy=<x,+e falls§<x, <1
Xy sonst

\

9 Thomas Blasius - Parametrisierte Algorithmen Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Fast ganzzahlige Losungen

AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Lemma

Das relaxierte LP hat eine optimale Lésung mit x, € {0,},1} fur alle
Ve V. Eine solche Losung kann in polynomieller Zeit berechnet werden.

Behauptung 3: (x),cy oder (x ”)vev enthalt |zwei neue Lésungen
weniger Variablen, die nicht in {0,2,1} sind |me-= rPoln1}{\xv| Xy — 311X — 1]}
Xvé
aIs (XV)veV X,,+e
IXV€{0,2,1}:>XV,X”€{O,2, } mx = x, —c
— @S geht also keine Variable verloren | Xy
(x, — ¢
WX, =4 X, +¢
L Xv

falls 0 < x, < 3
falls 3 < x, < 1
sonst

falls 0 < x, < J
falls 3 < x, <1
sonst
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Fast ganzzahlige Losungen

AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Lemma

Das relaxierte LP hat eine optimale Lésung mit x, € {0,},1} fur alle
Ve V. Eine solche Losung kann in polynomieller Zeit berechnet werden.

Behauptung 3: (x)),cy Oder (x ”)vev enthalt
weniger Variablen, die nicht in {0,2,1} sind

als (XV)veV
WX, c {0,2, 1} = x|, x) € {0,2, }
— @S geht also keine Variable verloren

@ Wahl von ¢ = mindestens eine Variable
kommt hinzu

9 Thomas Blasius - Parametrisierte Algorithmen

Zwei neue Losungen
me= min {|x,|x— 3 [x -1}

v¢{0 A}

.X‘///=<

\

\

(X, +¢
Xv_g
Xy

(
X, — ¢

Xy +¢€
Xy

falls 0 < x, < 3
falls 3 < x, <1
sonst

falls 0 < x, < J

falls 3 < x, <1
sonst
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Fast ganzzahlige Losungen *‘(IT

Lemma

Das relaxierte LP hat eine optimale Lésung mit x, € {0,},1} fur alle
v € V. Eine solche Losung kann in polynomieller Zeit berechnet werden.

Beweis

m Ziel: passe optimale Losung schrittweise an, bis x, € {0, 5,1}

Zwei neue Losungen
me= min {|x]|x -3l [x — 1]}
Xv€{01 1}

(xy+c fallsO<x, <1
mx,=¢x,—¢c fallsj<x <1
5% sonst

(xy—¢ fallsO<x, <1
Bx; =9 x,+e falls$<x, <1
5% sonst
9 Thomas Blasius - Parametrisierte Algorithmen

Behauptungen
1. (x))vev, (X))vey SiNnd LOsSungen

2. > X=Xy =3 Xy

veV veV veV

3. (x})yev Oder (x)),cv enthalt weni-
ger Variablen, die nichtin {0, 3,1}
sind als (x,)ycv

= nach maximal n Schritten erhalt
man die gewunschte Losung
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ILP vs. LP ST

Karlsruher Institut fur Technologie

Finde optimale Losungen fur das ILP und die LP-Relaxierung

O
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ILP vs. LP A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Finde optimale Losungen fur das ILP und die LP-Relaxierung

ganzzahlige Losung: 5
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ILP vs. LP

SIT

Institut fur Technologi

Finde optimale Losungen fur das ILP und die LP-Relaxierung

1

ganzzahlige Losung: 5

10 Thomas Blasius - Parametrisierte Algorithmen

0,5

0,5

0,5

nicht-ganzzahlige Losung: 4
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AT

LP-Losung — Vertex Cover o

Drei Teilgraphen
®m betrachte LP-Lésung (xy),cy Mit x, € {0, 5,1}
aV,={veV|x,=r} furre{0,2,1} und G, = G[V/]
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LP-Losung — Vertex Cover o

Drei Teilgraphen
®m betrachte LP-Lésung (xy),cy Mit x, € {0, 5,1}
aV,={veV|x,=r} furre{0,2,1} und G, = G[V/]

Lemma
Sei S% ein Vertex Cover von G%. Dann ist S%U V, ein Vertex Cover von G.
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®m betrachte LP-Lésung (xy),cy Mit x, € {0, 5,1}
aV,={veV|x,=r} furre{0,2,1} und G, = G[V/]

Lemma
Sei S% ein Vertex Cover von G%. Dann ist S%U V, ein Vertex Cover von G.

Beweis: betrachte Kante {u, v}
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LP-Losung — Vertex Cover o

Drei Teilgraphen
®m betrachte LP-Lésung (xy),cy Mit x, € {0, 5,1}
aV,={veV|x,=r} furre{0,2,1} und G, = G[V/]

Lemma
Sei S% ein Vertex Cover von G%. Dann ist S%U V, ein Vertex Cover von G.

Beweis: betrachte Kante {u, v}
mFall 1: ve V; oderve V; = {u,v} wird abgedeckt
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LP-Losung — Vertex Cover o

Drei Teilgraphen
®m betrachte LP-Lésung (xy),cy Mit x, € {0, 5,1}
aV,={veV|x,=r} furre{0,2,1} und G, = G[V/]

Lemma
Sei S% ein Vertex Cover von G%. Dann ist S%U V, ein Vertex Cover von G.

Beweis: betrachte Kante {u, v}
mFall 1: ve V; oderve V; = {u,v} wird abgedeckt

®Fall 2: u,v e V% = U € S% oder v e S% = {u, v} wird abgedeckt
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LP-Losung — Vertex Cover o

Drei Teilgraphen
®m betrachte LP-Lésung (xy),cy Mit x, € {0, 5,1}
aV,={veV|x,=r} furre{0,2,1} und G, = G[V/]

Lemma
Sei S% ein Vertex Cover von G%. Dann ist S%U V, ein Vertex Cover von G.

Beweis: betrachte Kante {u, v}
mFall 1: ve V; oderve V; = {u,v} wird abgedeckt

®Fall 2: u,v e V% = U € S% oder v e S% = {u, v} wird abgedeckt
® weitere Falle gibt es nicht, da sonst x, + x, < 1
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LP-Losung — Vertex Cover o

Drei Teilgraphen
®m betrachte LP-Lésung (xy),cy Mit x, € {0, 5,1}
aV,={veV|x,=r} furre{0,2,1} und G, = G[V/]

Lemma
Sei S% ein Vertex Cover von G%. Dann ist S%U V, ein Vertex Cover von G.

Beweis: betrachte Kante {u, v}
mFall 1: ve V; oderve V; = {u,v} wird abgedeckt

®Fall 2: u,v e V% = U € S% oder v e S% = {u, v} wird abgedeckt
® weitere Falle gibt es nicht, da sonst x, + x, < 1

~N

Lemma
Seij S1 ein minimales Vertex Cover von G1 und sei $* ein minimales

Vertex Cover in G. Dann gilt |S1\ +|Vq] < |S*\

.
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M I n I m a I Itat Karlsruher Institut fur Technologie

Lemma
Sei Si ein minimales VC von G: und sei S* ein mini-

males VC in G. Dann gilt |S;] + |2V1| < |S*].

.

Beweis
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Lemma
Sei Si ein minimales VC von G: und sei S* ein mini-

males VC in G. Dann gilt |S;] + |2V1| < |S*].

Beweis
m betrachte S =

m o
T US§U S

o R B
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Lemma
Sei Si ein minimales VC von G: und sei S* ein mini-

males VC in G. Dann gilt |S;] + |2V1| < |S*].

Beweis A m ©
m betrachte S*= ST US;U S
2

mSristVCin Gi = [Si] < [5]]

Nl
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Lemma
Sei Si ein minimales VC von G: und sei S* ein mini-

males VC in G. Dann gilt |S;] + |2V1| < |S*].

Beweis A m ©
m betrachte S*= ST US;U S
2

mSristVCin Gi = [Si] < [5]]

® noch zu zeigen: |V4| < |S§| + | Sj]
e0 = o

Nl
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Lemma
Sei Si ein minimales VC von G: und sei S* ein mini-

males VC in G. Dann gilt |S;] + |2V1| < |S*].

Beweis A m ©
m betrachte S*= ST US;U S
2

mSristVCin Gi = [Si] < [5]]

mnoch zu zeigen: |V4| <|S§|+ S]] <  [Vi\ Si| <S5
0 = o o O

Nl
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Lemma
Sei Si ein minimales VC von G: und sei S* ein mini-

males VC in G. Dann gilt |S;] + |2V1| < |S*].

Beweis A m ©
m betrachte S*= ST US;U S
2

mSristVCin Gi = [Si] < [5]]

mnoch zu zeigen: |V4| <|S§|+ S]] <  [Vi\ Si| <S5
0 = o) o |
® zeige: andernfalls gibt es bessere Losung fur das LP

Nl
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Lemma
Sei Si ein minimales VC von G: und sei S* ein mini-

males VC in G. Dann gilt |S;] + |2V1| < |S*].

Beweis A m ©
m betrachte S*= ST US;U S
2

mSristVCin Gi = [Si] < [5]]

mnoch zu zeigen: |V4| <|S§|+ S]] <  [Vi\ Si| <S5
0 = o) o |
® zeige: andernfalls gibt es bessere Losung fur das LP

Nl

Neue Losung furs LP

(1 fallsveVy\ S e
Xy = 4 oder v € §§ O
X, sonst @A A m

\
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Lemma
Sei Si ein minimales VC von G: und sei S* ein mini-

males VC in G. Dann gilt |S;] + |2V1| < |S*].

Beweis A m ©
m betrachte S*= ST US;U S
2

mSristVCin Gi = [Si] < [5]]

mnoch zu zeigen: |V4| <|S§|+ S]] <  [Vi\ Si| <S5
0 = o) o |
® zeige: andernfalls gibt es bessere Losung fur das LP

Nl

Neue Losung furs LP

(1 fallsveVy\ S e
Xy = 4 oder v € §§ O
Xy sonst @ A A m

LWarum ist das eine Lésung?w
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Lemma
Sei Si ein minimales VC von G: und sei S* ein mini-

males VC in G. Dann gilt |S;] + |2V1| < |S*].

Beweis A m ©
m betrachte S*= ST US;U S
2

mSristVCin Gi = [Si] < [5]]

mnoch zu zeigen: |V4| <|S§|+ S]] <  [Vi\ Si| <S5
0 = o) o |
® zeige: andernfalls gibt es bessere Losung fur das LP

Nl

Neue Losung furs LP Es folgt:
(1 fallsveVy\ S e

Xy = 4 oder v € §§ O
Xy sonst @ A A m

LWarum ist das eine Lésung?w

12 Thomas Blasius - Parametrisierte Algorithmen Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Karlsruher Institut fur Technologie

Minimalitat

~

Lemma
Sei Si ein minimales VC von G: und sei S* ein mini-

males VC in G. Dann gilt |S;] + |2V1| < |S*].

Beweis A m ©
m betrachte S*= ST US;U S
2

mSristVCin Gi = [Si] < [5]]

mnoch zu zeigen: |V4| <|S§|+ S]] <  [Vi\ Si| <S5
0 = o) o |
® zeige: andernfalls gibt es bessere Losung fur das LP

Nl

Neue Losung furs LP Es folgt:
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| s fallsveVi\ S5 e ZX\,/=ZXV_’V1;S1*|+|52‘6|
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Lemma
Sei Si ein minimales VC von G: und sei S* ein mini-

males VC in G. Dann gilt |S;] + |2V1| < |S*].

Beweis A m ©
m betrachte S*= ST US;U S
2

mSristVCin Gi = [Si] < [5]]

mnoch zu zeigen: |V4| <|S§|+ S]] <  [Vi\ Si| <S5
0 = o) o |
® zeige: andernfalls gibt es bessere Losung fur das LP

Nl

Neue Losung furs LP Es folgt:
(1 fallsve V;\S: e ZX;=ZXV_’V1\S1*|+|85|
X, = < oder v € §§ O veV veV 2 2
Xy sonst @ A A m ’ '
. —— = [Vi\ 54| <[5
LWarum ist das eine Losung?} IS e mal o @
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Reduktionsregel minimiere: > Xy
. . . veV
m |0se die LP-Relaxierung — (xv),cv sodass: 0<x, <1firveV
afalls Y x, > k = NEIN-Instanz Xg+x,>1flruvecE
veV
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Kernbildung
Reduktionsregel minimiere: > Xy
. . . veV
® |0se die LP-Relaxierung — (xy),cy sodass: 0<x,<1firveV
afalls >  x, > k = NEIN-Instanz X, +x,>1flruveE
veV

m sonst wahle V4, I10sche Vp U V4 und verringere kK um | V4]
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Reduktionsregel minimiere: > Xy
. . . veV
® |0se die LP-Relaxierung — (xy),cy sodass: 0<x,<1firveV
afalls >  x, > k = NEIN-Instanz X, +x,>1flruveE
veV

m sonst wahle V4, I10sche Vp U V4 und verringere kK um | V4]

LLemma: Die Reduktionsregel ist sicher.]

Beweis
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Reduktionsregel minimiere: > Xy
. . . veV
® |0se die LP-Relaxierung — (xy),cy sodass: 0<x,<1firveV
afalls >  x, > k = NEIN-Instanz X, +x,>1flruveE
veV

m sonst wahle V4, I10sche Vp U V4 und verringere kK um | V4]

LLemma: Die Reduktionsregel ist sicher.]

Beweis
® optimale Losung des ILPs ist nicht kleiner als optima-

le LOsung der Relaxierung
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. . . veV
® |0se die LP-Relaxierung — (xy),cy sodass: 0<x,<1firveV
afalls >  x, > k = NEIN-Instanz X, +x,>1flruveE
veV

m sonst wahle V4, I10sche Vp U V4 und verringere kK um | V4]

LLemma: Die Reduktionsregel ist sicher.]

Beweis
® optimale Losung des ILPs ist nicht kleiner als optima-

le LOsung der Relaxierung
mfalls Y x, > k, so gibt es keine VC der Grolse k

veV
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Kernbildung
Reduktionsregel minimiere: > Xy
. . . veV
® |0se die LP-Relaxierung — (xy),cy sodass: 0<x,<1firveV
afalls >  x, > k = NEIN-Instanz X, +x,>1flruveE
veV

m sonst wahle V4, I10sche Vp U V4 und verringere kK um | V4]

LLemma: Die Reduktionsregel ist sicher.]

Beweis
® optimale Losung des ILPs ist nicht kleiner als optima-

le LOsung der Relaxierung
mfalls Y x, > k, so gibt es keine VC der Grolse k

veV
® es gibt ein minimales VC, das V4 enthalt und V, nicht enthalt, denn:

Lemma Lemma
Sei S% ein VC von G%. Dann ist S%U V4 ein VC von G. | | Sei S% ein minimales VC von G% und sei S* ein mini-
males VC in G. Dann gilt |S%| +|Vq| < |S57.
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Kernbildung
Reduktionsregel minimiere: > Xy
. . . veV
® |0se die LP-Relaxierung — (xy),cy sodass: 0<x,<1firveV
afalls >  x, > k = NEIN-Instanz X, +x,>1flruveE
veV

m sonst wahle V4, I10sche Vp U V4 und verringere kK um | V4]

Lemma: Die Reduktionsregel ist sicher.]

Theorem
Fur VERTEX CoVER kann ein Kern mit maximal 2k Knoten

in O(?7?) Zeit berechnet werden.

Beweis
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Kernbildung
Reduktionsregel minimiere: > Xy
. . . veV
® |0se die LP-Relaxierung — (xy),cy sodass: 0<x,<1firveV
afalls >  x, > k = NEIN-Instanz X, +x,>1flruveE
veV

m sonst wahle V4, I10sche Vp U V4 und verringere kK um | V4]

Lemma: Die Reduktionsregel ist sicher.]

Theorem
Fur VERTEX CoVER kann ein Kern mit maximal 2k Knoten

in O(?7?) Zeit berechnet werden.

Beweis

® wir konnen annehmen, dass >  x, < k (sonst: triviale Nein-Instanz)
veV
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Reduktionsregel minimiere: > Xy
. . . veV
® |0se die LP-Relaxierung — (xy),cy sodass: 0<x,<1firveV
afalls >  x, > k = NEIN-Instanz X, +x,>1flruveE
veV

m sonst wahle V4, I10sche Vp U V4 und verringere kK um | V4]

Lemma: Die Reduktionsregel ist sicher.]

Theorem
Fur VERTEX CoVER kann ein Kern mit maximal 2k Knoten

in O(?7?) Zeit berechnet werden.

Beweis

® wir konnen annehmen, dass >  x, < k (sonst: triviale Nein-Instanz)
veV

ooV < Y X <k= Vi <2k

veV
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Kernbildung
Reduktionsregel minimiere: > Xy
. . . veV
® |0se die LP-Relaxierung — (xy),cy sodass: 0<x,<1firveV
afalls >  x, > k = NEIN-Instanz X, +x,>1flruveE
veV

m sonst wahle V4, I10sche Vp U V4 und verringere kK um | V4]

Lemma: Die Reduktionsregel ist sicher.]

Theorem
Fur VERTEX CoVER kann ein Kern mit maximal 2k Knoten

in O(?7?) Zeit berechnet werden.

Beweis

® wir konnen annehmen, dass >  x, < k (sonst: triviale Nein-Instanz)
veV

ooV < Y X <k= Vi <2k

veV

Laufzeit: dominiert durch losen des LPs
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Konstruktion einen Hilfsgraphen

m spalte jeden Knoten v auf in v, (gelb) und v, (blau)

® Ubernehme Kanten aber nur zwischen gelb und blau

m resultierender bipartiter Graph: H mit Knotenmenge V,U V,

— > minimiere: > Xv
veV
sodass: 0<x, <1furveV

X, +x,>1flruveE
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Verbesserte Laufzeit A\‘(IT
Konstruktion einen Hilfsgraphen
m spalte jeden Knoten v auf in v, (gelb) und v, (blau)

® Ubernehme Kanten aber nur zwischen gelb und blau
m resultierender bipartiter Graph: H mit Knotenmenge V,U V,

— > minimiere: > Xv
veV
sodass: 0<x, <1furveV

Behauptung Xy+xy>1furuvecE
®VC Sin H liefert Losung firs LP mit x, € {0, }, 1} und umgekehrt, sodass
%’S’ = Z Xv
veV
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VC — LP-Losung
mfir VC Sin H: setze x, = 3|{vg, vy} N S| flralle ve V
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— > minimiere: > Xv
veV
sodass: 0<x, <1furveV

X, +x,>1flruveE

Behauptung

®VC Sin H liefert Lésung firs LP mit x, € {0, 3,1} und umgekehrt, sodass
318 =2 xv

veV
VC — LP-Losung
mfir VC Sin H: setze x, = 3|{vg, vy} N S| flralle ve V
mklar: 3|S|= Y xv

veV
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Konstruktion einen Hilfsgraphen
m spalte jeden Knoten v auf in v, (gelb) und v, (blau)

® Ubernehme Kanten aber nur zwischen gelb und blau
m resultierender bipartiter Graph: H mit Knotenmenge V,U V,

— > minimiere: > Xv
veV
sodass: 0<x, <1furveV

Behauptung Xy+xy>1furuvecE
®VC Sin H liefert Lésung firs LP mit x, € {0, 3,1} und umgekehrt, sodass
2’8’ Z Xv
veV

VC — LP-Losung
mfir VC Sin H: setze x, = 3|{vg, vy} N S| flralle ve V
mklar: 3|S|= Y xv

veV
® auflerdem: {u, v} € E impliziert |{ug, up, Vg, vp} N S| > 2 = Xy + Xy > 1
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Konstruktion einen Hilfsgraphen

m spalte jeden Knoten v auf in v, (gelb) und v, (blau)

® Ubernehme Kanten aber nur zwischen gelb und blau

m resultierender bipartiter Graph: H mit Knotenmenge V,U V,

— > minimiere: > Xv
veV
sodass: 0<x, <1furveV

Behauptung Xy+xy>1furuvecE
®VC Sin H liefert Losung firs LP mit x, € {0, }, 1} und umgekehrt, sodass
%’S’ = Z Xv
veV

LP-Losung — VC
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— > minimiere: > Xv
veV
sodass: 0<x, <1furveV

Behauptung Xy+xy>1furuvecE
®VC Sin H liefert Losung firs LP mit x, € {0, }, 1} und umgekehrt, sodass
%’S’ = Z Xv
veV

LP-Losung — VC
® flr LP-Lésung (xy),cy definiere S: vye S x, > und v, € S& x, =1
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Verbesserte Laufzeit s Temot

Konstruktion einen Hilfsgraphen

m spalte jeden Knoten v auf in v, (gelb) und v, (blau)

® Ubernehme Kanten aber nur zwischen gelb und blau

m resultierender bipartiter Graph: H mit Knotenmenge V,U V,

— > minimiere: > Xv
veV
sodass: 0<x, <1furveV

X, +x,>1flruveE

Behauptung
®VC Sin H liefert Lésung firs LP mit x, € {0, 3,1} und umgekehrt, sodass

2"3’ > Xv

veV
LP-Losung — VC
® flr LP-Lésung (xy),cy definiere S: vye S x, > und v, € S& x, =1
mklar: 3|S|= Y xv

veV
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Verbesserte Laufzeit s Temot

Konstruktion einen Hilfsgraphen
m spalte jeden Knoten v auf in v, (gelb) und v, (blau)

® Ubernehme Kanten aber nur zwischen gelb und blau
m resultierender bipartiter Graph: H mit Knotenmenge V,U V,

— > minimiere: > Xv
veV
sodass: 0<x, <1furveV

X, +x,>1flruveE

Behauptung
®VC Sin H liefert Lésung firs LP mit x, € {0, 3,1} und umgekehrt, sodass
318 =2 xv

veV

LP-Losung — VC
® flr LP-Lésung (xy),cy definiere S: vye S x, > und v, € S& x, =1

mklar: 3|S|= Y xv

veV
® aullerdem: x, + x, > 1 sorgt dafur, dass jede Kante abgedeckt wird
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Konstruktion einen Hilfsgraphen
m spalte jeden Knoten v auf in v, (gelb) und v, (blau)

® Ubernehme Kanten aber nur zwischen gelb und blau
m resultierender bipartiter Graph: H mit Knotenmenge V,U V,

— > minimiere: > Xv
veV
sodass: 0<x, <1furveV

Behauptung Xy+xy>1furuvecE
®VC Sin H liefert Losung firs LP mit x, € {0, }, 1} und umgekehrt, sodass
%’S’ = Z Xv
veV
Lemma )

Das LP kann gelost werden, indem man ein VC in einem bipartiten Gra-
phen ausrechnet. Dies geht in O(m+/n).

Laufzeit: siehe Ubung
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Zusammenfassung

Unimodularitat
® |LPs sind effizient Iosbar fur total unimodulare Matrizen
® Nachweis von Unimodularitat mit Determinanten-Entwicklungssatz
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Zusammenfassung

Unimodularitat
® |LPs sind effizient Iosbar fur total unimodulare Matrizen
® Nachweis von Unimodularitat mit Determinanten-Entwicklungssatz

Kernbildung mittels LP

® |LP fur VErTEX CoVER ist halbwegs gutartig

® nutze Losung der LP-Relaxierung zur Kernbildung

® |0se LP-Relaxierung mittels VERTEX CoveR in bipartiten Graphen

~N

Theorem
FUr VERTEX CoVER kann ein Kern mit maximal 2k Knoten in O(mv/n) Zeit
berechnet werden.

.
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