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Umwege =00 gt

Problem: LONGEST PATH
Gegeben sind ein Graph G und ein Parameter k. Gibt es
einen Pfad der Lange mindestens k in G?

(mit Lange meine ich hier Anzahl Knoten)

Komplexitat

@ NP-schwer: Reduktion von HamiLTONIAN PATH
m heute: FPT

Fur gerichtete azyklische Graphen (DAGs) LGeht das in poly Zeit?]
@ dynamisches Programm 3

a fUr jeden Knoten v: langster Pfad der bei v startet

m iteriere entsprechend topologischer Sortierung 7'{'06
® alternativ: Matrixmultiplikation 4

m sei A die Adjazenzmatrix und betrachte AX
u Eintrag (u, v) entspricht Anzahl Pfaden den Lange k von u hach v

LWarum funktioniert das nicht auch flir ungerichtete Graphen?]
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Umwege

Problem: LONGEST PATI
Gegeben sind ein Graph
einen Pfad der Lange m

Komplexitat
@ NP-schwer: Reduktion
m heute: FPT

Fir gerichtete azyklis
@ dynamisches Programn
a flr jeden Knoten v: |
m iteriere entsprechen
® alternativ: Matrixmultig
u sei A die Adjazenzma
u Eintrag (u, v) entsprig

LWarum funktioniert
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Bunte Pfade A\‘(IT

Problem: Col rfu! LONGEST PATH

Gegeben ein Graph G = (V, E), einen Parameter k, sowie eine Partition

(Farbung) V4,..., V,x von V. Gibt es einen bunten Pfad der Lange k in G?
(ein Pfad ist bunt, wenn er aus jedem V; nur einen Knoten enthalt)

Wie lang ist der langste bunte Pfad?
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Problem: LONGEST PATI
Gegeben sind ein Graph
einen Pfad der Lange m

Komplexitat
@ NP-schwer: Reduktion
m heute: FPT

Fir gerichtete azyklis
@ dynamisches Programn
a flr jeden Knoten v: |
m iteriere entsprechen
® alternativ: Matrixmultig
u sei A die Adjazenzma
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Bunte Pfade

Problem: Col rful LoNn

Gegeben ein Graph G =

(Farbung) V4,..., V, von
(ein Pfad ist bunt, w

Wie lang

&
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SET SPLITTING

Problem: SET SPLITTING

Gegeben eine Grundmenge U, eine Menge S C 2V von Teilmengen und
einen Parameter k. Gibt es eine Menge X c U, die mindestens k Men-
gen in S zerschneidet? (X zerschneidet Se S, wenn SN X #p und S ¢ X)

Idee fiir Color Coding
m jede zerschnittene Menge enthalt Element
aus X und aus U\ X —|Zeuge der GroBe < 2k

@ Zeuge ist bunt fir eine der Farbungen mit
2k Farben ((n 2k) perfekte Familie von Hash-Funktionen)

m flr jede Teilmenge der Farben:

wahle alle Elemente mit diesen Farben
@ = Zeuge wird irgendwann korrekt getrennt

(hier: X = { AR UNX={ )

Warum so kompliziert?
® eigentlich brauchen wir nur zwei Farben: far X und fur U\ X
® Wunsch: in einer der 2-Farbungen wird der 2k groBe Zeuge gut geteilt
m daflir gibt es universelle Mengen

X={ab,d, e} U\X {c,f,g}
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Problem: LONGEST PATI
Gegeben sind ein Graph
einen Pfad der Lange m

KVamnlavikat

Bunte Pfade

Problem: Col rfu! LoN
Gegeben ein Graph G =
(Farbung) V4,..., V, von

SEr SeLiTTING e

Problem: SET SPLITTING
Gegeben eine Grundmenge U, eine Menge S C 2V von Teilmengen und

Sortierte Graphen

= k=2 Gy

1. X5u---uX, =V

3 Thomas Blésius - Parametrisierte Algorithmen

Graph G = (V, E) mit Knotenordnung V = {v,...,vn}

2} (5) ®
=2 0“9\9’”

H;

® V= {v,..,vi}, G=G[V]und H = G[V \ V]
m k; =#Knoten in G; mit Kanten zu H; und k = max{k;}

Alternative Sichtweise: Pfadzerlegung
betrachte Pfad x4, ..., x, mit Bags Xi,..., X; (X; C V), sodass

2. {u,v} € E = u,v € X; fir mindestens ein Bag X;
3. die Bags jedes Knotens v € V bilden einen Teilpfad

X X X X X X

Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen

meter k. Gibt es eine Menge X c U, die mindestens k Men-
S‘(IT rschneidet? (X zerschneidet Se S, wenn SN X #0 und S ¢ X)

Mlor Coding A
hnittene Menge enthalt Element
aus U\ X —{Zeuge der GrofSe < 2k

bunt fir eine der Farbungen mit
((n, 2k) perfekte Familie von Hash-Funktionen)

ilmenge der Farben:
Elemente mit diesen Farben “
vird irgendwann korrekt getrennt

(hier: X={@, . @}, U\X={ W) x_1apd.e U\X {c.f.g}
kompliziert?
brauchen wir nur zwei Farben: fur X und far U\ X
N einer der 2-Farbungen wird der 2k grolle Zeuge gut geteilt
es universelle Mengen
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Problem: LONGEST PATI
Gegeben sind ein Graph
einen Pfad der Lange m

Problem: Col rful LoN
Gegeben ein Graph G =

KVamnlavikat

(Farbung) V4,..., V, von

SET SPLITTING
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Problem: SET SPLITTING
Gegeben eine Grundmenge U, eine Menge S ¢ 2Y von Teilmengen und

rneter k. G|bt es eine Menge X c U, die mindestens k Men-

Sortierte Graph

Graph G = (V,E) mif

e

kr=2
= k=2 Gj
aVi={v,..,v}, G =(

® k; =#Knoten in G m

Alternative Sichtwe
betrachte Pfad xy, ...,
1. X5u---uX, =V
2.{u,vie E=u,ve
3. die Bags jedes Ki

X Xo
4
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DP uber eine schone Baumzerlegung

neidet Se S, wenn SN X #0 und S ¢ X)

AT ‘

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, lement

Be < 2k
Problem: INDEPENDENT SET Jeﬁ mit
Gegeben seien ein Graph, ein Parameter t und eine inktionen)
Baumzerl. der Weite t. Gibt es ein independent Set der
GroRe k? (Knotenmenge V' C V mit {u, v} ¢ E fir u,v € V') pen “
" " . - etrennt
Dynamisches Programm uber eine schone Baumzerlegung 1
® join-Knoten: Ug ’ X={ahb,d, e} U\X {c,f,g}
7] U
0 (U} {8} {m {U.5} {U.n} {n5} {U.n5} n® n® rben: fir X und far U\ X
G1 2 2 2 3 —00 2 —o0 U U U 7] : i
5 5 5 ird der 2k groBe Zeuge gut geteilt
G 1 1 1 2 2 —00 2 —00 n n n g geg g
Gy 2 2 2 3 3 —00 2 —00 ) d) U
5 5
n n Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen
G m Uy Oy (U3
n A n
Q) m
n nS
0
’;,7 j l,:;s
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Bunte Pfade \“(IT

Problem: LoONGEST PATI SET SPLITTING e Bt

Gegeben sind ein Graph Problem: Col rful Lon

einen Pfad derlange m | Gegeben ein Graph G - Problem: SET SPLITTING

Yol i S (Farbung) V4, ..., Vi von Gegeben eine Grundmenge U, eine Menge S € 2Y von Teilmengen und

rneter k. Gibt es eine Menge X c U, die mindestens k Men-
" Ineidet S ¢ S, wenn SN X #0 und S ¢ X)
[

Sortierte Graphi _——

DP liber eine scho D
Graph G = (V, E) mif Zusammenfassung ﬂ(IT
2 Problem: INDEPENDENT
k; =2 Gegeben seien ein Grg Baumweite
k=2 G Baumzerl. der Weite t. (  ®w struktureller Graphparameter
wV ={wv,..,vi}, G=C ® Mal far die Ahnlichkeit zu Baumen (bezuglich §
® k =#Knoten in G; m D.yrjlamlsches Progran Separatoren) ool
® join-Knoten: DP auf Baumzerlegungen Y
Alternative Sichtwg p {U} {5} {n} {U,5} m schone Baumzerlegungen sind schon
betrachte Pfad xy, ..., G1 2 2 2 3 F F..o H und eteilt
LXU-UXe =V CGro1o12 = | °|_>M a &_»@
Gg2 2 2 3 3 : ) o o
2. {u,vieE=uve @ Schwierigkeit: gute Definition fur ,Teillésung” S S R gorithmen

3. die Bags jedes Ki Gy

m Anzahl Teillésungen nur abhangig von der InterfacegréofRe

X X, a Bgrechnung_ neuer Teilldsungen aus den alten Teilldésungen maéglich
4 @ (fUr alle drei Knotentypen)
iy Wie groB ist Baumweite in echten Graphen?
@ heuristische Berechnung auf zwei ,zufallig” ausgewahlte Graphen:
3 Thomas Blasius - Parametrisierte Algori m Links zwischen politischen Blogs: n =642, m = 2280, t < 42
11 Thomas Blisius - Parametrisierte Algorithmen m Co-Autoren-Netzwerk: n=226413, m = 716460, t < 11775
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Ubungsblatt 5
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Heute
Ubungsblatt 4
® VERTEX COVER In bi-
partiten Graphen
@ Max SAT Ubungsblatt 5
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Ubungsblatt 4

® VERTEX COVER in bi- Ubungsblatt 5

partiten Graphen = Sterne

® MAX SAT
N ® LONGEST CYCLE

® DOMINATING SET auf
speziellen Graphen

® Coding: CLOSEST STRING
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Ubungsblatt 4

® VERTEX COVER in bi- Ubungsblatt 5

partiten Graphen = Sterne

® MAX SAT
N ® LONGEST CYCLE

® DOMINATING SET auf
speziellen Graphen

® Coding: CLOSEST STRING

AulBBerdem

® mehr zu Baumweite
® schone Baumzerlegungen
\_
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Ubungsblatt 5

Parametrisierte Algorithmen \
Wintersemester 2024/2025 A
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Ubungsblatt 5

Abgabe bis 15. Januar 2025

Aufgabe 1: Sterne 8 Punkte

Ein 5-Stern ist folgender Graph:

Gegeben einen ungerichteten Graphen G = (V,E) und Parameter k soll entschieden werden, ob G
mindestens k knotendisjunkte induzierte 5-Sterne enthilt. Verwende color coding um zu zeigen,
dass dieses Problem in FPT liegt.

Aufgabe 2: LONGEST CYCLE 12 Punkte

Gegeben sei ein Graph G = (V, E) und ein Parameter k. Bei LONGEST CyCLE geht es darum, zu
entscheiden ob es in G einen Kreis der Liange mindestens k in G gibt. Gib einen FPT-Algorithmus
fiir dieses Problem an.

Hinweis: Beachte, dass es Graphen gibt, die keinen Kreis der Lange genau k enthalten, aber dennoch
einen Kreis der Lange mindestens k.

Aufgabe 3: Dominating Set auf speziellen Graphen 10 Punkte

Betrachte folgende parametrisierte Variante von DOMINATING SET. Der Graph G ist gegeben
zusammen mit einer Knotenordnung V' = {v;,...,v,}. Die Lénge einer Kante {v;,v;} ist |i — j|.
Der Parameter k ist die maximale Kantenlidnge in G. Gib einen FPT-Algorithmus an, der diese
Parametrisierung von DOMINATING SET l6st.

Aufgabe 4: CLOSEST STRING 5 Bonus-Punkte

In dieser Aufgabe sollst du erneut ein Programm implementieren, das das Problem CLOSEST STRING
(in einer leichten Variante) lost. Gegeben sind k Strings der Lange n. Gesucht ist ein minimales D,
sodass ein String s* existiert, der zu jedem anderen String Hamming-Distanz hichstens D hat.

Lése das Problem mittels eines ILP wie in der 3. Ubung. Du darfst dir gerne weitere Optimierungen
iiberlegen. Beschreibe in der PDF-Abgabe, welche Anderungen du an der ILP Formulierung aus

1 bitte wenden

AT
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Thomas Blasius - Parametrisierte Algorithmen

der Vorlesunge vorgenommen hast und ob es sonst noch Einsichten gab, die dir beim Lésen von
dem Problem geholfen haben. Gib auflerdem in der PDF-Abgabe fiir jede Instanz das kleinste D an,
fiir das du eine Losung gefunden hast.

Gib zusitzlich den Quellcode sowie deine gefundenen Lésungen (im unten beschriebenen Format)
als eine ZIP-Datei ab. Fiir jede geloste Instanz kannst du einen Punkt bekommen.

Dateiformat Eingabe: In der ersten Zeile steht k, die Anzahl der Strings. In den néchsten k Zeilen
ist jeweils ein String gegeben. Alle Strings haben die selbe Liange und verwenden nur die kleinen
Buchstaben a-z.

Dateiformat Ausgabe: Eine Zeile mit einem String s, der minimale Hamming-Distanz zu den
gegebenen Strings hat.

Hinweis: Mithilfe der Datei validator.py kannst du die Hamming-Distanz deiner Losung zu
den gegebenen Strings bestimmen. Dabei wird das Maximum iiber alle Hamming-Distanzen
ausgegeben.

Hinweis: Fir diese Aufgabe benétigst du einen ILP-Solver. Die Anzahl der Programmiersprachen
und Solver ist grof}, aber du solltest in der Lage sein, die Aufgabe mit den meisten Kombinationen
zu lésen. Einer der mit Abstand besten Solver ist Gurobi. Um ihn benutzen zu kénnen, brauchst
du allerdings eine Lizenz, die du kostenlos mit deiner Studenten-E-Mail erhltst.

Wir wiinschen euch schone Weihnachtsferien!

Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen
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Ubungsblatt 4

Abgabe bis 18. Dezember 2024

Aufgabe 1: VERTEX COVER in bipartiten Graphen 7 +7 = 14 Punkte

Teilaufgabe (a) Zeige, dass die LP-Relaxierung des ILPs zu VERTEX COVER eine ganzzahlige
optimale Losung hat, wenn der Graph bipartit ist.

Hinweis: Zeige, dass die zugehorige Matrix total unimodular ist.

Teilaufgabe (b) Benutze den Dualitéitssatz, um den Satz von Kénig zu beweisen. Der Satz von
Kénig besagt, dass das minimale Vertex Cover und das maximale Matching in einem bipartiten
Graphen die gleiche Kardinalitat haben.

Aufgabe 2: Max SAT 5+ 11 = 16 Punkte

Gegeben sei eine boolesche Formel ¢ (in KNF) mit n Variablen und m Klauseln. Bei dem Problem
Max SAT soll eine Variablenbelegung gefunden werden, die moglichst viele Klauseln erfiillt.

Teilaufgabe (a) Gib sichere Reduktionsregeln an, die einen Kern mit maximal 2k Klauseln und k
Variablen liefern, wobei k die Losungsgrofie ist.

Hinweis: Benutze den Satz von Hall, um die Anzahl der Variablen zu reduzieren.

Satz (Hall’s Theorem). Sei G = (V; U Vs, E) ein bipartiter Graph. Es gibt genau dann ein Matching
in G, das alle Knoten von Vy abdeckt, wenn |X| < |[N(X)| fiir jede Teilmenge X C V;. Andernfalls
kann eine inklusionsminimale Menge X C V; mit|X| > [N(X)| effizient gefunden werden.

Teilaufgabe (b) Gib einen FPT-Algorithmus fiir die folgende Parametrisierung ,above % mit

Parameter k an: Gibt es eine Variablenbelegung, die mindestens % + k Klauseln erfiillt?

Hinweis: Betrachte Klauseln mit nur einer Variable getrennt von Klauseln mit mindestens 2
Variablen und zeige zunéichst, dass viele grofiere Klauseln dazu fithren, dass es eine grofie Losung
gibt.

W
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Gegeben: Formel ¢ in KNF, mit n Variablen und m Klauseln
Teilaufgabe (a) Kern mit k Variablen, mit 2k Klauseln
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Gegeben: Formel ¢ in KNF, mit n Variablen und m Klauseln
Teilaufgabe (a) Kern mit k Variablen, mit 2k Klauseln
Gesucht: Belegung mit mindestenz k erfiullten Klauseln
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Gegeben: Formel ¢ in KNF, mit n Variablen und m Klauseln
Teilaufgabe (a) Kern mit k Variablen, mit 2k Klauseln
Gesucht: Belegung mit mindestenz k erfiullten Klauseln

® Falls m > 2k: JA-Instanz:
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Gegeben: Formel ¢ in KNF, mit n Variablen und m Klauseln
Teilaufgabe (a) Kern mit k Variablen, mit 2k Klauseln
Gesucht: Belegung mit mindestenz k erfiullten Klauseln

® Falls m > 2k: JA-Instanz:

m Beliebige Belegung B oder ihr Komplement erfullt mindestenz die
Halfte der Klauseln
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Gegeben: Formel ¢ in KNF, mit n Variablen und m Klauseln
Teilaufgabe (a) Kern mit k Variablen, mit 2k Klauseln
Gesucht: Belegung mit mindestenz k erfiullten Klauseln

® Falls m > 2k: JA-Instanz:

m Beliebige Belegung B oder ihr Komplement erfullt mindestenz die

Halfte der Klauseln
m P emm mm lwom B

Bl = | | | | 1|
®m Falls n > k: Satz von Hall
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Ubungsblatt 4

Gegeben: Formel ¢ in KNF, mit n Variablen und m Klauseln
Teilaufgabe (a) Kern mit k Variablen, mit 2k Klauseln
Gesucht: Belegung mit mindestenz k erfiullten Klauseln

® Falls m > 2k: JA-Instanz:

m Beliebige Belegung B oder ihr Komplement erfullt mindestenz die

Halfte der Klauseln
m P emm mm lwom B

[] = [ I [
®m Falls n > k: Satz von Hall
Klauseln
Variablen o
o)
o)
o)
o)
o)
o
o)
o)
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Ubungsblatt 4

Gegeben: Formel ¢ in KNF, mit n Variablen und m Klauseln
Teilaufgabe (a) Kern mit k Variablen, mit 2k Klauseln
Gesucht: Belegung mit mindestenz k erfiullten Klauseln

® Falls m > 2k: JA-Instanz:

m Beliebige Belegung B oder ihr Komplement erfullt mindestenz die

Halfte der Klauseln
m P emm mm lwom B

[] = [ I [
®m Falls n > k: Satz von Hall
Klauseln
Variablen

e {v,C} € E
o g.d.w.

o) velC
o)

o)
o

o)
o)
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Gegeben: Formel ¢ in KNF, mit n Variablen und m Klauseln
Teilaufgabe (a) Kern mit k Variablen, mit 2k Klauseln
Gesucht: Belegung mit mindestenz k erfiullten Klauseln

® Falls m > 2k: JA-Instanz:

m Beliebige Belegung B oder ihr Komplement erfullt mindestenz die

Halfte der Klauseln
m P emm mm lwom B

B = || | |1
® Falls n > k: Satz von Hall
. : : Klauseln
m Falls Matching mit allen Variablen: Variablen (v.C) e E
) c
JA-Instanz g.d.w.
veC

AN
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Ubungsblatt 4

Gegeben: Formel ¢ in KNF, mit n Variablen und m Klauseln
Teilaufgabe (a) Kern mit k Variablen, mit 2k Klauseln
Gesucht: Belegung mit mindestenz k erfiullten Klauseln

® Falls m > 2k: JA-Instanz:

m Beliebige Belegung B oder ihr Komplement erfullt mindestenz die

Halfte der Klauseln
m P emm mm lwom B

H = | | | |1
® Falls n > k: Satz von Hall
. . : Klauseln
m Falls Matching mit allen Variablen: Variablen (v.C) e E
) €
JA-Instanz g.d.w.
a Sonst: finde inkl. min. Menge von Vari- veC

ablen X mit |X| > |[N(X)|
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Gesucht: Belegung mit mindestenz k erfiullten Klauseln
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m Beliebige Belegung B oder ihr Komplement erfullt mindestenz die

Halfte der Klauseln
m P emm mm lwom B

H = | | | |1
® Falls n > k: Satz von Hall
. . : Klauseln
m Falls Matching mit allen Variablen: Variablen (v.C) e E
) €
JA-Instanz g.d.w.
a Sonst: finde inkl. min. Menge von Vari- veC

ablen X mit | X| > |N(X)|
m fur x € X hat X\ x perfektes Matching
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Ubungsblatt 4

Gegeben: Formel ¢ in KNF, mit n Variablen und m Klauseln
Teilaufgabe (a) Kern mit k Variablen, mit 2k Klauseln
Gesucht: Belegung mit mindestenz k erfiullten Klauseln

® Falls m > 2k: JA-Instanz:

m Beliebige Belegung B oder ihr Komplement erfullt mindestenz die

Halfte der Klauseln
m P emm mm lwom B

H = | | | |1
® Falls n > k: Satz von Hall
. . : Klauseln
m Falls Matching mit allen Variablen: Variablen W.Cl e E
) €

JA-Instanz g.d.w.

m Sonst: finde inkl. min. Menge von Vari- veC
ablen X mit | X| > |N(X)|

m fur x € X hat X\ x perfektes Matching (e

m reduziere Instanz um X und N(X)
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Ubungsblatt 4 A{]]

Gegeben: Formel ¢ in KNF, mit n Variablen und m Klauseln
Teilaufgabe (b) FPT Algo fur mindestenz 2 + k erflllte Klauseln
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Gegeben: Formel ¢ in KNF, mit n Variablen und m Klauseln
Teilaufgabe (b) FPT Algo fur mindestenz 2 + k erflllte Klauseln

® Reduktionsregel 1: Zwei unare Klauseln {v} und {-v}
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Gegeben: Formel ¢ in KNF, mit n Variablen und m Klauseln
Teilaufgabe (b) FPT Algo fur mindestenz 2 + k erflllte Klauseln

® Reduktionsregel 1: Zwei unare Klauseln {v} und {-v}
= entferne Klausen, suche Lésung der GroRe 2 +k—1 = ™2 +k
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U b u n g S b I a tt 4 Karlsruher Institut fur Technologie

Gegeben: Formel ¢ in KNF, mit n Variablen und m Klauseln
Teilaufgabe (b) FPT Algo fur mindestenz 2 + k erflllte Klauseln

® Reduktionsregel 1: Zwei unare Klauseln {v} und {-v}
= entferne Klausen, suche Lésung der GroRe 2 +k—1 = ™2 +k

® Setze u := #unare Klauseln, g := #grolSere Klauseln
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Ubungsblatt 4

Gegeben: Formel ¢ in KNF, mit n Variablen und m Klauseln
Teilaufgabe (b) FPT Algo fur mindestenz 2 + k erflllte Klauseln

® Reduktionsregel 1: Zwei unare Klauseln {v} und {-v}
= entferne Klausen, suche Lésung der GroRe 2 +k—1 = ™2 +k

® Setze u := #unare Klauseln, g := #grolSere Klauseln
= Nach Regel 1: u < 2 + k (oder JA-Instanz)
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Ubungsblatt 4

Gegeben: Formel ¢ in KNF, mit n Variablen und m Klauseln
Teilaufgabe (b) FPT Algo fur mindestenz 2 + k erflllte Klauseln

® Reduktionsregel 1: Zwei unare Klauseln {v} und {-v}
= entferne Klausen, suche Lésung der GroRe 2 +k—1 = ™2 +k

® Setze u := #unare Klauseln, g := #grolSere Klauseln
= Nach Regel 1: u < 2 + k (oder JA-Instanz)

® Probabilistische Methode: E[X] > k = Pr[X > k] >0
Betrachte Anzahl erfullter Klauseln X bei uniform zufalliger Belegung
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= entferne Klausen, suche Lésung der GroRe 2 +k—1 = ™2 +k

® Setze u := #unare Klauseln, g := #grolSere Klauseln
= Nach Regel 1: u < 2 + k (oder JA-Instanz)

® Probabilistische Methode: E[X] > k = Pr[X > k] >0
Betrachte Anzahl erfullter Klauseln X bei uniform zufalliger Belegung

E[X]
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Gegeben: Formel ¢ in KNF, mit n Variablen und m Klauseln
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® Reduktionsregel 1: Zwei unare Klauseln {v} und {-v}
= entferne Klausen, suche Lésung der GroRe 2 +k—1 = ™2 +k

® Setze u := #unare Klauseln, g := #grolSere Klauseln
= Nach Regel 1: u < 2 + k (oder JA-Instanz)

® Probabilistische Methode: E[X] > k = Pr[X > k] >0
Betrachte Anzahl erfullter Klauseln X bei uniform zufalliger Belegung

m
2 X
i=1

E[X]=E
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® Reduktionsregel 1: Zwei unare Klauseln {v} und {-v}
= entferne Klausen, suche Lésung der GroRe 2 +k—1 = ™2 +k

® Setze u := #unare Klauseln, g := #grolSere Klauseln
= Nach Regel 1: u < 2 + k (oder JA-Instanz)

® Probabilistische Methode: E[X] > k = Pr[X > k] >0
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m
2 X
i=1

E[X]=E

—f:E[X-]>E+§
IR R
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Gegeben: Formel ¢ in KNF, mit n Variablen und m Klauseln
Teilaufgabe (b) FPT Algo fur mindestenz 2 + k erflllte Klauseln

® Reduktionsregel 1: Zwei unare Klauseln {v} und {-v}
= entferne Klausen, suche Lésung der GroRe 2 +k—1 = ™2 +k

® Setze u := #unare Klauseln, g := #grolSere Klauseln
= Nach Regel 1: u < 2 + k (oder JA-Instanz)

® Probabilistische Methode: E[X] > k = Pr[X > k] >0
Betrachte Anzahl erfullter Klauseln X bei uniform zufalliger Belegung

m
=E|) X
i=1

_m_.9

m
u 3
=1
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Gegeben: Formel ¢ in KNF, mit n Variablen und m Klauseln
Teilaufgabe (b) FPT Algo fur mindestenz 2 + k erflllte Klauseln

® Reduktionsregel 1: Zwei unare Klauseln {v} und {-v}
= entferne Klausen, suche Lésung der GroRe 2 +k—1 = ™2 +k

® Setze u := #unare Klauseln, g := #grolSere Klauseln
= Nach Regel 1: u < 2 + k (oder JA-Instanz)

® Probabilistische Methode: E[X] > k = Pr[X > k] >0
Betrachte Anzahl erfullter Klauseln X bei uniform zufalliger Belegung

m
2 X
i=1

m
EIX]=E = ZE[X,-] > % + %g = g + % = 2+ 7 Klauseln erfullbar
i=1
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Gegeben: Formel ¢ in KNF, mit n Variablen und m Klauseln
Teilaufgabe (b) FPT Algo fur mindestenz 2 + k erflllte Klauseln

® Reduktionsregel 1: Zwei unare Klauseln {v} und {-v}
= entferne Klausen, suche Lésung der GroRe 2 +k—1 = ™2 +k

® Setze u := #unare Klauseln, g := #grolSere Klauseln
= Nach Regel 1: u < 2 + k (oder JA-Instanz)

® Probabilistische Methode: E[X] > k = Pr[X > k] >0
Betrachte Anzahl erfullter Klauseln X bei uniform zufalliger Belegung

m
EIXI=E|) X ZE[X] > 4g = rg + % = 2+ 9 Klauseln erfillbar
i=1
= falls £ > k: JA-Instanz; sonst: g < 4k
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Ubungsblatt 4 bt

Gegeben: Formel ¢ in KNF, mit n Variablen und m Klauseln
Teilaufgabe (b) FPT Algo fur mindestenz 2 + k erflllte Klauseln

® Reduktionsregel 1: Zwei unare Klauseln {v} und {-v}
= entferne Klausen, suche Lésung der GroRe 2 +k—1 = ™2 +k

® Setze u := #unare Klauseln, g := #grolSere Klauseln
= Nach Regel 1: u < 2 + k (oder JA-Instanz)

® Probabilistische Methode: E[X] > k = Pr[X > k] >0
Betrachte Anzahl erfullter Klauseln X bei uniform zufalliger Belegung

m
_ _m g
= F ;X,- ZE[X] > 4g 5+7=73 m 4+ ¢ Klauseln erflllbar
= falls £ > k: JA-Instanz; sonst: g < 4k

em=u+g<Z+k+4k=7+5k=m <10k

E[X]
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Gegeben: Formel ¢ in KNF, mit n Variablen und m Klauseln
Teilaufgabe (b) FPT Algo fur mindestenz 2 + k erflllte Klauseln

® Reduktionsregel 1: Zwei unare Klauseln {v} und {-v}
= entferne Klausen, suche Lésung der GroRe 2 +k—1 = ™2 +k

® Setze u := #unare Klauseln, g := #grolSere Klauseln
= Nach Regel 1: u < 2 + k (oder JA-Instanz)

® Probabilistische Methode: E[X] > k = Pr[X > k] >0
Betrachte Anzahl erfullter Klauseln X bei uniform zufalliger Belegung

m
_ _m g
= F ;X,- ZE[X] > 4g 5+7=73 m 4+ ¢ Klauseln erflllbar
= falls £ > k: JA-Instanz; sonst: g < 4k

em=u+g<Z+k+4k=7+5k=m <10k
m Frage nun: sind & + k < 6k Klauseln erfullbar?

E[X]
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Ubungsblatt 4 bt

Gegeben: Formel ¢ in KNF, mit n Variablen und m Klauseln
Teilaufgabe (b) FPT Algo fur mindestenz 2 + k erflllte Klauseln

® Reduktionsregel 1: Zwei unare Klauseln {v} und {-v}
= entferne Klausen, suche Lésung der GroRe 2 +k—1 = ™2 +k

® Setze u := #unare Klauseln, g := #grolSere Klauseln
= Nach Regel 1: u < 2 + k (oder JA-Instanz)

® Probabilistische Methode: E[X] > k = Pr[X > k] >0
Betrachte Anzahl erfullter Klauseln X bei uniform zufalliger Belegung

m

3 m g . )

= F Z;X,- ZE[X] > 4g - +7 = 5 +§ Klauseln erfullbar
|=

= falls £ > k: JA-Instanz; sonst: g < 4k

em=u+g<Z+k+4k=7+5k=m <10k
m Frage nun: sind 7 + k < 6k Klauseln erfullbar? = Teilaufgabe (a)

E[X]
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Baumzerlegung fur Graph G = (V,E)

Baum auf den Knoten x4, ..., x, mit Bags X;, ..., X, sodass
1. Xqu---uX, =V
2.{u,v} e E= u,v e X; fur mindestens ein Bag X;
3. die Bags jedes Knotens v € V bilden einen Teilbaum

Baumweite
m Weite einer Zerlegung: max{|X;|} — 1

® Baumweite eines Graphen: minimale Weite einer Baumzerlegung

7 Thomas Blasius - Parametrisierte Algorithmen Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



7

AT

| |
Baumweslite

Baumzerlegung fur Graph G = (V,E)

Baum auf den Knoten x4, ..., x, mit Bags X;, ..., X, sodass
1. Xqu---uX, =V
2.{u,v} e E= u,v e X; fur mindestens ein Bag X;
3. die Bags jedes Knotens v € V bilden einen Teilbaum

Baumweite
m Weite einer Zerlegung: max{|X;|} — 1

® Baumweite eines Graphen: minimale Weite einer Baumzerlegung

Aufgaben
m Zeige: jeder Baum mit mehr als einem Knoten hat Baumweite 1
m Zeige: fur beliebige k hat das k x k-Gitter Baumweite hochstens k
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Baumzerlegung fur Graph G = (V,E)

Baum auf den Knoten x4, ..., x, mit Bags X;, ..., X, sodass
1. Xqu---uX, =V
2.{u,v} e E= u,v e X; fur mindestens ein Bag X;
3. die Bags jedes Knotens v € V bilden einen Teilbaum

Baumweite
m Weite einer Zerlegung: max{|X;|} — 1

® Baumweite eines Graphen: minimale Weite einer Baumzerlegung

Aufgaben

m Zeige: jeder Baum mit mehr als einem Knoten hat Baumweite 1

® Zeige: fur beliebige k hat das k x k-Gitter Baumweite hochstens k

® Zeige: sei C eine Clique in G; in jeder Baumzerlegung von G gibt es
einen Bag X; mit C C X;
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Sei C eine Clique in G. Dann gibt es in jeder Baumzerlegung von G]

Jede Clique ist in einem Bag enthalten

einen Bag X; mit C C X;
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Sei C eine Clique in G. Dann gibt es in jeder Baumzerlegung von G]

Jede Clique ist in einem Bag enthalten

einen Bag X; mit C C X;

Beweis: Induktion uber |C]
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Jede Clique ist in einem Bag enthalten

Sei C eine Clique in G. Dann gibt es in jeder Baumzerlegung von G
einen Bag X; mit C C X;

Beweis: Induktion uber |C]
m |C| = 2: folgt aus Definition
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Jede Clique ist in einem Bag enthalten A\‘(IT

Sei C eine Clique in G. Dann gibt es in jeder Baumzerlegung von G
einen Bag X; mit C C X;

Beweis: Induktion uber |C]
m |C| = 2: folgt aus Definition
® angenommen wir finden Bag fur Cliquen kleiner als |C]
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Sei C eine Clique in G. Dann gibt es in jeder Baumzerlegung von G
einen Bag X; mit C C X;

Beweis: Induktion uber |C]

m |C| = 2: folgt aus Definition

® angenommen wir finden Bag fur Cliquen kleiner als |C]
mseiC'=C\{v}furveC
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Jede Clique ist in einem Bag enthalten A\‘(IT

Sei C eine Clique in G. Dann gibt es in jeder Baumzerlegung von G
einen Bag X; mit C C X;

Beweis: Induktion uber |C]

m |C| = 2: folgt aus Definition

® angenommen wir finden Bag fur Cliquen kleiner als |C]
mseiC'=C\{v}furveC

® betrachte Teilbaum von
Bags die C' enthalten,
Teilbaum 7, von Bags die v
enthalten
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Sei C eine Clique in G. Dann gibt es in jeder Baumzerlegung von G
einen Bag X; mit C C X;

Beweis: Induktion uber |C]

m |C| = 2: folgt aus Definition

® angenommen wir finden Bag fur Cliquen kleiner als |C]

mseiC'=C\{v}furveC

® betrachte Teilbaum von

Bags die C' enthalten, | Q\ \ /

Teilbaum 7, von Bags die v TN /Q/
\O I

enthalten
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Jede Clique ist in einem Bag enthalten A\‘(IT

Sei C eine Clique in G. Dann gibt es in jeder Baumzerlegung von G
einen Bag X; mit C C X;

Beweis: Induktion uber |C]
m |C| = 2: folgt aus Definition
® angenommen wir finden Bag fur Cliquen kleiner als |C]
mseiC'=C\{v}furveC
® betrachte Teilbaum von
Bags die C' enthalten, Q\ P - N4
Teilbaum 7, von Bags die v SN,
enthalten |

mfalls 7N 7T, # 0: fertig \@
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Jede Clique ist in einem Bag enthalten A\‘(IT

Sei C eine Clique in G. Dann gibt es in jeder Baumzerlegung von G
einen Bag X; mit C C X;

Beweis: Induktion uber |C]
m |C| = 2: folgt aus Definition
® angenommen wir finden Bag fur Cliquen kleiner als |C]
mseiC'=C\{v}furveC
® betrachte Teilbaum von
Bags die C’ enthalten, Q\ N
Teilbaum 7, von Bags die v TN
enthalten |
mfalls 7. N7, # §: fertig \@

® sonst: ein Knoten v’ € C' ist nicht im T am nachsten
liegenden Bag von T, enthalten
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Sei C eine Clique in G. Dann gibt es in jeder Baumzerlegung von G
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Sei C eine Clique in G. Dann gibt es in jeder Baumzerlegung von G
einen Bag X; mit C C X;

Beweis: Induktion uber |C]
m |C| = 2: folgt aus Definition
® angenommen wir finden Bag fur Cliquen kleiner als |C]
mseiC'=C\{v}furveC
® betrachte Teilbaum von
W

Bags die C’ enthalten, O\ N

Teilbaum 7, von Bags die v TN

enthalten |
mfalls 7. N7, # §: fertig \Q

® sonst: ein Knoten v’ € C' ist nicht im T am nachsten
liegenden Bag von T, enthalten

® Widerspruch: Kante v, v/ in keinem Bag enthalten!
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Thomas Blasius - Parametrisierte Algorithmen Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



9

AT

Schone Baumzerlegungen

Drei Typen von Knoten

® x; ist introduce-Knoten wenn
® x; hat genau ein Kind x; und
e X;j=X;u{v}fireinveV

Intuition: DP lauft bottom-up

Tintroduce v

m x; ist forget-Knoten wenn
= x; hat genau ein Kind x; und

aX;=X;\{v}fureinveV Tforgetv

%P

® x; ist join-Knoten wenn
® x; hat genau zwei Kinder Xx;, X,
.UndX,'=Xj=Xk

vereinige zwei
Teilgraphen

~N

Theorem
Wenn G eine Baumzerlegung mit Weite t hat, dann hat G auch eine

schone Baumzerlegung mit Weite t

Thomas Blasius - Parametrisierte Algorithmen Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



AT

Schone Baumzerlegungen: Beweis
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Wenn G eine Baumzerlegung mit Weite t hat, dann hat G auch eine
schone Baumzerlegung mit Weite t
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=]Anzahl Knoten: in O(t - n)
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