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Größe der resultierenden Bäume hängt nur von k ab
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⇒ insgesamt wenige Blätter ⇒ kleine Instanz
Welche Baumstrukturen widersprechen der Behauptung?
Können wir diese mittels Reduktionsregeln loswerden?

Vorschläge?

jeder Baum in einem Agreement Forest enthält nur wenige Blätter
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Reduktionsregel 1 ist sicher und in polynomi-
eller Zeit ausführbar.
Beweis
sei F ′ ein Agreement Forest der neuen Instanz
und sei τ ′1 der Baum mit dem neuen Blatt in F ′

Ersetzung dieses Blattes in τ ′1 durch T ′ liefert Agreement Forest der
gleichen Größe für T1 und T2

andere Richtung: ähnlich
Laufzeit: z.B. durch iterative Er-
setzung von „Kirschen“
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Ungünstige Baumstruktur 2

Behauptung
Jeder Baum in einem Agreement Forest enthält nur wenige Blätter.

Gegenbeispiel (trotz Anwendung der Reduktionsregel 1)
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Behauptung
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Reduktionsregel 2 ist sicher und in polynomieller Zeit ausführbar.
Beweis
Fallunterscheidung (nicht hier, aber nicht schwer)
polynomielle Laufzeit: z.B. durch iteratives Verkürzen von Pfaden der
Länge 4
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Jeder Baum in einem Agreement Forest enthält nur wenige Blätter.
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Lemma
In einer lösbaren Instanz liefern die Reduktionsregeln 1 und 2 eine äqui-
valente Instanz mit maximal ck Blättern (für eine kleine Konstante c).

Sicher, dass es keine anderen ungünstigen Strukturen geben kann?

jeder dieser Teilbäume sorgt für (mindestens) einen eigenen Baum im
Agreement Forest (wenn a, b, c, d , ... alle im gleichen Baum liegen)
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Grober Plan

Notation
betrachte einen der Bäume τ in einem Agreement Forest F
kontrahiere T1(L(τ )) in T1 zu einem einzelnen Knoten
bezeichne den Grad dieses Knotens mit deg1(τ ) (analog: deg2(τ ))

T1 T2Beispiel τ deg1(τ ) = 1

deg2(τ ) = 2
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Amortisierte Sichtweise (wie eben, nur etwas formaler)
τ zerlegt Ti in degi(τ ) viele Teilbäume (für i ∈ {1, 2})
also: großer Grad degi(τ ) ⇒ viele Bäume in F

Lemma (wenig Bäume ⇒ kleine Grade)
Wenn F aus k Bäumen besteht, dann gilt

∑
τ∈F

degi(τ ) ≤ 2k − 2.

Lemma (kleine Grade ⇒ wenig Blätter)
Die Reduktionsregeln 1 und 2 sorgen dafür, dass jeder Baum τ ∈ F
maximal c(deg1(τ ) + deg2(τ )) Blätter enthält (für kleine Konstante c).
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Summe der Grade

Lemma (wenig Bäume ⇒ kleine Grade)
Wenn F aus k Bäumen besteht, dann gilt

∑
τ∈F

degi(τ ) ≤ 2k − 2.

Beweis
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Summe der Grade

Lemma (wenig Bäume ⇒ kleine Grade)
Wenn F aus k Bäumen besteht, dann gilt

∑
τ∈F

degi(τ ) ≤ 2k − 2.

Beweis
kontrahiere jedes τ ∈ F zu einzelnem Knoten in Ti → neuer Baum T ′

i

jeder Knoten in T ′
i gehört zu einem der k Bäume/ist nicht kontrahiert

Ti (Bäume aus F bunt) T ′
i nicht kontrahiert
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Beweis
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i
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i gehört zu einem der k Bäume/ist nicht kontrahiert

Ti (Bäume aus F bunt) T ′
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nicht kontrahierte Knoten
haben Grad 3

m′ = Anzahl Kanten in T ′
i

n′ = Anzahl Knoten in T ′
i
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Wenige Blätter pro Baum

Lemma (kleine Grade ⇒ wenig Blätter)
Die Reduktionsregeln 1 und 2 sorgen dafür, dass jeder Baum τ ∈ F
maximal c(deg1(τ ) + deg2(τ )) Blätter enthält (für kleine Konstante c).
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Zusammenfassung

Problem: MAXIMUM AGREEMENT FOREST
Gegeben sind T1, T2 und ein Parameter k . Gibt es einen Agreement
Forest mit maximal k Bäumen?

Theorem
MAXIMUM AGREEMENT FOREST hat einen Kern mit O(k ) vielen Blättern, der
in polynomieller Zeit berechnet werden kann.
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in polynomieller Zeit berechnet werden kann.
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Gegenbeispiele verraten, was wegreduziert werden muss
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(z.B.: ich will, dass jeder Baum in F nur wenige Blätter enthält)

ggf. lohnt es, das Ziel später etwas aufzuweichen
(z.B.: amortisiert über alle Bäume in F statt für jeden einzelnen)
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