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d-Hitting Set
Gegeben {S4,...,5,} mit |S;| < d, finde ein Hitting Set H mit |H| < k und
HNnS; #  fur alle S;

Gib einen Algorithmus mit Laufzeit (d — 0,658)k . n°1) an

B IV: Ty piting(N, k) ist in (d — 0,658)K - n“*27 |5sbar
®mlA: d = 2 ist Vertex Cover aus der Vorlesung

Tc?j,sio_iﬂtitting(n,k): gegeben Losung X der Grolse

Disjoint ; , ) : _
0 Td+1—Hitting(n' k) k + 1, gibt es Lésung H der GréRe k mit HN X =
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» Entspricht einer Ty _hitting (N, k) Instanz
= Nach Induktions Voraussetzung in (d — 0, 658)k . n€+29 |3sbar
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HNnS; #  fur alle S;

d-Hitting Set
Gegeben {S4,...,5,} mit |S;| < d, finde ein Hitting Set H mit |H| < k und

Gib einen Algorithmus mit Laufzeit (d — 0,658)k . n°1) an

B IV: Ty _pitting(N, K) ist in (d — 0,658)K - n“*27 [6sbar
®mlA: d = 2 ist Vertex Cover aus der Vorlesung

Tc?j,sio_iﬂtittmg(n,k): gegeben Losung X der Grolse

Disjoint ; , ) : _
0 Td+1—Hitting(n’ k) k + 1, gibt es Lésung H der GréRe k mit HN X =

» Entspricht einer Ty _hitting (N, k) Instanz
= Nach Induktions Voraussetzung in (d — 0, 658)k . n€+29 |3sbar

Aus Vorlesung
isjoint in ok - N el | k. potl
0 Td+1—Hitting(nr k) Disjoint in ok - n¢ = Urspringlich in k(1 + x)< - n
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HNnS; #  fur alle S;

d-Hitting Set
Gegeben {S4,...,5,} mit |S;| < d, finde ein Hitting Set H mit |H| < k und

Gib einen Algorithmus mit Laufzeit (d — 0,658)k . n°1) an

B IV: Ty _pitting(N, K) ist in (d — 0,658)K - n“*27 [6sbar
®mlA: d = 2 ist Vertex Cover aus der Vorlesung

Tc?j,sio_iﬂtittmg(n,k): gegeben Losung X der Grolse

Disjoint ; , ) : _
0 Td+1—Hitting(n’ k) k + 1, gibt es Lésung H der GréRe k mit HN X =

» Entspricht einer Ty _hitting (N, k) Instanz
= Nach Induktions Voraussetzung in (d — 0, 658)k . n€+29 |3sbar

Aus Vorlesung
isjoint in ok - N el | k. potl
0 Td+1—Hitting(nr k) Disjoint in ok - n¢ = Urspringlich in k(1 + x)< - n

min k(1+d-0,658)<.nc+2d+1 < (1 + d - 0,658)k. nc*+2(d+1) |gsbar
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Implementiere Suchbaum fur Vertex Cover

Suchen erst nach einem VC der GroRe 1, dann 2, 3, ...

Reduktionsregeln

® Grad 1 Knoten
® Knoten mit Grad > k
® Dominanzregel

m Kern groRRer als k?

Verzweigungsregeln

® Knoten vom Grad 2 oder 3
® Knoten von grolerem Grad
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Reihenfolge der Regeln hat
grofSen Einfluss auf die Laufzeit

Regeln mit dem kleinsten
Verzweigungsvektor zu erst

Der Graph aber auch...

kernel size

Vertex Cover Kernel Size

graph
type

e

N W

2500 5000 7500 10000
number of nodes
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Implementiere Suchbaum fur Vertex Cover

Suchen erst nach einem VC der GroRe 1, dann 2, 3, ...

Reduktionsregeln

® Grad 1 Knoten
® Knoten mit Grad > k
® Dominanzregel

m Kern groRRer als k?

Verzweigungsregeln

® Knoten vom Grad 2 oder 3
® Knoten von grolerem Grad
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Reihenfolge der Regeln hat
grofSen Einfluss auf die Laufzeit

Regeln mit dem kleinsten
Verzweigungsvektor zu erst

Der Graph aber auch...

Vertex Cover Kernel Size

10000 A graph
Y 7500 type
w
T 5000 - e 1
E ) 3
L 2500+
0 Manche Graphen lassen sich

2500 5000 Ir!_ur mit Reduktionsregeln
number of '93€"N
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@ Gibt es einen Subgraphen mit k Kanten, indem jeder Knoten einen ungeraden Grad hat?

Odd Subgraph (Kernbildung) ]

\\

Edge Clique Cover (Kernbildung)
@ Gibt es k Cliquen, die den ganzen Graphen Uberdecken?

\
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.

Edge Clique Cover (Kernbildung)
@ Gibt es k Cliquen, die den ganzen Graphen Uberdecken?
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Anwendungen von Lenstra (ILPs)
@ Gibt es eine Teilmultimenge der GroRe genau b? (Parameter ist Anzahl an verschiedenen Zahlen)

@ Kénnen n Jobs auf m Maschienen zugewiesen werden, sodass alle Maschinen in maximal k Zeit
fertig sind?
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Closest String (Suchbaum)

@ Gibt es einen String, der zu allen anderen Distanz maximal k hat?
B Nicht verwechseln mit der Variante, die wir gleich kennenlernen
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Odd Subgraph (Kernbildung)

@ Gibt es einen Subgraphen mit k Kanten, indem jeder Knoten einen ungeraden Grad hat?
.

Edge Clique Cover (Kernbildung)
@ Gibt es k Cliquen, die den ganzen Graphen Uberdecken?

&

Anwendungen von Lenstra (ILPs)
@ Gibt es eine Teilmultimenge der GroRe genau b? (Parameter ist Anzahl an verschiedenen Zahlen)

@ Kénnen n Jobs auf m Maschienen zugewiesen werden, sodass alle Maschinen in maximal k Zeit
fertig sind?

&

Closest String (Suchbaum)

@ Gibt es einen String, der zu allen anderen Distanz maximal k hat?
B Nicht verwechseln mit der Variante, die wir gleich kennenlernen

Kontaktvermeidung (Kernbildung)
® Losche k Knoten aus dem Graphen, sodass er anschlieBend Maximalgrad d hat. (Parameter ist k+d)
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Theorem (ohne Beweis) )

FurA € Z™" und b € Z™ kann die Frage, ob es ein x ¢ N" mit Ax < b gibt
in O(n?>"|A, b|) entschieden werden, wobei |A, b| die Lange der Binar-
kodierung fur die Instanz bezeichnet.

6 Thomas Blasius - Parametrisierte Algorithmen Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



AT

Lenstras Theorem

~

Theorem (ohne Beweis)
FurA € Z™" und b € Z™ kann die Frage, ob es ein x ¢ N" mit Ax < b gibt

in O(n?>"|A, b|) entschieden werden, wobei |A, b| die Lange der Binar-
kodierung fur die Instanz bezeichnet.

&

Folgerungen
® |LP (als Entscheidungsproblem) mit Parameter n = Anzahl der
Variablen, auch Dimension genannt, ist in FPT

6 Thomas Blasius - Parametrisierte Algorithmen Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



AT

Lenstras Theorem

~

Theorem (ohne Beweis)

FurA € Z™" und b € Z™ kann die Frage, ob es ein x ¢ N" mit Ax < b gibt
in O(n?>"|A, b|) entschieden werden, wobei |A, b| die Lange der Binar-
kodierung fur die Instanz bezeichnet.

&

Folgerungen
® |LP (als Entscheidungsproblem) mit Parameter n = Anzahl der
Variablen, auch Dimension genannt, ist in FPT

® Anzahl der Ungleichungen geht nur polynomiell in Laufzeit ein
® GrofSe der Zahlen geht nur logarithmisch in Laufzeit ein

6 Thomas Blasius - Parametrisierte Algorithmen Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



AT

Lenstras Theorem

~

Theorem (ohne Beweis)

FurA € Z™" und b € Z™ kann die Frage, ob es ein x ¢ N" mit Ax < b gibt
in O(n%~"|A, b|) entschieden werden, wobei |A, b| die Lange der Binar-
kodierung fur die Instanz bezeichnet.

&

Folgerungen
® |LP (als Entscheidungsproblem) mit Parameter n = Anzahl der
Variablen, auch Dimension genannt, ist in FPT

® Anzahl der Ungleichungen geht nur polynomiell in Laufzeit ein
® GrofSe der Zahlen geht nur logarithmisch in Laufzeit ein

~N

Metatheorem
Ein parametrisiertes Problem mit Parameter k, dass sich als ILP mit f(k)

\vielen Variablen darstellen lasst, ist in FPT.
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Problem: CLOSEST STRING (k wird unser Parameter sein)
Gegeben k Strings s1,...,5¢ € X" und D € N. Gibt es einen String s € 17,

der von jedem s; Hamming Distanz maximal D hat?
S1 ABCFGDCGEBA

S2 BBDAGDBGBEC
S3 BAEFCACGBBF
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Problem: CLOSEST STRING

Gegeben k Strings s1,...,5¢ € X" und D € N. Gibt es einen String s € 17,
der von jedem s; Hamming Distanz maximal D hat?

~

(k wird unser Parameter sein)

Thomas Blasius - Parametrisierte Algorithmen

s1 ABE@FGDCGEBA
S, BBIDIAIGDBIGBIEC
Ss BIAEFI@ACGBBIE
S BBEFGDCGBBC
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Problem: CLOSEST STRING (k wird unser Parameter sein)
Gegeben k Strings s1,...,5¢ € X" und D € N. Gibt es einen String s € 17,

der von jedem s; Hamming Distanz maximal D hat?

Beobachtung S1 ABCFGDCGEBA
. o : S BBDAGDBIGBEC

0
nur (Un)gleichheit innerhalb jeder Spalte relevant s: BAEF C ACGEBE

® es gibt aquivalente Instanz mit £ = [k]
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Problem: CLOSEST STRING (k wird unser Parameter sein)
Gegeben k Strings s1,...,5¢ € X" und D € N. Gibt es einen String s € 17,
der von jedem s; Hamming Distanz maximal D hat?

Beobachtung S1 ABCFGDCGEBA

. o : S BBDAGDBIGBEC
0
nur (Un)gleichheit innerhalb jeder Spalte relevant s: BAEF C ACGEBE

® es gibt aquivalente Instanz mit £ = [k] '
S111111111111
S; 202212222
S3 22312211213
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~

Problem: CLOSEST STRING (k wird unser Parameter sein)
Gegeben k Strings s1,...,5¢ € X" und D € N. Gibt es einen String s € 17,
der von jedem s; Hamming Distanz maximal D hat?

Beobachtung S1 ABCFGDCGEBA
- . - S2 BBDAGDBGBEC
0

nur (.Un)"gle!chhelt |nnerhalbjgder Spalte relevant s BAEFCACGBEBF

® es gibt aquivalente Instanz mit £ = [K] ,
® Anzahl verschiedener Spalten nur von k abhangig s: 111 1 @111
21221121222
22312211213

(<kt) 52

7 Thomas Blasius - Parametrisierte Algorithmen Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



AT

Beispiel: CLOSEST STRING

~

Problem: CLOSEST STRING (k wird unser Parameter sein)
Gegeben k Strings s1,...,5¢ € X" und D € N. Gibt es einen String s € 17,
der von jedem s; Hamming Distanz maximal D hat?

Beobachtung S1 ABCFGDCGEBA
- . - S2 BBDAGDBGBEC
0

nur (.Un)"gle!chhelt |nnerhalbjgder Spalte relevant s BAEFCACGBEBF

® es gibt aquivalente Instanz mit £ = [k] ,
® Anzahl verschiedener Spalten nur von k abhangig s: 111 1 @111
] (<k') S2121221121222
Formulierung als ILP S3122312211213

® reduziere Losung auf: Wie oft wurde fur den
Spalten-Typ t der Wert v gewahlt?
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Problem: CLOSEST STRING (k wird unser Parameter sein)
Gegeben k Strings s1,...,5¢ € X" und D € N. Gibt es einen String s € 17,

der von jedem s; Hamming Distanz maximal D hat?

Beobachtung S1 ABCFGDCGEBA
: o : S2 BBDAGDBGBEC
0

nur (.Un)"gle!chhelt |nnerhalbjgder Spalte relevant 5: BAEFCACGBBF
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Formulierung als ILP S53 22312211213
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Spalten-Typ t der Wert v gewahlt?
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Problem: CLOSEST STRING

~

(k wird unser Parameter sein)

Gegeben k Strings s1,...,5¢ € X" und D € N. Gibt es einen String s € 17,
der von jedem s; Hamming Distanz maximal D hat?

Beobachtung

® nur (Un)gleichheit innerhalb jeder Spalte relevant

® es gibt aquivalente Instanz mit £ = [k]

® Anzahl verschiedener Spalten nur von k abhangig s:

Formulierung als ILP

® reduziere Losung auf: Wie oft wurde fur den s

Spalten-Typ t der Wert v gewahlt?
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S1 ABCFGDCGEBA
S2 BBDAGDBGBEC
S3 BAEFCACGBBF
v

11111111111
(<k')S2121221121222
5322312211213
21312121212
Oxl 2x2 0x3
2x1 1x2 0x3
Oxil 1x2 1x3

2 X 1x2 0x[3
1x1 0x2 0x3
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Problem: CLOSEST STRING

~

(k wird unser Parameter sein)

Gegeben k Strings s1,...,5¢ € X" und D € N. Gibt es einen String s € 17,
der von jedem s; Hamming Distanz maximal D hat?

Beobachtung

® nur (Un)gleichheit innerhalb jeder Spalte relevant

® es gibt aquivalente Instanz mit £ = [k]

® Anzahl verschiedener Spalten nur von k abhangig s:

Formulierung als ILP

® reduziere Losung auf: Wie oft wurde fur den s

Spalten-Typ t der Wert v gewahlt? — Variable x;,
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~

(k wird unser Parameter sein)

Gegeben k Strings s1,...,5¢ € X" und D € N. Gibt es einen String s € 17,
der von jedem s; Hamming Distanz maximal D hat?

Beobachtung

® nur (Un)gleichheit innerhalb jeder Spalte relevant

® es gibt aquivalente Instanz mit £ = [k]

® Anzahl verschiedener Spalten nur von k abhangig s:

Formulierung als ILP

® reduziere Losung auf: Wie oft wurde fur den s

Spalten-Typ t der Wert v gewahlt? — Variable x;,
® wahle ein Zeichen fur jede Spalte von Typ t:

Y Xty = Anzahl Spalten von Typ t

vex

Thomas Blasius - Parametrisierte Algorithmen

S1 ABCFGDCGEBA
S2 BBDAGDBGBEC
S3 BAEFCACGBBF
v

11111111111
(<k')S2121221121222
5322312211213
21312121212
Oxl 2x2 0x3
2x1 1x2 0x3
Oxil 1x2 1x3

2 X 1x2 0x[3
1x1 0x2 0x3

Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



7

Beispiel: CLOSEST STRING

AT

Karlsruher Institut far Technologie

Problem: CLOSEST STRING

~

(k wird unser Parameter sein)

Gegeben k Strings s1,...,5¢ € X" und D € N. Gibt es einen String s € 17,
der von jedem s; Hamming Distanz maximal D hat?

Beobachtung

® nur (Un)gleichheit innerhalb jeder Spalte relevant

® es gibt aquivalente Instanz mit £ = [k]

® Anzahl verschiedener Spalten nur von k abhangig s:

Formulierung als ILP

® reduziere Losung auf: Wie oft wurde fur den s

Spalten-Typ t der Wert v gewahlt? — Variable x;,
® wahle ein Zeichen fur jede Spalte von Typ t:

Y Xty = Anzahl Spalten von Typ t

vex

m Distanz <D fUrjedess; ) > xy,, <D

tcTypen vex
yP v#L[i]

Thomas Blasius - Parametrisierte Algorithmen

S1 ABCFGDCGEBA
S2 BBDAGDBGBEC
S3 BAEFCACGBBF
v

11111111111
(<k')S2121221121222
5322312211213
21312121212
Oxl 2x2 0x3
2x1 1x2 0x3
Oxil 1x2 1x3

2 X 1x2 0x[3
1x1 0x2 0x3
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Beispiel: CLOSEST STRING

AT

Karlsruher Institut far Technologie

Problem: CLOSEST STRING

(k wird unser Parameter sein)
Gegeben k Strings s1,...,5¢ € X" und D € N. Gibt es einen String s € 17,

der von jedem s; Hamming Distanz maximal D hat?

~

Beobachtung

® nur (Un)gleichheit innerhalb jeder Spalte relevant

® es gibt aquivalente Instanz mit £ = [k]

® Anzahl verschiedener Spalten nur von k abhangig s:

Formulierung als ILP

® reduziere Losung auf: Wie oft wurde fur den s

Spalten-Typ t der Wert v gewahlt? — Variable x;,
® wahle ein Zeichen fur jede Spalte von Typ t:

Y Xty = Anzahl Spalten von Typ t

vex

m Distanz <D fUrjedess; ) > xy,, <D

tcTypen vex
P v#L[i]

@ — |ILP mit ,nur” k! . k Variablen

Thomas Blasius - Parametrisierte Algorithmen

S1 ABCFGDCGEBA
S2 BBDAGDBGBEC
S3 BAEFCACGBBF
v

11111111111
(<k')S2121221121222
5322312211213
21312121212
Oxl 2x2 0x3
2x1 1x2 0x3
Oxil 1x2 1x3

2 X 1x2 0x[3
1x1 0x2 0x3
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Aufgaben A\‘(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Wie konnen die folgenden Probleme mit (I)LPs gelost werden?

® HITTING-SET (einfach)

® HAMILTONKREIS, sowie TSP

® MiNIMUM LINEAR ARRANGEMENT: Given a Graph G = (V, E) find an ordering

o:V —{1,...,n} of the vertices that minimizes > _,, ,, g |o(u) — a(v)].

Further reading: Integer programming in
parameterized complexity: Five miniatures

https://doi.org/10.1016/j.disopt.2020.100596
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