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Allgemeines
Beteiligte
O

Thomas Jean-Pierre lhr
Materialien & Infos
® Vorlesungsfolien, Ubungsblatter, Online-VL von Sommer 21
o Homepage: https://scale.iti.kit.edu/teaching/2024ws/param algo/
o D|Scord https://discord.gg/JrM8gaJvCK (falls inr schon dort seid: sendet !help an scale-bot)

Voraussetzungen
® gutes algorithmisches Verstandnis
® inhaltlich: keine
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(i gerade) Ubungsblatt . Ubungsblatt | + 1
\ (1] m \
Vorlesung Ubungsblatter
® Vorlesung mit Folien ® Abgabe in (Zweier-)Gruppen
 ® neuer Stoff m korrigiert von Sven
o
- ] A LL] )
Aktiv-Session Ubungen
" gemeinsames Erarbeiten ® mit Jean-Pierre, Marcus, Wendy
weiterfUhrender Aspekte =
L ® Ubung des Stoffs
®m Kuriositaten ) . 3
m gemeinsames Papier-Lesen m Unterstitzung bei Ubungsblattern
. m?7??
< o
Prufung
® mundlich

m Zulassung: Ubungsschein
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Ubungsschein

Ziel: } der Punkte auf jedem Ubungsblatt

Und wenn ich mal nicht auf die Losung komme?
® es gibt auch Punkte fur Erklarungen, was nicht funktioniert
® schreibt auf, was ihr versucht habt und warum das nicht geht
® aullerdem: viele Gelegenheiten fur Unterstutzung
a sprecht mit euren Kommiliton:innen

a fragt in der Ubung
= fragt via Discord

Und wenn ich ein Blatt mal nicht abgeben kann?
® uns ist klar, dass im Leben auch noch andere Dinge passieren
® sprecht uns an, wir finden eine Losung

Unser Ziel
® ihr beschaftigt euch aktiv mit dem Stoff und schreibt Losungen auf

m Ubungsschein ist dann keine groRe Hirde
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Parametrisierte Sichtweise

~

Problem: k-VERTEX COVER Q
Gibt es im Graphen G = (V, E) ein Vertex Cover der GrolRe k?m

(Knotenmenge V' C V miten V' #( far alle e € E)

.

Konnen wir das effizient losen?
® K-VERTEX CoOVER ist NP-vollstandig

Und was, wenn die betrachteten Graphen gutartig sind?
® Was, wenn G kleinen Maximalgrad hat?

® Was, wenn das minimale Vertex Cover in G klein ist?

® Was, wenn G kleine chromatische Zahl hat?

®m Oder kleine Cliguenzahl? Kleine Baumweite? Kleine ...?

Ziel
® Laufzeitanalyse nicht nur bzgl. der EingabegrolSe
®m sondern aullerdem bzgl. eines (oder mehrerer) Parameter
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Grundlegende Definitionen

Definition )
Ein parametrisiertes Problem ist eine Sprache L C Y* x N. Fur eine
Instanz (x, k) € ** x N ist k der Parameter.

Beachte: ein Algorithmus |0st das parametrisierte Problem L, wenn es
fur jede Instanz (x, k) korrekt entscheidet ob (x,k) € L

Definition )
Ein parametrisiertes Problem L ist fixed parameter tractable (FPT),
wenn es einen Algorithmus gibt, der L in O(f(k)n) lost. Dabei ist f eine

berechenbare Funktion, n die Eingabegroflse und ¢ eine Konstante.

LWeIche der Laufzeiten gehoren zu einem FPT—AIgorithmus?]

A=2Kn*+k?)  B=ko9n C =2K+2logn  p_k2n  E=n'"kK

F = nlogk G=klnlogn H = pkp? [ = ns J = 2klogn

EPT o ® k konstant = polynomielle Laufzeit
® k konstant = asymptotische Laufzeit unabhangig von k
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Beispiel: parametrisiertes Vertex Cover

Definition )
Ein parametrisiertes Problem ist eine Sprache L C Y* x N. Fur eine
Instanz (x, k) € ** x N ist k der Parameter.

Definition )
Ein parametrisiertes Problem L ist fixed parameter tractable (FPT),
wenn es einen Algorithmus gibt, der L in O(f(k)n) lost. Dabei ist f eine

berechenbare Funktion, n die Eingabegrolse und ¢ eine Konstante.

\

Problem: VERTEX COVER Q
Gegeben sind ein Graph G = (V, E) und ein Parameter k.
Gibt es ein Vertex Cover der GrolRe k?

(Knotenmenge V' C V miten V' #0 far alle e € E) =

.

Komplexitat
® VERTEX CoVER ist NP-vollstandig

® Aufzahlung aller (}) Teilmengen der GréRe k (Brute-Force): O(n“m)
® gilt VErTEX COVER € FPT? /

polynomiell far konstantes k!
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Beschrankter Suchbaum

Problem: VERTEX COVER
Gegeben sind ein Graph G = (V, E) und ein Parameter k.

Gibt es ein Vertex Cover der GrofSe k?

(Knotenmenge V' C V miten V' #( fur alle e € E) O
noch zu uberdeckender Teilgraph gewahlte Knoten & uberdeckte Kanten
Jede Kante muss noch Uberdeckt Gibt es ein Vertex Cover mit
werden — wahle eine beliebige maximal kK = 3 Knoten?

— T
f? K fur Kante {u, v} muss u oder v enthalten sein i&i
— binare Entscheidung W

£ oS

(
5 L, 0o Losungen der o ﬁf
O_diﬁ?' VFO O/i@:;\LGroEek=30 ino Nf
v ooiﬁooc’@? ooo@fo v
S S S
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Beschrankterer Suchbaum

Geht es schneller?
m Ziel: reduziere die GroRe des Suchbaums (bisher:; 2% Blatter)

® Verzweigungsregel bisher: fur Kante {u, v} wahle entweder u oder v
® neue Verzweigungsregel: fur Knoten v wahle entweder v oder N(v)

biShe:r— ﬁ - jetztvf_ @ -~

57 NI N fAT] LR

Wie viele Blatter hat der resultierende Baum abhangig von k?
@ wahle fur v immer einen Knoten mit Grad > 2

T(k—1)+T(k-2), furk>2

1, sonst

m obere Schranke fur #Blatter: T(k) = {

m wir erhalten: T(k) <1,6181%
® Wie kommt man auf 1,6181? Geht es besser? —— nachste Vorlesung
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Grundlegende Techniken

Beschrankter Suchbaum (Bounded Search Tree)
® fur eine Instanz (A, k) bilde, in Zeit n°, (A4, ky), ..., (Aqg, Kg), SOdass:
(A, k) ist losbar < (A;, k;) ist losbar fur ein i € [1, d]

® beschranke d durch eine Funktion f; (k) (A, k)
® beschranke Verzweigungstiefe durch (k) K §y
(Beispiel: Parameter wird in jedem Schritt kleiner) (A, ki) | - | (Ad, Ka)

® = FPT-Algo mit Laufzeit O(f; (k)2 n°) d \ i ' h
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Kernbildung am Beispiel Vertex Cover
Reduktionsregel 1 Problem: VERTEX CovER

. ) ) ] G.egeben'sind ein Graph G = (V,__E) und ein Parameter k. B
® [0sche einen isolierten Knoten  [Gibtesein vertex Coverder Grofe k2 .. &)

Reduktionsregel 2
® fluge einen Knoten v mit deg(v) > kK zum VC hinzu
® neue Instanz: losche v, verringere kK um 1

Lemma
Reduktionsregel 1 ist sicher. (neue Instanz I6sbar < alte Instanz lsbar)

Beweis: offensichtlich
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Kernbildung am Beispiel Vertex Cover
Reduktionsregel 1 Problem: VERTEX CovER

. ) ) ] G.egeben'sind ein Graph G = (V,__E) und ein Parameter k. B
® [0sche einen isolierten Knoten  [Gibtesein vertex Coverder Grofe k2 .. &)

Reduktionsregel 2
® fluge einen Knoten v mit deg(v) > kK zum VC hinzu
® neue Instanz: losche v, verringere kK um 1

Lemma
Reduktionsregel 2 ist sicher. (neue Instanz I6sbar < alte Instanz lsbar)

Beweis
®m entweder v oder jeder Nachbar von v muss im VC enthalten sein

® wahlt man v nicht, so wird das VC sicher zu grols (deg(v) > k)
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Kernbildung am Beispiel Vertex Cover
Reduktionsregel 1 Problem: VERTEX CovER

. ) ) ] G.egeben'sind ein Graph G = (V,__E) und ein Parameter k. B
® [6sche einen isolierten Knoten | Gibtesein vertex Cover der Grofe s 4

Reduktionsregel 2
® fluge einen Knoten v mit deg(v) > kK zum VC hinzu
® neue Instanz: losche v, verringere kK um 1

Wende Regel 2 so oft an, wie moglich

Losungswort:
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Kernbildung am Beispiel Vertex Cover
Reduktionsregel 1 Problem: VERTEX CovER

. ) ) ] G.egeben'sind ein Graph G = (V,__E) und ein Parameter k. B
® [0sche einen isolierten Knoten  [Gibtesein vertex Coverder Grofe k2 .. &)

Reduktionsregel 2

® fluge einen Knoten v mit deg(v) > kK zum VC hinzu

® neue Instanz: losche v, verringere kK um 1
Reduktionsregel 3

m falls Regel 1 und Regel 2 nicht anwendbar sind und m > k?

® neue Instanz: (H,0), mit H= -0 (konstant groRRe NEIN-Instanz)
Lemma
Reduktionsregel 3 ist sicher. (neue Instanz Iésbar < alte Instanz l6sbar)
Beweis

® Regel 2 nicht anwendbar = deg(v) < kfuralleve V
® jeder Knoten deckt maximal k Kanten ab

® k Knoten decken maximal k? Kanten ab
® Instanz nicht |I6sbar, da m > k2
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Reduktionsregel 1 Problem: VERTEX CoVER |
Gegeben sind ein Graph G = (V, E) und ein Parameter k.
®|0sche einen isolierten Knoten | Srtes g oo Co e o en v vi fraie o< £ B}
Reduktionsregel 2

® fluge einen Knoten v mit deg(v) > kK zum VC hinzu

® neue Instanz: losche v, verringere kK um 1

Reduktionsregel 3

m falls Regel 1 und Regel 2 nicht anwendbar sind und m > k?

® neue Instanz: (H,0), mit H= -0 (konstant groRRe NEIN-Instanz)

Kernbildung am Beispiel Vertex Cover

Kernbildung
® wende Reduktionsregel so lange an, wie moglich

m (ibrig bleibt der Problemkern der Grof8e O(k?) — Brute-Force

~

Theorem
VERTEX CoVER hat einen Kern mit O(k?) Knoten und O(k?) Kanten. Er kann

In O(m) Zeit berechnet werden.
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Kernbildung - Formale Definition

~

Definition

Eine Kernbildung fur ein parametrisiertes Problem L ist ein Algorith-
mus, der jede Eingabe (x,k) in polynomieller Zeit (gemessen in |x]) in
eine Eingabe (x',k’) (den Kern) Uberfuhrt, sodass:

® (x,k) € L genau dann wenn (x’,k’) € L, und

® |x'| + K < g(k) fur eine von x unabhangige Funktion g.

~

Theorem
Ein entscheidbares parametrisiertes Problem L ist in FPT genau dann

wenn es eine Kernbildung fur L gibt.

Beweis (der anderen Richtung)

msei A ein Algorithmus, der (x,k) € L in [f(k)[X]|¢ entscheidet
m lasse A auf (x,k) fur |x|¢*" Schritten laufen

® falls A fertig wird: Problem gelost — trivialer Kern

m sonst: (x| < f(k)x|¢ = |x| < f(k)
® (x, k) selbst ist schon ein geeigneter Kern — gib (x, k) zuruck

13 Thomas Blasius - Parametrisierte Algorithmen Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen
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Grundlegende Techniken

Beschrankter Suchbaum (Bounded Search Tree)
® fUr eine Instanz (A, k) bilde, in Zeit n°, (A4, k1), ..., (Aq, Kg), SOdasSs:

(A, k) ist losbar < (A}, k;) ist I0sbar far ein i € [1, d]
® beschranke d durch eine Funktion f;(k) (A, k)

® beschranke Verzweigungstiefe durch £ (k) K v A
(A, k1) | = | (Ags Ka)

¥ 3y X ¥ 3 1

(Beispiel: Parameter wird in jedem Schritt kleiner)
m = FPT-Algo mit Laufzeit O(f; (k)= n°)

Kernbildung (Kernelization)
® wende sukzessive sichere Reduktionsregeln an
® zeige: ubrig bleibt ein Kern, dessen GrofSe nur von k abhangt
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VERTEX CoVvER COMPRESSION

Problem: VERTEX COVER COMPRESSION
Gegeben sind ein Graph G, ein Parameter k und ein VC Z der GrofSe
k+1in G. Gibt es ein VC der GroRe k in G?

Idee
®rate eine Teilmenge X C Z; ¥ =Z\ X
mgibtesVC Z' mit |Z|<kund Z'nZ=X7?

Fall 1: G[Y] enthalt Kante = Z’ existiert nicht
Fall 2: sonst qilt:

® 7' muss alle Nachbarn N(Y) von ¥ enthalten
B X UN(Y) ist ein VC

m es gibt das gewlinschte VC Z' & [X|UIN(Y)| < k

Algorithmus
® wende obige Prozedur auf jede Teilmenge X C Z an

m es gibt 2%+1 solche Teilmengen
m Laufzeit O(m) fir jedes X = insgesamt O(2Xm)

15 Thomas Blasius - Parametrisierte Algorithmen Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen
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Iterative Kompression

Problem: VERTEX CoOVER COMPRESSION
Gegeben sind ein Graph G, ein Parameter k und ein VC Z der GrofSe
k+1in G. Gibt es ein VC der GroRe k in G?

Gerade gesehen: O(2fm)-Algorithmus fiir VERTEx CovER COMPRESSION

Algorithmus fur VERTEX COVER

® teriere uber die Subgraphen G; bestehend aus den Knoten vy, ..., V;

® |nitialisierung: in G, bilden alle Knoten ein VC der GrolSe k

® Annahme fur i > k: fur G;_1 kennen wir ein VC X;_; der Grolse k

= X,y U{v} istein VC der Grose k +1 in G; ~ Vi

® verwende Algo fur VERTEX COVER COMPRESSION: A=
a Fall 1: G; hat ein VC der GrolRe k = weiter mit G, 1

a Fall 2: G; hat kein VC der Grolse k = G hat kein VC
der GrofSe k = Abbruch

= Algo flr VERTEX CovER mit Laufzeit O(2Xnm)
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Grundlegende Techniken

Beschrankter Suchbaum (Bounded Search Tree)
m fUr eine Instanz (A, k) bilde, in Zeit n°, (A4, k1), ..., (Aqg, Kg), SOdass:
(A, k) ist losbar < (A;, k;) ist losbar fur ein i € [1, d]

® beschranke d durch eine Funktion f;(k) (A, k)

® beschranke Verzweigungstiefe durch (k) Ky A
(Beispiel: Parameter wird in jedem Schritt kleiner) (A1, k1) | = | (Ag, Ka)

® — FPT-Algo mit Laufzeit O(f; (k)2 n°) o BN B

Kernbildung (Kernelization)

® wende sukzessive sichere Reduktionsregeln an
® zeige: ubrig bleibt ein Kern, dessen GrofSe nur von k abhangt

Iterative Kompression (Iterative Compression)

® Kompressionsalgo: l0ost das Problem unter der Annahme eine etwas zu
grofSe Losung zu kennen

® vergrolSere Instanz schrittweise und halte initiale Losung durch wieder-
holte Kompression klein
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Zusammenfassung

VERTEX COVER € FPT

(wenn man die LosungsgrolSe als Parameter verwendet!)
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Bonus: Wie verhalt sich FPT zu NP? A\‘(IT

Formal korrekte Antwort: gar nicht
BNPNFPT =0 (NP enthalt Probleme, FPT enthalt parametrisierte Probleme)

® sei L entscheidbar; es gibt Parametrisierungen L’ und L” sodass:
ml' e FPT (Laufzeit des Algos als Parameter)

ml” ¢ FPT, auBer wenn L P (konstanter Parameter)

Typische Situation: Was wollen wir mit FPT erreichen?

® |0se Probleme in NPC halbwegs effizient
® wir betrachten hauptsachlich Probleme in NP p EpT
® gute Vorstellung: FPT schlagt eine Brucke zwi-
schen P und NPC NP]
(auch wenn man das formal so nicht sagen kann) NP

Zusatzhinweis: para-NP
®m para-NP ist das Gegenstuck zu NP fur parametrisierte Probleme
® FPT verhalt sich zu para-NP wie P zu NP
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Anmerkungen

mviele der behandelten Themen findet
Ihr so oder so ahnlich in diesem Buch

® aus dem Uninetz kostenlos abrufbar

link.springer.com/book/10.1007/978-3-319-21275-3
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