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Abgabe im ILIAS bis 26.07.2024, 18:00 Uhr

Die Abgabe erfolgt alleine oder zu zweit als eine PDF-Datei über das Übungsmodul in
der Gruppe eures Tutoriums im ILIAS. Beschriftet die Abgabe deutlich mit Matrikel-
nummer und Name.

• Achtet bei handschriftlichen Abgaben auf Lesbarkeit.
• Achtet darauf, ob Algorithmen in Worten oder Pseudocode beschrieben werden

sollen.
• Es werden immer asymptotisch möglichst effiziente Algorithmen erwartet, wenn

nicht anders angegeben.
• Wenn Korrektheits- oder Laufzeitanalysen gefordert sind, behandelt diese separat

von der Algorithmenbeschreibung.

Gesamtpunkte: 20 (+ 6Bonus)

Aufgabe 1 - Biber im Sägewerk Bad Segeberg (10 Punkte)

Neben ihrer Arbeit für Dr. Meta wollen sich die Biber noch etwas Taschengeld dazu
verdienen. Dafür haben sie sich einen Baumstamm der Länge n Meter geklaut. Der
Händler, dem sie den Stamm verkaufen wollen bietet ihnen nun verschiedene Tarife an.
Für jedes i ∈ {1, . . . , n} nennt er den Bibern eine Summe, die er für einen Baumstamm
der Länge i zahlen würde. Die Biber überlegen nun, wie sie den Baumstamm zernagen
müssen, um möglichst viel Geld zu erhalten. Durch jahrelange Übung können die Biber
einen Baumstamm so zernagen, dass kein Material verloren geht.
Etwas formaler formuliert stellt sich für die Biber die folgende Problemstellung. Gege-

ben sind eine Zahl n ∈ N+ und ein Array offer : [N0;n+ 1]. Gesucht ist eine Aufteilung

von n in Zahlen l1, . . . , lk mit li ≥ 1,∀i ∈ {1, . . . , k} mit Summe
k∑

i=1

li = n, so dass und

k∑
i=1

offer[li] maximal ist. Beachte hierbei, dass das Angebot für einen Baumstamm der

Länge i in offer[i] gespeichert ist und offer[0] = 0. Wir wollen das Problem mittels eines
Dynamischen Programms lösen.
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a) Gib für n = 7 und offer = [0, 1, 3, 2, 4, 6, 7, 4] die optimale Aufteilung der Zahl n
an. Gib außerdem den erzielten Gewinn an. (1.5Punkte)

b) Gib an, in welche Teilprobleme du das Gesamtproblem aufteilen kannst und welche
Werte du dann für eine Teillösung speichern musst. (1.5 Punkte)

c) Welche Teillösungen stellen den Basisfall deines DPs dar? Welche Werte werden
diesen zugewiesen? (1Punkt)

d) Gib eine Rekurrenz an, die aus den Werten der bisherigen Teillösungen den Wert
der nächsten Teillösung berechnet. (2Punkte)

e) Beschreibe, wie du mithilfe der Rekurrenz den maximal möglichen Gewinn be-
rechnen kannst. Begründe außerdem die Laufzeit, die das DP benötigt, um den
maximalen Gewinn zu bestimmen. (2Punkte)

f) Welche Information musst du zusätzlich für jede Teillösung speichern, damit du
auch die optimale Aufteilung rekonstruieren kannst? Erkläre, wie du in O(n) die
optimale Aufteilung bestimmen kannst, falls die Werte des DPs und die zuätzlichen
Informationen bereits berechnet wurden. (2Punkte)

Aufgabe 2 - All in! (10 Punkte)

Nachdem Dr. Meta nun wiederholt kurz vor Schluss (mit deiner Hilfe) aufgehalten wurde,
schlägt er nun vor, die Sache in einem direkten Duell zu klären. Wenn er gewinnt, darf er
ungestört mit seinen bösen Plänen fortfahren. Gewinnst du, muss Dr. Meta sich während
der Klausurenphase ruhig verhalten. Dafür schlägt Dr. Meta das folgende Spiel vor:

• Auf dem Tisch vor euch stehen n KIT-Rucksäcke in einer Reihe. Jeder Ruck-
sack ist mit einer großgeschriebenen Nummer versehen, die den Wert des Inhalts
repräsentiert. Wir stellen diese Werte durch eine Folge von natürlichen Zahlen
⟨r0, . . . , rn−1⟩ dar, wobei ri den Wert des i-ten Rucksacks angibt.

• Dr. Meta und du seid abwechselnd an der Reihe. Dr. Meta lässt dich beginnen.

• Der Spieler, der an der Reihe ist, wählt einen Rucksack von einem der beiden
Enden (links oder rechts) der Reihe aus.

• Die Zahl auf dem gewählten Rucksack wird zur Punktzahl des Spielers addiert.
Der gewählte Rucksack wird dann aus der Reihe entfernt, sodass die Reihe für den
nächsten Spielzug kürzer wird.

• Das Spiel endet, wenn alle Rucksäcke gewählt wurden.

• Der Gewinner des Spiels ist der Spieler mit der höheren Gesamtpunktzahl am
Ende. Bei gleicher Punktzahl gewinnst du.
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Du befürchtest, dass Dr. Meta viel Erfahrung besitzt und daher in jedem Zug op-
timal wählt. Verhindere, dass Dr. Meta die Klausurenphase manipuliert und entwirf
daher ein DP, das dir die optimalen Spielzüge berechnet!

a) Gegeben sei die Zahlenfolge ⟨3, 5, 1, 2⟩. Gib an, welche Zahlen von welchem Spieler
in welchem Zug gewählt werden, wenn beide Spieler optimal wählen. Bestimme
außerdem den Sieger dieses Spiels. (1 Punkt)

b) Gib für die Fälle n = 1 und n = 2 an mit welchen Zügen du das Spiel immer
gewinnst. (1Punkt)

c) Kannst du für n = 3 immer Züge so wählen, dass du das Spiel garantiert gewinnst?
Gib, wenn möglich, an wie die Züge gewählt werden können und begründe ihre
Optimalität. Anderenfalls gib ein Beispiel an, in dem Dr. Meta unabhängig von
deiner Auswahl immer gewinnt. (1Punkt)

Du möchtest nun ein dynamisches Programm entwickeln, mit dem du die optimalen
Spielzüge identifizieren kannst. Hierfür betrachtest du die verschiedenen Teilfolgen der
ursprünglichen Zahlenfolge als Teillösung. Jeder Teilfolge soll die maximale Punktzahl
zugewiesen werden, welche du erreichen kannst, wenn die betrachtete Teilfolge übrig ist
und du gerade am Zug bist. Diese Punktzahl soll in einem zweidimensionalen Array X
gespeichert werden: X[i, j] enthält die maximale erreichbare Punktzahl für die Person
die am Zug ist, wenn die Folge ⟨ri, . . . , rj⟩ übrig ist. Wir bezeichnen ⟨ri, . . . , rj⟩ auch als
Teilfolge mit Startindex i und Endindex j. Außerdem bezeichnen wir die Summe aller
Zahlen der Teilfolge mit G[i, j].

d) Stelle die Rekurrenz auf, mit deren Hilfe das Array X korrekt ausgefüllt werden
kann. (3Punkte)

Hinweis: Achte darauf, auch die Basisfälle der Rekurrenz anzugeben, falls nötig.

e) Gib einen Algorithmus in Pseudocode an, der als Eingabe die Elemente r1, . . . , rn
erhält und in O(n2) Zeit ausgibt, wie viele Punkte du erreichst, wenn du r1, bezie-
hungsweise rn wählst. Begründe außerdem wieso der Algorithmus die geforderte
Laufzeitschranke einhält. (4 Punkte)

Verwende folgende Signatur: erreichbarePunkte(⟨r0, . . . , rn−1⟩) : N0,N0

Aufgabe 3 - Zum Knobeln (0 Punkte+ 6 Bonus)

Wir wollen nun nochmal einen Rückblick auf das in diesem Semester Gelernte wagen:

a) O-Kalkül: Welche der Funktionen
√

n · log(n) und n · log(
√
n) wächst asympto-

tisch schneller? Begründe deine Antwort. (0.5 Punkte)

b) Amortisierte Analyse: Wir rufen auf einer leeren Datenstruktur in beliebiger
Reihenfolge m mal die Operation doThis und n mal die Operation doThat auf. Die
Gesamtlaufzeit der Operationsfolge für beliebige n undm ist O(n·

√
n+m·log(m)).

Welche amortisierte Laufzeiten haben die Operationen jeweils? (0.5Punkte)
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c) Sortieren: Erkläre, welche Voraussetzung erfüllt sein muss, damit du n Zahlen
mit BucketSort in O(n) sortieren kannst. (0.5 Punkte)

d) Hashing: Welche Bedingungen muss eine Universelle Familie von Hashfunktionen
erfüllen? (0.5Punkte)

e) Graph Algorithmen: welcher Algorithmus ist am besten geeignet um für einen
gegebenen Graphen G und einen Knoten s ∈ V (G) alle kürzesten Wege von s zu
anderen Knoten zu bestimmen? (0.5Punkte)

f) Algorithmus von Dijkstra: Gib einen Beispielgraphen ohne negative Kreise mit
beliebigen Kantengewichten an, auf dem Dijkstras Algorithmus die kürzesten Wege
nicht findet. (0.5 Punkte)

g) Heaps: Nenne die Heap-Eigenschaft in Min-Heaps. (0.5 Punkte)

h) Sortierte Folgen: Wie stellen wir sicher, dass (2, 3)-Bäume stets logarithmische
Tiefe haben? (0.5Punkte)

i) DFS: In welcher Reihenfolge musst du dich laut Vorlesung morgens anziehen?
(0.5Punkte)

j) DFS: Wie nennt man einen zusammenhängenden Graphen bei dem in einer DFS
Traversierung für jeden Knoten v ∈ V gilt low(v) = dfs(v)? (0.5Punkte)

k) MST: Was besagt die Schnitteigenschaft? (0.5Punkte)

l) DP: Welche drei Schritte musst du beim Lösen eines Problems mittels DP beach-
ten? (0.5Punkte)
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Auf Wunsch der Fachschaft möchten wir auf folgende Veranstaltung hinweisen:
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