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Solo Chess

Normales Schach: zwei Spieler versuchen die
jeweils gegnerischen Figuren rauszuschlagen
(Generalized) Solo Chess: ein Spieler versucht
alle seine eigenen Figuren rauszuschlagen
In jedem Zug muss eine Figur geschlagen werden
Jede Figur Pi hat eine beschränkte Anzahl mi
erlaubter Schlagzüge
Problemparameter d: [i : mi ≤ d
Bemerkung: für d = 1 sind lösbare Instanzen
gerade solche, die einen „Stern“ mit [Blätter vi :
mi = 1 enthalten
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Der Turm im Schach

Der Turm zieht wie folgt:
horizontal und vertikal beliebig weit
kann nicht über Figuren springen
kann also die jeweils nächste Figur in
jeder der 4 Richtungen schlagen
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Solo Chess Beispiel

Eine Beispiel-Instanz. Wir markieren Türme schwarz, wenn sie keine Schlagzüge übrig haben

Ist diese Instanz lösbar?
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Solo Chess Beispiel

Ja, diese Instanz ist lösbar!
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Solo Chess Beispiel

Ja, diese Instanz ist lösbar!
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Solo Chess Beispiel

Ja, diese Instanz ist lösbar!
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Solo Chess Beispiel

Ja, diese Instanz ist lösbar!

Lemma:
1D-Konfiguration mit n Türmen ist lösbar ⇐⇒

n∑
i=1

mi ≥ n − 1

Problemdefinition Der Spezialfall Turm Solo Chess Weitere Szenarien Ende

20 30. November 2023 Kolja Kühn – Solo Chess KIT Institut für Theoretische Informatik



Solo Chess Beispiel

Ja, diese Instanz ist lösbar!

Lemma:
1D-Konfiguration mit n Türmen ist lösbar ⇐⇒

n∑
i=1

mi ≥ n − 1

Problemdefinition Der Spezialfall Turm Solo Chess Weitere Szenarien Ende

21 30. November 2023 Kolja Kühn – Solo Chess KIT Institut für Theoretische Informatik



Solo Chess Beispiel

Ja, diese Instanz ist lösbar!

Lemma:
1D-Konfiguration mit n Türmen ist lösbar ⇐⇒

n∑
i=1

mi ≥ n − 1

Problemdefinition Der Spezialfall Turm Solo Chess Weitere Szenarien Ende

22 30. November 2023 Kolja Kühn – Solo Chess KIT Institut für Theoretische Informatik



Solo Chess Beispiel

Ja, diese Instanz ist lösbar!

Lemma:
1D-Konfiguration mit n Türmen ist lösbar ⇐⇒

n∑
i=1

mi ≥ n − 1

Problemdefinition Der Spezialfall Turm Solo Chess Weitere Szenarien Ende

23 30. November 2023 Kolja Kühn – Solo Chess KIT Institut für Theoretische Informatik



Solo Chess Beispiel

Ja, diese Instanz ist lösbar!

Lemma:
1D-Konfiguration mit n Türmen ist lösbar ⇐⇒

n∑
i=1

mi ≥ n − 1

Problemdefinition Der Spezialfall Turm Solo Chess Weitere Szenarien Ende

24 30. November 2023 Kolja Kühn – Solo Chess KIT Institut für Theoretische Informatik



Solo Chess Beispiel

Ja, diese Instanz ist lösbar!

Lemma:
1D-Konfiguration mit n Türmen ist lösbar ⇐⇒

n∑
i=1

mi ≥ n − 1

Problemdefinition Der Spezialfall Turm Solo Chess Weitere Szenarien Ende

25 30. November 2023 Kolja Kühn – Solo Chess KIT Institut für Theoretische Informatik



Solo Chess Beispiel

Ja, diese Instanz ist lösbar!

Lemma:
1D-Konfiguration mit n Türmen ist lösbar ⇐⇒

n∑
i=1

mi ≥ n − 1

Problemdefinition Der Spezialfall Turm Solo Chess Weitere Szenarien Ende

26 30. November 2023 Kolja Kühn – Solo Chess KIT Institut für Theoretische Informatik



Solo Chess Beispiel

Ja, diese Instanz ist lösbar!

Lemma:
1D-Konfiguration mit n Türmen ist lösbar ⇐⇒

n∑
i=1

mi ≥ n − 1

Problemdefinition Der Spezialfall Turm Solo Chess Weitere Szenarien Ende

27 30. November 2023 Kolja Kühn – Solo Chess KIT Institut für Theoretische Informatik



Solo Chess Beispiel

Ja, diese Instanz ist lösbar!

Lemma:
1D-Konfiguration mit n Türmen ist lösbar ⇐⇒

n∑
i=1

mi ≥ n − 1

Problemdefinition Der Spezialfall Turm Solo Chess Weitere Szenarien Ende

28 30. November 2023 Kolja Kühn – Solo Chess KIT Institut für Theoretische Informatik



Solo Chess Beispiel

Ja, diese Instanz ist lösbar!

Lemma:
1D-Konfiguration mit n Türmen ist lösbar ⇐⇒

n∑
i=1

mi ≥ n − 1

Problemdefinition Der Spezialfall Turm Solo Chess Weitere Szenarien Ende

29 30. November 2023 Kolja Kühn – Solo Chess KIT Institut für Theoretische Informatik



2 Der Spezialfall Turm Solo Chess
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Red-Blue Dominating Set

Wollen zeigen: Solo Chess nur mit Türmen, und mit d = 2 ist schon NP vollständig
Reduzieren von Red-Blue Dominating Set

Red-Blue Dominating Set:
Geg. bipartiter Graph G
mit Partitionen R ·∪ B = G.
Für ein geg. k ∈ N, existiert ein S ⊆ R, |S | ≤ k, das B dominiert?
(d.h. N(S) ⊇ B)
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Red-Blue Dominating Set Beispiel

Geg. bipartiter Graph G
mit Partitionen R ·∪ B = G.
Für ein geg. k ∈ N, existiert ein S ⊆ R, |S | ≤ k, das B dominiert?

1 2 3 4 5 6 7 8 9

v1 v2 v3

k = 2
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mit Partitionen R ·∪ B = G.
Für ein geg. k ∈ N, existiert ein S ⊆ R, |S | ≤ k, das B dominiert?

1 2 3 4 5 6 7 8 9

v1 v2 v3

S = {6, 9} ist eine Lösung

k = 2
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Reduktion von Red-Blue Dominating Set
1 2 3 4 5 6 7 8 9

v1 v2 v3

k = 2

1 2 3 4 5 6 7 8 9
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Reduktion von Red-Blue Dominating Set
1 2 3 4 5 6 7 8 9

v1 v2 v3

k = 2

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 . . . k
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Reduktion von Red-Blue Dominating Set

1 2 3 4 5 6 7 8 9

v1 v2 v3

k = 2

Wollen zeigen: Red-Blue Dominating Set Instanz ist lösbar ⇐⇒ korrespondierende Solo Chess
Instanz lösbar
Zunächst =⇒ : Sei die Red-Blue Dominating Set Instanz lösbar
Geg. Lösung S ⊆ R, wähle für jeden Knoten vi ∈ B einen benachbarten S-Knoten s(vi) aus
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Reduktion von Red-Blue Dominating Set

1 2 3 4 5 6 7 8 9

v1 v2 v3

k = 2

Wähle z.B. s(v1) = 9, s(v2) = 9, s(v3) = 6

Der Plan: der 2-Turm der vi-Zeile leert diese und schlägt dann den s(vi)-Turm
Werden höchstens k rote Türme so geschlagen, ist die Restinstanz lösbar
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Reduktion von Red-Blue Dominating Set
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Lösbar nach Lemma
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Reduktion von Red-Blue Dominating Set

Haben gesehen:
Können zu Red-Blue Dominating Set Instanz D eine passende Solo Chess Instanz C bauen
Können aus Lösung von D eine Lösung von C finden
Dabei werden rote Türme „ausgewählt“, die zu einer Lösung S von D korrespondieren
Wenn also D lösbar ist, dann auch C

Nun Rückrichtung: C lösbar → D lösbar
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Reduktion von Red-Blue Dominating Set

Haben gesehen:
Können zu Red-Blue Dominating Set Instanz D eine passende Solo Chess Instanz C bauen
Können aus Lösung von D eine Lösung von C finden
Dabei werden rote Türme „ausgewählt“, die zu einer Lösung S von D korrespondieren
Wenn also D lösbar ist, dann auch C

Nun Rückrichtung: C lösbar → D lösbar
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Reduktion Rückrichtung

Sei also eine Instanz von Red-Blue Dominating Set D gegeben und C die korrespondierende Solo
Chess Instanz.
Wollen zeigen: C lösbar → D lösbar
Der Plan: eine Lösung von C sieht immer grob so aus wie gerade gesehen
Können so aus einer Lösung eine für D ablesen
Zeigen zunächst einige Eigenschaften der Lösung von C

Problemdefinition Der Spezialfall Turm Solo Chess Weitere Szenarien Ende

57 30. November 2023 Kolja Kühn – Solo Chess KIT Institut für Theoretische Informatik



Reduktion Rückrichtung

Sei also eine Instanz von Red-Blue Dominating Set D gegeben und C die korrespondierende Solo
Chess Instanz.
Wollen zeigen: C lösbar → D lösbar
Der Plan: eine Lösung von C sieht immer grob so aus wie gerade gesehen
Können so aus einer Lösung eine für D ablesen
Zeigen zunächst einige Eigenschaften der Lösung von C

Problemdefinition Der Spezialfall Turm Solo Chess Weitere Szenarien Ende

57 30. November 2023 Kolja Kühn – Solo Chess KIT Institut für Theoretische Informatik



Reduktion Rückrichtung
Sei also eine Instanz von Red-Blue Dominating Set D gegeben und C die korrespondierende Solo
Chess Instanz.
Wollen zeigen: C lösbar → D lösbar
Der Plan: eine Lösung von C sieht immer grob so aus wie gerade gesehen
Können so aus einer Lösung eine für D ablesen
Zeigen zunächst einige Eigenschaften der Lösung von C
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Reduktion Rückrichtung

Beobachtung 1: Zu jedem Zeitpunkt haben alle Türme in der linken Hälfte höchstens einen
verfügbaren Schlagzug.
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Reduktion Rückrichtung

Beobachtung 1: Zu jedem Zeitpunkt haben alle Türme in der linken Hälfte höchstens einen
verfügbaren Schlagzug.
Beobachtung 2: Die finale Konfiguration einer Lösung endet mit einem Turm in der ersten Zeile.

Denn der rechte 0-Turm kann die erste Zeile nicht verlassen (!)
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Reduktion Rückrichtung
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Reduktion Rückrichtung
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Reduktion Rückrichtung

Beobachtung 1: Zu jedem Zeitpunkt haben alle Türme in der linken Hälfte höchstens einen
verfügbaren Schlagzug.
Beobachtung 2: Die finale Konfiguration einer Lösung endet mit einem Turm in der ersten Zeile.

Denn der rechte 0-Turm kann die erste Zeile nicht verlassen (!)
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Reduktion Rückrichtung

Beobachtung 1: Zu jedem Zeitpunkt haben alle Türme in der linken Hälfte höchstens einen
verfügbaren Schlagzug.
Beobachtung 2: Die finale Konfiguration einer Lösung endet mit einem Turm in der ersten Zeile.

Denn der rechte 0-Turm kann die erste Zeile nicht verlassen (!)
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Reduktion Rückrichtung

Beobachtung 3: Ein 0-Turm in der Adjazenzmatrix verlässt seine Spalte nicht
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Reduktion Rückrichtung

Beobachtung 3: Ein 0-Turm in der Adjazenzmatrix verlässt seine Spalte nicht
Per Induktion nach Anzahl zukünftiger 0-Türme
Induktionsanfang:
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Reduktion Rückrichtung
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Reduktion Rückrichtung

Beobachtung 3: Ein 0-Turm in der Adjazenzmatrix verlässt seine Spalte nicht
Per Induktion nach Anzahl zukünftiger 0-Türme
Induktionsanfang:
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Reduktion Rückrichtung

Beobachtung 3: Ein 0-Turm in der Adjazenzmatrix verlässt seine Spalte nicht
Per Induktion nach Anzahl zukünftiger 0-Türme
Induktionsanfang:
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Reduktion Rückrichtung

Beobachtung 3: Ein 0-Turm in der Adjazenzmatrix verlässt seine Spalte nicht
Per Induktion nach Anzahl zukünftiger 0-Türme
Induktionsschluss:
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Reduktion Rückrichtung

Beobachtung 3: Ein 0-Turm in der Adjazenzmatrix verlässt seine Spalte nicht
Per Induktion nach Anzahl zukünftiger 0-Türme
Induktionsschluss:
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Reduktion Rückrichtung

Beobachtung 3: Ein 0-Turm in der Adjazenzmatrix verlässt seine Spalte nicht
Per Induktion nach Anzahl zukünftiger 0-Türme
Induktionsschluss:
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Reduktion Rückrichtung

Beobachtung 3: Ein 0-Turm in der Adjazenzmatrix verlässt seine Spalte nicht
Per Induktion nach Anzahl zukünftiger 0-Türme
Induktionsschluss:
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Reduktion Rückrichtung

Beobachtung 3: Ein 0-Turm in der Adjazenzmatrix verlässt seine Spalte nicht
Per Induktion nach Anzahl zukünftiger 0-Türme
Induktionsschluss:
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Reduktion Rückrichtung

Beobachtung 4: Jeder Knoten/Turm vi „wählt“ einen adjazenten Knoten/Turm j aus
D.h. dieser j-te Turm der 1. Zeile wird von unten geschlagen
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Reduktion Rückrichtung

Beobachtung 4: Jeder Knoten/Turm vi „wählt“ einen adjazenten Knoten/Turm j aus
D.h. dieser j-te Turm der 1. Zeile wird von unten geschlagen
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Reduktion Rückrichtung

Beobachtung 4: Jeder Knoten/Turm vi „wählt“ einen adjazenten Knoten/Turm j aus
D.h. dieser j-te Turm der 1. Zeile wird von unten geschlagen
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Reduktion Rückrichtung

Beobachtung 4: Jeder Knoten/Turm vi „wählt“ einen adjazenten Knoten/Turm j aus
D.h. dieser j-te Turm der 1. Zeile wird von unten geschlagen
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Reduktion Rückrichtung

Beobachtung 4: Jeder Knoten/Turm vi „wählt“ einen adjazenten Knoten/Turm j aus
D.h. dieser j-te Turm der 1. Zeile wird von unten geschlagen

Unsere Lösung von D besteht dann genau aus den so ausgewählten Knoten der roten Türme
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Reduktion Rückrichtung
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Reduktion Rückrichtung
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Reduktion Rückrichtung
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Reduktion Rückrichtung
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Reduktion Rückrichtung
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Reduktion Rückrichtung
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Reduktion Rückrichtung
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Reduktion Rückrichtung

Beobachtung 4: Jeder Knoten/Turm vi „wählt“ einen adjazenten Knoten/Turm j aus
D.h. dieser j-te Turm der 1. Zeile wird von unten geschlagen

Unsere Lösung von D besteht dann genau aus den so ausgewählten Knoten der roten Türme
Das ist eine valide Lösung, da sie für jeden Knoten vi einen adjazenten Knoten enthält
Und hat Größe höchstens k, da sonst die 1. Zeile Restkonfiguration nicht lösbar wäre

Damit folgt wie gewünscht C lösbar → D lösbar
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Reduktion Fazit

Red-Blue Dominating Set lässt sich auf Solo Chess mit nur Türmen reduzieren
Ersteres ist NP-vollständig, damit ist auch Letzteres
Somit auch allgemeines Solo Chess (*)

Auch wenn wir uns auf eine andere Figur einschränken?
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3 Weitere Szenarien
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Solo Chess mit Läufern

Betrachten nun Solo Chess mit Läufern

Beobachtung: Kann nur lösbar sein, wenn alle
Läufer auf der gleichen Feldfarbe stehen
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Solo Chess mit Läufern

Betrachten nun Solo Chess mit Läufern

Beobachtung: Kann nur lösbar sein, wenn
alle Läufer auf der gleichen Feldfarbe stehen
Dieser Fall ist äquivalent zum Turm-
Szenario
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Solo Chess mit Damen

Als nächstes Solo Chess mit Damen

Problem: Turm-Reduktion nicht direkt anwend-
bar aufgrund der Diagonal-Schlagmöglichkeiten
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Solo Chess mit Damen

Lösung:

Problemdefinition Der Spezialfall Turm Solo Chess Weitere Szenarien Ende

92 30. November 2023 Kolja Kühn – Solo Chess KIT Institut für Theoretische Informatik



Fazit und Ausblick

Solo Chess ist bereits für d = 2 NP-vollständig
Selbst wenn man sich auf Instanzen mit nur Türmen, nur Läufern oder nur Damen beschränkt
In allen drei Fällen via Reduktion von Red-Blue Dominating Set

In diesem Vortrag nicht betrachtet: Bauern, Springer, Könige (?)
Mehr dazu in der Ausarbeitung
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4 Ende
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