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Diesmal sind es zwar drei Aufgaben, aber sie sind nicht so schwierig. Versprochen!

Aufgabe 1 – Rechenregeln für Varianz
Seien 𝑋,𝑌 unabhängige Zufallsvariablen deren Varianz existiert. Seien ferner 𝑠, 𝑡 > 0. Zeige,
dass gilt:

(a) Var(𝑠𝑋 ) = 𝑠2Var(𝑋 )

(b) Var(𝑋 + 𝑌 ) = Var(𝑋 ) + Var(𝑌 )

(c) Var(𝑠𝑋 + 𝑡𝑌 ) = 𝑠2Var(𝑋 ) + 𝑡2Var(𝑌 )

Beweiszutaten: Verwende die Definition Var(𝑍 ) := E[(𝑍−E[𝑍 ])2]. Verwende ferner, dass für
unabhängige Zufallsvariablen𝑋,𝑌 gilt E[𝑋 ·𝑌 ] = E[𝑋 ] ·E[𝑌 ]. Wenn du Lust hast, kannst du
letzteres auch nochmal aus der Definition von Unabhängigkeit (für diskrete Zufallsvariablen)
herleiten, die lediglich Pr[𝑋 = 𝑖 ∧ 𝑌 = 𝑗] = Pr[𝑋 = 𝑖] · Pr[𝑌 = 𝑗] für alle 𝑖, 𝑗 garantiert.

Aufgabe 2 – Die Jensensche Ungleichung
Sei 𝐷 ⊆ R ein zusammenhängender Definitionsbereich und 𝑓 : 𝐷 → R eine Funktion.
Die Funktion 𝑓 heißt konvex, wenn sie ”linksgekrümmt“ ist und konkav wenn sie ”rechtsge-
krümmt“ ist.1 Eine Funktion ist konvex genau dann wenn ihre Negation konkav ist. Für eine
formale Definition siehe: Wikipedia

(a) Entscheide (ohne Beweis) für folgende Funktionen, ob diese auf ihrem jeweiligen De-
finitionsbereich konvex ist, konkav ist, beides ist oder weder noch.

𝑓1(𝑥) = 𝑥, 𝑓2(𝑥) = 𝑥2, 𝑓3(𝑥) = 𝑥3, 𝑓4(𝑥) = log(𝑥), 𝑓5(𝑥) = log2(𝑥) .
1Das ”linksgekrümmt“ in Anführungszeichen lässt neben Linkskrümmungen (einer zweimal stetig differen-

zierbaren Funktion) auch Linksknicke und geradlinige Verläufe zu.
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(b) Sei 𝑓 eine konvexe Funktion mit Definitionsbereich𝐷 . Argumentiere geometrisch, dass
es für jedes 𝑥0 ∈ 𝐷 eine lineare Funktion 𝑔 gibt, sodass gilt:

(i) 𝑓 (𝑥) ≥ 𝑔(𝑥) für alle 𝑥 ∈ 𝐷
(ii) 𝑓 (𝑥0) = 𝑔(𝑥0).

(c) Schlussfolgere, dass für jede konvexe Funktion 𝑓 und für jede Zufallsvariable 𝑋 mit
Werten im Definitionsbereich 𝐷 von 𝑓 gilt:

E[𝑓 (𝑋 )] ≥ 𝑓 (E[𝑋 ]).

Hinweis: Betrachte 𝑥0 = E[𝑋 ] und das zugehörige 𝑔 aus der vorherigen Teilaufgabe.

(d) Zeige, dass analog für jede konkave Funktion 𝑓 mit Definitionsbereich 𝐷 und für jede
Zufallsvariable 𝑋 mit Werten in 𝐷 gilt:

E[𝑓 (𝑋 )] ≤ 𝑓 (E[𝑋 ]).

Die Ungleichung aus (c) sowie Varianten wie in (d) nennt man Jensensche Ungleichung.

Aufgabe 3 – Analyse von Lossy Counting
Erinnerung: Lossy Counting ist ein einfacher Streaming
Algorithmus, der die Länge 𝑚 eines Streams approxi-
mativ zählt. Darin kommt ein Parameter 𝑝 ∈ (0, 1] vor.
Der Algorithmus selbst sowie die Art und Weise, wie er
verwendet wird, ist rechts nochmal zu sehen. Beweise:

(a) E[result] =𝑚

(b) Pr[|result −𝑚 | ≤ 𝜀𝑚] ≥ 1 − 2 exp(−𝜀2𝑝𝑚/3).
Hinweis: Nutze die Chernoff-Schranke die in
der Vorlesung (sowohl im Approximationsteil als
auch im Streamingteil vorgekommen ist. Diese
ergibt sich übrigens direkt aus zwei Korollaren
von der Folie ”Chernoff – Simpler Versions“ des
Concentration-Foliensatzes.

(c) E[space] ≤ log(1 +𝑚𝑝) + 1.
Hinweis: Mit space bezeichnen wir den maxima-
len Speicherverbrauch, der für den Zustand𝑍 von
LossyCounting benötigt wird. Eine Zahl 𝑖 ∈ N
lässt sich mit ⌈log2(𝑖 + 1)⌉ Bits kodieren. Verwen-
de die Jensensche Ungleichung aus Aufgabe 2.

Algorithm init:
𝑍 ← 0
return 𝑍

Algorithm update(𝑍, 𝑎):
with probability 𝑝 do

𝑍 ← 𝑍 + 1
return 𝑍

Algorithm result(𝑍 ):
return 𝑍/𝑝

Verwendung:
𝑍 ← init()
for 𝑖 = 1 to𝑚 do

𝑍 ← update(𝑍, 𝑎𝑖)
return result(𝑍 )
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