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Aufgabe 1 – Niemand wird zurückgelassen!

Wir betrachten Erdős-Rényi Graphen G(n, p) und interessieren uns für das Ereignis Ep,
dass ein solcher Graph zusammenhängend ist, also dass es von jedem Knoten zu jedem
anderen Knoten einen Pfad gibt.
Benutze die Kopplung-Technik, um zu zeigen, dass Pr[Ep] monoton in p ist. Also, dass

für p ≤ p′ gilt Pr[Ep] ≤ Pr[Ep′ ].

Aufgabe 2 – Let me entertain you...

In einem Erlebnispark hat man festgestellt, dass die größte
Attraktion eine ist, die man nicht selbst erlebt. Nein, man
schaut zu, wie andere dies tun. Der Ausgang einer schwindel-
erregenden Achterbahn führt über einen Steg der in k Spu-
ren eingeteilt ist. Auf einer Seite des Steges (neben der k-ten
Spur) ist eine Wand, die einen in der Bahn hält. Auf der an-
deren Seite (neben der 1. Spur) ist ein Wasserbecken. Nach
einer Fahrt taumeln die Fahrgäste über den Steg und wech-
seln in jedem Schritt jeweils mit Wahrscheinlichkeit 1/2 in
eine der benachbarten Spuren. Gibt es nur eine benachbarte
Spur (an der Wand oder im Wasser), gilt auch die eigene Spur
als benachbart. Einige Gäste machen den ganzen Tag nichts
anderes, als dieses Spektakel zu beobachten.
Sei Xi die Spur in der sich eine Person im i-ten Schritt befin-
det. Für s ∈ [k] ist Pr[Xt = 0 | X0 = s] die Wahrscheinlichkeit
in Schritt t im Wasser zu sein wenn man in Spur s gestartet
ist. Benutze die Kopplung-Technik, um zu zeigen, dass für 1 ≤
s ≤ s′ ≤ k gilt: Pr[Xt = 0 | X0 = s] ≥ Pr[Xt = 0 | X0 = s′].
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Aufgabe 3 – Bonus – Tightness

In der Vorlesung haben wir die Coupling Inequality kennen gelernt, die besagt, dass die
Total Variation Distance zweier diskreter Zufallsvariablen X und Y beschränkt ist durch
dTV (X, Y ) ≤ Pr[X ′ ̸= Y ′] für ein beliebiges Coupling (X ′, Y ′) von X und Y .
Zeige, dass es ein Coupling (X ′, Y ′) gibt, sodass dTV (X, Y ) = Pr[X ′ ̸= Y ′].

Hinweis : Ggf. hilft es, sich mal die Verteilungen zweier Zufallsvariablen aufzuzeichnen
und sich vor Augen zu führen, was die Total Variation Distance genau misst.
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