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Achte insbesondere bei handschriftlichen Abgaben auf Lesbarkeit. Die Abgabe
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Datei ab.

Aufgabe 1 — Doppelt Falsch

Wir betrachten einen Monte-Carlo Algorithmus mit zweiseitigem Fehler, der ein Entschei-
dungsproblem mit einer Fehlerwahrscheinlichkeit von héchstens 1/2—e¢ fiir ein € > 0 16st.
Durch ,, Verringerung der Fehlerwahrscheinlichkeit* (Probability Amplification) wollen
wir den Fehler reduzieren, indem wir uns nach ¢ unabhéngigen Ausfithrungen fiir die
Antwort entscheiden, die am h#ufigsten ausgegeben wurde.

Zeige, dass die Fehlerwahrscheinlichkeit hochstens e 2te?
Hinweis: szo () <2t

7 —

ist.

Aufgabe 2 — Pfadfinder

Gegeben sei ein ungerichteter Graph G mit n Knoten. Gesucht ist ein Pfad der Lénge &,
der keinen Knoten mehrfach besucht. Der naive Brute-Force Ansatz hat eine Laufzeit von
O(n*). Wir betrachten einen einfachen, randomisierten Ansatz, der wie folgt funktioniert.
Im ersten Schritt wird jedem Knoten v ein Label L(v) zufillig gleichverteilt aus [k]
zugewiesen. Im zweiten Schritt wird von jedem Knoten v mit L(v) = 1 eine modifizierte
Breitensuche gestartet, die nur Pfade (v = vy, vg, ..., vg) verfolgt bei denen Knoten v; das
Label L(v;) =i hat.

a) Zeige, dass es sich dabei um einen Monte-Carlo Algorithmus mit einseitigem Fehler
und einer Erfolgswahrscheinlichkeit von mindestens 1/k* handelt.

b) Wende , Verringerung der Fehlerwahrscheinlichkeit “ an, um eine Erfolgswahrschein-
lichkeit von 1 — 1/n zu erhalten.



Aufgabe 3 — Bonus: Ein SATz mit «...

Gegeben sei eine aussagenlogische Formel ¢ mit n Variablen und in konjunktiver Normal-
form, bei der jede Klausel genau 3 Literale enthilt. Gesucht ist eine Belegung = € {0,1}",
sodass ¢ zu 1 ausgewertet wird (p(z) = 1).

Wir wollen einen einfachen, randomisierten Algorithmus entwerfen der effizienter ist,
als der triviale 2"poly(n) Ansatz, wenn auch nur mit einer gewissen Erfolgswahrschein-
lichkeit.

Der Algorithmus wihlt zufillig gleichverteilt ein z € {0,1}"™ und gibt es aus, falls
o(z) = 1. Andernfalls wird eine Modifikation durchgefiihrt, wobei eine beliebige von z
nicht erfiillte Klausel gewahlt, zuféllig gleichverteilt eines ihrer 3 Literale bestimmt und x
so angepasst wird, dass es dieses Literal erfiillt. Falls nun ¢(x) = 1 so wird x ausgegeben.
Andernfalls wird x weiter modifiziert. Nach k erfolglosen Modifikation wird ausgegeben,
dass die Formel nicht erfiillbar ist.

Im Folgenden soll nun die Erfolgswahrscheinlichkeit des Algorithmus beschrankt wer-
den. Wenn ¢ nicht erfiillbar ist, liefert der Algorithmus die korrekte Antwort. Andernfalls
sei z* eine Belegung sodass ¢(x*) = 1 und fiir jedes x € {0, 1}" sei A(x,z*) die Anzahl
an Variablen die von x und x* verschieden belegt sind.

a) Zeige, dass mit Wahrscheinlichkeit mindestens 1/2 gilt, dass A(z,2*) < n/2 fir
ein zuféllig gleichverteiltes x € {0, 1}".
Hinweis: Wenn A(z, x*) > n/2, was weifit du iiber z, das man erhilt, wenn man
die Belegung jeder Variable in z invertiert?

b) Zeige, dass fiir alle nicht-erfiillenden z und alle erfiillenden z* jede Modifikation
mit Wahrscheinlichkeit mindestens 1/3 den Wert von A(x,z*) um 1 verringert.

c) Wir setzen k = n/2. Wende , Verringerung der Fehlerwahrscheinlichkeit“ an, um
eine Erfolgswahrscheinlichkeit von 1 — 1/n zu erhalten.



