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Uberblick

Basic Toolbox
® konvexe Hulle
® Linienschnitt

® Triangulierung

® Ebenenschnitt

Erweiterte Toolbox
® Voronoi-Diagramme

m Delaunay-Triangulierung
m Randomisierte Algorithmen
a Komplexitat
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Geometrische Datenstrukturen
m orthogonal range searching

® Raum-Partitionierung
® Punkt-Lokalisierung

Verwandte Themen
m Was ist Geometrie Uberhaupt?

® hyperbolische Geometrie

m geometrische Graphen Witz
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Wer benutzt welchen Briefkasten? ﬂ(".

Situation
m gegeben: Menge S von Standorten

® Welche Punkte liegen am nachsten zu welchem Standort?
(bei Euklidischer Metrik)

Voronoi-Diagramm
® Voronoi-Zelle V(s) von s € S: Menge der Punkte mit min. Abstand zu s
m Vereinigung aller Zellen ist das Voronoi-Diagramm Vor(S)

m planare Unterteilung der Ebene

m Begrenzungslinien zwischen Zellen nennen wir Kanten

® Endpunkte der Kanten sind Knoten

Ziel fur heute: berechne Vor(S)
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AT

Grundlegende Eigenschaften

Punkte in der Zelle von s

a Warum liegt p nicht in der Zelle von s?
° m s’ ist naher an p < sls’ trenntsvon p

m die Zelle von s ist der Schnitt von Halbebenen
° m damit haben wir einen (langsamen) Algorithmus

|Wie langsam genau?|

Zusammenhang

= wenn nicht alle Punkte Kollinear sind, dann ist Vor(S) zusammenhangend
(Vor(S) bezieht sich hier auf die Vereinigung aller Kanten, also quasi den ,Graphen®)

m Bewelisidee: nimm an, es ware unzusammenhangend
m = esgibts; € S, sodass V(s;) die Ebene zerteilt
m ))(s;) konvex = von zwei parallele Geraden begrenzt

® sei 51 Ls, eine der Geraden und sei s; nicht-kollinear
=5l schneidet s11s3
» = Widerspruch
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Grundlegende Eigenschaften (2) A\‘(IT

Theorem (Beweis: Ubung)|
FUr n > 3 Standorte hat das Voronoi-Diagramm maximal 2n — 5 Knoten

‘.und maximal 3n — 6 Kanten.

Welche Punkte sind Knoten von Vor(S)?
® an einem Knoten v treffen sich > drei Zellen
® v hat gleichen Abstand von den Standorten

= Kreis mit Zentrum v
® nicht jeder Kreis durch > 3 Standorte hat
einen Knoten als Mittelpunkt
m der Kreis darf keinen Standort im Inneren haben
® Cs(p) = groBter Kreis um p, der keinen Standort aus S im Inneren enthalt

Theorem (Knoten des Voronoi-Diagramms)|
Der Punkt p € R? ist ein Knoten von Vor(S) genau dann wenn auf dem

‘Rand von Cs(p) mindestens drei Standorte liegen.

|Welche analoge Aussage gilt fir Kanten?|
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Sweep-Line Algo ﬂ(".

Grundsatzlicher Ansatz: Sweep-Line
m schiebe Sweep-Line von oben nach unten

mzu jedem Zeitpunki: kenne Vor(S) fir die
Halbebene Uber der Sweep-Line

. ' Problem
o o m der Teil oberhalb der Sweep-Line hangen von
° Standorten unterhalb der Sweep-Line ab

© ® aber das kann ja (hoffentlich) nur knapp Uber
der Sweep-Line passieren!?!

Abgewandelter Sweep-Line Ansatz

® Bereich gesehener Punkte muss nicht mit fer-
tig berechnetem Bereich Ubereinstimmen

= unter der Sweep-Line: inbekannter Bereich'

m gewisse Region oberhalb der Sweep-Line:

= [Graubereich dazwischen

Thomas Blasius — Algorithmische Geometrie Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



7

AIT

Bekannter Beteich = an .

Wo endet der bekannte Bereich? (gegeben die Sweep-Line {)
®m betrachte Punkt p € R? oberhalb von ¢

m Fall 1: p ist naher an £ als an jedem Standort
= es konnte Standort s unter £ geben, sodass p € V(s)
® p ist also Teil des Graubereichs

m Fall 2: p ist naher an einem Standort s Uber £ als an ¢ So..,p
= es gibt keinen Standort unter £, der naher an p liegt 5
= die Voronoi-Zelle von p ist also bekannt v

m bekannter Bereich: {p € R? | ds € S dist(p, s) < dist(p, £)}

5 m die Grenze zwischen bekanntem Bereich und Grau-
o o bereich heil3t Beach-Line
m jede Teilkurve der Beach-Line gehort zu einem
Standort
m gleich: jede Teilkurve ist eine Parabel
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Welche Form hat die Beach-Line?

Relevante Koordinaten
®s=(ss,) "mp=(px,py) ®y-Koordinate von{:¢,

Distanzen
m dist(s, p) = /(Px — 5x)? + (py — 5y)?
ndist({,p) =p, — ¢,
® p liegt auf der Beach-Line < dist(s, p) = dist({, p)
(px — 5X)2 + (py — 5y)2 = (py — Zy)z
(Px = 5x)° + Py — 2pysy + 5, = py — 2py by + £

Px — 8x)° Parabel
e —op T = Py
sy, — 24,

m Parabel mit Scheitelpunkt auf halber Strecke zwischen s und ¢
®m je groBer dist(s, £), desto weiter die Parabel
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Wann verandert sich die Beach-Line? Q(IT

Sweep-Line Algo
® Sweep-Line Status: Zustand der Beach-Line
m Events: Zeitpunkte an denen sich die BL andert
® Was heif3t ,andert” in diesem Zusammenhang?
® 3ndert sich irgendwie standig
® Sequenz zugehoriger Standorte andert sich selten

Event-Punkt: neuer Standort s
m neue Parabel wird in Beach-Line eingeflgt

m spalte Parabel aus aktueller BL Uber s auf

Event-Punkt: Parabelstlick verschwindet
= Wie kbnnen wir wissen, wann das passiert?

m die Parabeln dreier Punkte schneiden sich dort

® Schnittpunkt hat von Standorten und Sweep-Line denselben Abstand
= kein anderer Standort ist dem Schnittpunkt néher |Warum nicht?
m diese Events heif3en Kreis-Events

m definiert durch die Standorte dreier aufeinanderfolgender Parabelstlcke
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Zwischenstand A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Event-Punkte: Veranderung der Beach-Line | | |
= Standort-Event — neues Parabelstiick einfligen (nicht bewiesen: das sind

= Kreis-Event — Parabelstlck verschwindet g'eeng'r'? i'%indisét;?_“gggg;t')n
Kreis-Events finden

® bei jeder Veranderung der Beach-Line:
neue Tripel konsekutiver Parabelsticke — ggf. neues Kreis-Event

Voronoi-Diagramm
m Kreis-Event — neuer Knoten im Voronoi Diagramm

= jeder Knoten wird so gefunden [Warum?)

Offene Fragen
a Wie verwalten wir die Beach-Line?
a Wie verwalten wir die Events?

a Wie bekommen wir am Ende das Voronoi-Diagramm?

a Was machen wir mit Sonderfallen?
» Standorte mit gleicher y-Koordinate

= Knoten mit Grad > 3
= sonstige?
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Wie viele Events sind in der Queue? A“(IT

Antwort: 3 (ein Standort- und zwei Kreis-Events)
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Verwaltung der Beach-Line =% Droteoteol
. / . Beobachtung
(s1. 5) % 5 %) m Parabeln kbnnen in mehrere Teile zerlegt sein
(s6:52)

(4. 53)1 (53, s5)

- @ es gendgt nicht den Standort zu kennen

m speichere stattdessen eine Reprasentation
der Schnittpunkte, die von ¢ unabhangig ist

Standort-Event
m finde x-Koordinate des neuen Standorts in der Menge der Schnittpunkte

m fllge zwei neue Schnittpunkte ein

Kreis-Event

m gehort zu zwei konsekutiven Schnittpunkten (hier: (ss, s3) und (s3, s2))
m entferne die beiden und flige entsprechenden neuen ein (hier: (ss, 52))
Datenstruktur

® wir wollen suchen (bezuglich x), einfigen und loschen
® Bindrer Suchbaum bietet sich an (O(log n) pro Operation)
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Verwaltung der Events A“(IT

Beobachtung

m Standort-Events kennen wir alle zu Beginn

m Kreis-Events: gegeben durch benachbarte Schnittpunkten in der BL

® nicht jedes Paar benachbarter Schnittpunkte fihrt zu einem Kreis-Event

v mob wir ein Kreis-Event haben kann an den drel zu-
gehorigen Punkten abgelesen werden

m Mittelsenkrechten konvergieren (divergieren) — Pa-
rabelstlick schrumpft (wachst) — (kein) Kreisevent

Falscher Alarm
o o mgdf findet ein Kreis-Event gar nicht statt

l o ®mpbei jedem Standort-Event missen wir das Kreis-Event fur die
O

aufgespaltene Parabel entfernen (falls es existiert)

Alles kein Problem
m Benutze bindren Suchbaum fir die Queue
® jede der Operationen braucht O(log n) Zeit
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Konstruktion des Voronoi-Diagramms A“(IT

Schon gesehen
® Punkt p ist Knoten < p ist Kreismittelpunkt eines Kreis-Events

m p liegt auf einer Kante < p ist irgendwann Schnittpunkt von
Parabelstiicken

Plan

® berechne doppelt verkettete Kantenliste von Vor(S) beim Sweepen
(unendlich lange Kanten muss man irgendwie handhaben; z.B. mit einer Bounding-Box)

® Standort-Event: neue Parabel mit Schnittpunkten — neue Halbkanten
m Kreis-Event: neuer Knoten — hange Halbkanten an neuen Knoten
neuer Schnittpunkt — neue Halbkante

Beispiel Unendlich lange Kanten

® manche Halbkanten werden nicht fertig, da ihr Parabel-
O stick nicht verschwindet
m bei leerer Queue muss man die Schnittpunkte in der
Beach-Line im Nachgang noch aufraumen

(abhangig vom Umgang mit unendlichen Kanten
in der doppelt-verketteten Kantenliste)
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Sonderfalle

Events mit gleicher y-Koordinate
m pbehandle in beliebiger Reihenfolge

® Ausnahme: initiale Standort-Events
(noch keine Parabel Uber sich)

Gleiche x- und y-Koordinate

® Knoten in Vor(S) mit Grad > 3

® Sonderbehandlung — Knoten mit Grad > 3

m keine Sonderbehandlung — mehrere Knoten
mit Grad 3 und Kanten der Lange 0 dazwischen

Neue Parabel startet bei Schnittpunkt

® an der Stelle sollte ein Knoten entstehen
® Sonderbehandlung: erstelle Knoten + Halbkanten

m keine Sonderbehandlung: zerteile eine der beiden Parabeln

— neues Stuck der Lange 0 — Kreisevent — neuer Knoten "‘
Kollineare Punkte mit konsekutiven Parabelsticken
m Vorsicht bei der Berechnung des Kreises
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Uberblick ﬂ("

Standort-Event (Standort s) Kreis-Event (fur Schnittpunkte (s;, s;), (sj, sk))
m finde s, in der Beach-Line = entferne (s;, s;) und (s;, s«)
m flge zwei neue Schnittpunkte ein = fiige (s;, s¢) ein
m behandle falschen Alarm (fur zugeh. Parabel) = teste (s;, sx) mit Nachbarn (in BL) auf Kreis-Events
m teste neue Schnittpunkte auf Kreis-Events @ erstelle neuen Knoten v
= neues Paar Halbkanten fiir die Schnittounkte = hange Halbkanten von (s;, s;) und (s;, sx) an v
® neues Paar Halbkanten: eine an v, eine an (s;, sx)

Beispiel

Beach-Line:
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Zusammenfassung AT

Theorem
Das Voronoi-Diagramm von n Punkten kann in O(nlogn) Zeit mit O(n)
‘Speicherplatz berechnet werden.

Was gibt es sonst noch?
® man kann diverse Varianten betrachten
® hohere Dimensionen
= andere Metriken
» gewichtete Standorte
= Standorte, die nicht nur Punkte sind (beispielsweise Strecken)

= Voronoi Diagramme hoherer Ordnung
m Visualisierung: http://www.raymondhill.net/voronoi/rhill-voronoi.html
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Montag Di Mi Do Freitag
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Ubungsblatt 4
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Ubungsblatt 4 Ubungsblatt 5
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