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Uberblick

Basic Toolbox
® konvexe Hulle
® Linienschnitt

® Triangulierung

® Ebenenschnitt

Erweiterte Toolbox
® Voronoi-Diagramme

m Delaunay-Triangulierung
m Randomisierte Algorithmen
a Komplexitat
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Geometrische Datenstrukturen
m orthogonal range searching

® Raum-Partitionierung
® Punkt-Lokalisierung

Verwandte Themen
m Was ist Geometrie Uberhaupt?

® hyperbolische Geometrie

m geometrische Graphen Witz
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Bereichsanfragen ... == o

Problem: Bereichsanfragen
Gegeben eine Punktemenge P € RY sowie eine Box B = [a1, b1] x [a2, bo] x
- X [ag, bg], finde alle Punkte in P N B.

Statisch Variante
® Punktemenge P ist fest

m viele verschiedene Bereichsanfragen

® entwickle Datenstruktur auf P, sodass
= jede Anfrage ist schnell
= Datenstruktur kann schnell aufgebaut werden
» Datenstruktur bendtigt wenig Platz

|Was sind mogliche Anwendungen?|
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1D-Bereichsanfragen =20 b

- X [ag, bg], finde alle Punkte in P N B.

Problem: Bereichsanfragen
Gegeben eine Punktemenge P € RY sowie eine Box B = [a1, b1] x [a2, bo] x

Einfachster Fall: d = 1
m die Punkte sind einfach nur Zahlen
® wir suchen alle Zahlen in einem gegebenen Intervall

Losung 1

® Vorberechnung: sortiere die Zahlen — O(nlogn)  [1I12[3]4[5]6]7]8]

@ Anfrage: bindrer Suche — O(log n + k) (k = AusgabegroBe)
Losung 2

® binarer Suchbaum mit Punkten in den Blattern
@ Anfrage: suche im Suchbaum

|Wie suchen wir?

|Welche Werte haben die inneren Knoten? |
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2D-Bereichsanfragen

Idee
® suche zunachst in der ersten Dimension (x)

® suche auf dem Ergebnis in zweiter Dimension (y)

suche nach x € [a1, b1]: |1, 1|2, 33, 8/4, 4|5,6|6, 2|7, 78,5

Problem
® y-Suche lauft auf einer Teilmenge der Punkte

AT
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® wir kdnnen nicht far jede mogliche Teilmenge
ein y-sortiertes Array bauen

\Warum nicht?]

Idee 1,1
® berechne y-sortiertes Array flr 2,3
wenige wichtige Teilmengen 4,4

= Knoten in x-Suchbaum liefern 3,8/5
wichtige Teilmengen

1,1

2,3

m diese Datenstruktur heif3t 2D-

Range-Tree 1,1 Iz, 3I3, 8I4, 4.5, 6|6, 2| 7,7/(8.5] 3.8
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Bereichsanfrage in einem 2D-Range-Tree A“(IT

Idee
® berechne y-sortiertes Array fur
wenige wichtige Teilmengen

m Knoten in x-Suchbaum liefern
wichtige Teilmengen

m diese Datenstruktur heif3t 2D-
Range-Tree

N | =t

LN B

]‘! 2! 3! 4! 5! 6! 7! 8!

Anfrage [31, b1] X [az, bz]

® suche nach Vorganger von a; und
Nachfolger von b; im x-Baum

® fir Knoten direkt unter dem Pfad: suche
in entsprechenden y-Arrays nach [a,, b;]
und gibt gefundene Punkte aus

Laufzeit einer Anfrage al by
® suche im x-Baum — O(log n)

m suche in O(log n) y-Arrays — O(log® n) (nicht vergessen: O() fiir die Ausgabe)
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Berechnung eines 2D-Range-Trees @~ = bt

Idee
® berechne y-sortiertes Array fur
wenige wichtige Teilmengen

m Knoten in x-Suchbaum liefern
wichtige Teilmengen

m diese Datenstruktur heif3t 2D-
Range-Tree

Aufbau

® pberechne den x-Baum — O(nlog n)

m jedes y-Array fiir sich sortieren: O(nlog n) pro Layer — O(nlog® n)

® Verbesserung des zweiten Schritts — O(nlog n)
= sortiere einmal alle Punkte nach y — O(nlog n)
= spalte sortiertes Array auf um sortierte Arrays flr die Kinder zu erhalten
® O(n) pro Layer — O(nlog n)

N | =t

LN B

]‘! 2! 3! 4! 5! 6! 7! 8!

Speicherverbrauch
® O(n) pro Layer — O(nlog n)
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Was ist das Ergebnis? ﬂ(".

Bereichsanfrage: [4,11] x [3,7]
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Allgemeine Range-Trees A\‘(IT

Theorem (2D-Range-Trees)
Der 2D-Range-Tree fur n Punkte kann in O(nlogn) berechnet werden,

bendtigt O(nlog n) Speicher und erlaubt Bereichsanfragen in O(log® n+ k).

Dimension d
® binarer Suchbaum fur Dimension 1

® jeder Knoten kennt (d —1)-dim Range-Tree fir Di- —
mensionen 2. .. d der entsprechenden Elemente
Theorem (Range-Trees fiir d > 2)

Der Range-Tree fir n Punkte in RY kann in O(nlog? ! n) berechnet wer-

den, bendtigt O(nlog”~* n) Speicher und erlaubt Anfragen in O(log? n+ k).

Beweis: Induktion tUber d (Induktionsanfang d = 2 bereits abgehandelt)

® binarer Suchbaum far Dim. 1 aufbauen: O(nlog n) Zeit und O(n) Platz

m pro Knoten: Range-Tree mit Dim. d — 1 der entsprechenden Punkte:
O(nlog?~2 n) Zeit, O(nlog® 2 n) Platz pro Layer — gesamt: O(nlog ! n)

® Anfrage: O(log n) fur Dim. 1 und O(log n) Anfragen in (d — 1)D-Range-
Trees (mit disjunkten Ausgaben!)
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Geht es besser? A“(IT

fi hnologie

d=1 d=2 d> 2
Bereichsanfrage logn+ k log?n+k log? n+ k

Vorberechnung nlogn nlog n nlog? ' n

Speicherplatz n nlogn nlog? ! n
® pro Dimension verlieren wir einen log n Faktor

m wenn wir den Fall d = 2 verbessern wird d > 2 auch besser
m von 1 zu 2 haben wir schon getrickst um log n Vorberechnung zu sparen

Heute
m spare log n fUr die Anfragen flr d = 2

m spart auch einen log n Faktor flr alle hoheren Dimensionen

Nachste Woche
m spare einen weiteren log n Faktor fir d = 3 bei den Anfragen

m daflr bezahlt man einen log n Faktor bei Vorberechnung und Speicher
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Warum ist das so teuer? ﬂ(".
Erinnerung: Bereichsanfrage in O(log” n + k)
® Suche im x-Baum — O(log n)
= findet alle Punkte mit x-Koordinate in [ay, b]
= implizite Reprasentation durch O(log n) Teilbaume
® binare Suchen in y-Richtung
= eine Suche (bzw. zwei) fur jeden der Teilbaume a by
= O(log n) pro Suche — O(log® n)
Eigentlich...
® suchen wir ja insgesamt nur auf < n Zahlen
® und wir suchen immer nach den gleichen Zahlen (a, und b,)
® brauchen wir nur so lange, weil die Zahlen in Teilmengen zerstluckelt sind
m kOnnten wir sogar auf allen n Zahlen suchen und waren schneller

Idee: suche nur einmal auf einer Obermenge der Punkte
Problem: Ergebnis enthalt potentiell zu viele Punkte (bzgl. x-Koordinate)
Idee: Suche in Obermenge; Ausgabe in den korrekten Teilmengen
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Suche in einer Obermenge A“(IT

Situation (etwas vereinfacht)
m betrachte sortierte Arrays von Zahlen Aund B mit BC A
m suche nach xin A

m finde x in B ohne neu zu suchen /—\
=)

A= 28[32[33]34
\\\ //
B = 8 [12[16]32]34

Fall1: x € B

m Zeiger von Elementen aus A zu Kopien in B — finde x in B in O(1)
Fall2: x € Aaber x ¢ B

m Ziel: finde Vorganger von x in B

m Zeiger von jedem a € A\ B zu Vorganger in AN B — finde x in B in O(1)
Fall3: x € A

m Ziel: finde Vorganger von x in B, wobei wir Vorganger von x in A kennen
® benutze Fall 1 oder 2 — finde x in B in O(1)
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Und jetzt fur Range-Trees ﬂ(".

Plan

m suche nach a, und b, in der Obermenge

m finde a, und b, in den Tellmengen ohne zu suchen

So viele Teilmengen
® Problem: viele Teilmengen — zu viele Zeiger

m LOsung: speichere Zeiger nur fur direkte Kinde
Beispiel a b2
a1 <@< h|1,1/6,2[2,3|4,4/8,55,6/7,7|3, 8

di b1
YA
[ an ébz %%% bzx g:

al bl
a1 <@ [1,1[2,34,4[3,8 ®< b1l6, 28, 5/5,6(7, 7 6- - b,
J N N 54
az/ b \az b 32/ b2><32 b 4 -
a I biv ¥ 4\ 3 _a
D< a1/1,12,3 ©) 3,8 ®) 6,2)5,6b <®I8,57,7 2

/S B

1,1 a1 3,8 4, 5,06 6,2 bi|7,7 8,5

12345678 X
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Passt das jetzt alles so0? i

Bereichsanfrage
® suche in y-Array der Wurzel — O(log n)

® herunterlaufen im x-Baum
= Entscheidung rechts/links — O(1)

= finden der Begrenzungen im y-Array (ohne Suche) — O(1)
= nur O(log n) Lagen — O(log n)
® Ergebnis ausgeben — O(k)

Speicherplatz
® nur konstanter Faktor Overhead flr jedes y-Array

Vorberechnung
m Berechnung der Teilarrays (bisher): sortiere in Wurzel und spalte auf
m dabei kbdnnen die ndtigen Zeiger mitberechnet werden

Theorem (Verbesserte Range-Trees fiir d > 2)
Fir n Punkte in R kénnen wir Bereichsanfragen nach O(nlog® ' n) Vor-
berechnung mit O(nlog”™" n) Speicher in O(log? " n+ k) Zeit beantworten.
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Zusammenfassung ﬂ(".
Heute gesehen

® Verallgemeinerung von binarer Suche auf mehrere Dimensionen

m Range Trees: verschachtelte binare Suchbaume

® eine grol3e Suche ist besser als viele kleine
— geschickte Verzeigerung spart log n

Theorem (Verbesserte Range-Trees fiir d > 2)
Fir n Punkte in R kénnen wir Bereichsanfragen nach O(nlog® ™! n) Vor-
berechnung mit O(nlog?™* n) Speicher in O(log” ™" n+ k) Zeit beantworten.

Nachste Woche
m Verallgemeinerung des Konzept der geschickten Verzeigerung
— fractional cascading

m das lasst uns noch einen log n Faktor bei der Anfrage sparen (d > 3)
m kostet einen zusatzlichen log n Faktor bei Vorberechnung und Speicher
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Ahnliche Datenstrukturen A“(IT

Range Tree
m speichert Punkte
® Anfragen: Welche Punkte liegen in einem gegebenen Intervall?

Segment Tree

m speichert Intervalle

® Anfragen: Welche Intervalle enthalten einen gegebenen Punki?
Interval Tree

m speichert Intervalle

@ Anfragen: Welche Intervalle schneiden ein gegebenes Intervall?

Segment Tree
m speichert gewichtete Punkte
® Anfragen: Was ist die Gewichtssumme von Punkten in einem Intervall?

Gemeinsamkeiten
® durch Schachtelung erweiterbar auf hOhere Dimensionen

m fractional cascading hilft logarithmische Faktoren zu sparen
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