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Was ist das überhaupt?

Als Algorithmische Geometrie (englisch Computational Geometry) be-
zeichnet man ein Teilgebiet der Informatik, das sich mit der algorithmi-
schen Lösung geometrisch formulierter Probleme beschäftigt.

Wikipedia
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Was ist das überhaupt?

Als Algorithmische Geometrie (englisch Computational Geometry) be-
zeichnet man ein Teilgebiet der Informatik, das sich mit der algorithmi-
schen Lösung geometrisch formulierter Probleme beschäftigt.

Wikipedia

Ein zentrales Problem ist dabei die Speicherung und Verarbeitung geo-
metrischer Daten.
Im Gegensatz zur Bildbearbeitung, deren Grundelemente Bildpunkte (Pi-
xel) sind, arbeitet die algorithmische Geometrie mit geometrischen Struk-
turelementen wie Punkten, Linien, Kreisen, Polygonen und Körpern.
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Was heißt das jetzt konkret?

Basic Toolbox
konvexe Hülle
Linienschnitt
Triangulierung
Ebenenschnitt
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Was heißt das jetzt konkret?

Basic Toolbox
konvexe Hülle
Linienschnitt
Triangulierung
Ebenenschnitt

Geometrische Datenstrukturen
orthogonal range searching
Raum-Partitionierung
Punkt-Lokalisierung

Erweiterte Toolbox
Voronoi-Diagramme
Delaunay-Triangulierung
Randomisierte Algorithmen
Komplexität

Verwandte Themen
Was ist Geometrie überhaupt?
hyperbolische Geometrie
geometrische Graphen
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Bevor es los geht

Beteiligte

Thomas Wendy
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Bevor es los geht

Beteiligte

Materialien & Infos
Vorlesungsfolien, Übungsblätter, Online-VL von Winter 20/21
Homepage:
Discord: https://discord.gg/4DQHpnn7

Thomas Wendy Ihr

?
(falls ihr schon dort seid: sendet !help join an scale-bot)

https://scale.iti.kit.edu/teaching/2023ws/comput_geom

Buch Computational Geometry

https://discord.gg/4DQHpnn7
https://scale.iti.kit.edu/teaching/2023ws/comput_geom
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Bevor es los geht

Beteiligte

Materialien & Infos
Vorlesungsfolien, Übungsblätter, Online-VL von Winter 20/21
Homepage:
Discord: https://discord.gg/4DQHpnn7

Thomas Wendy Ihr

?
Voraussetzungen

gutes algorithmisches Verständnis
inhaltlich: keine

(falls ihr schon dort seid: sendet !help join an scale-bot)

https://scale.iti.kit.edu/teaching/2023ws/comput_geom

Buch Computational Geometry

https://discord.gg/4DQHpnn7
https://scale.iti.kit.edu/teaching/2023ws/comput_geom
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Vorlesung
Vorlesung mit Folien
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Mo Di Mi Do Fr Sa So

Woche i
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Mo Di Mi Do Fr Sa So
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Mo Di Mi Do Fr Sa So

Woche i − 1 (i gerade)

Übungsblatt i+2
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Übungsblatt i
2

Vorlesung
Vorlesung mit Folien

Übung (Woche i )
gehalten von Wendy
Besprechung Blatt i

2
− 1

Diskussion zu Blatt i
2

Aktiv-Session
Erarbeitung weiterfüh-
render Aspekte
Kuriositäten
gemeinsames
Papier-Lesen

Prüfung & Übungsblätter
mündlich
Zulassungsvoraussetzung: regelmäßige Abgabe der Übungsblätter
Abgabe gerne in 2er-Gruppen
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Motivation

Öl in unterschiedlichen Zusammensetzungen
die Zusammensetzung von Öl hängt von der Quelle ab, aus der es stammt
Ziel: mische Öl aus verschiedenen Quellen, sodass die resultierende Zu-
sammensetzung besonders gut zu verarbeiten ist
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Motivation

Öl in unterschiedlichen Zusammensetzungen
die Zusammensetzung von Öl hängt von der Quelle ab, aus der es stammt
Ziel: mische Öl aus verschiedenen Quellen, sodass die resultierende Zu-
sammensetzung besonders gut zu verarbeiten ist

Öl enthält die Komponenten A und B

Beispiel

zwei Quellen: BA

dritte Quelle:

2 : 1

1 : 3 : 1

Was hat das mit Geometrie zu tun?
Mischverhältnis kann als Punkt
interpretiert werden

B

A10 20 30

10

0
0

Können wir 30% von A und
12% von B erreichen?

22% von A und 13% von B?

(35; 10)
(15; 7)

(20; 16)

(30; 12)
(22; 13)

Mischung ist möglich ⇔ zugehöri-
ger Punkt liegt „zwischen“ den ver-
fügbaren Punkten

Quelle 1 10%35%
Quelle 2 16%20%
Quelle 3 7%15%
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Konvexe Hülle

Definition
Eine Punktemenge P ⊆ Rd ist konvex wenn für je
zwei Punkte p; q ∈ P auch die Strecke pq in P liegt. konvex nicht-konvex
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Konvexe Hülle

Definition
Eine Punktemenge P ⊆ Rd ist konvex wenn für je
zwei Punkte p; q ∈ P auch die Strecke pq in P liegt.

Definition
Für P ⊆ Rd ist die Konvexe Hülle CH(P ) die inklusionsminima-
le Teilmenge von Rd , sodass CH(P ) konvex ist und P ⊆ CH(P ).

Äquivalente Definitionen
der Schnitt aller konvexer Mengen aus Rd , die P enthalten
die Vereinigung aller Simplexe mit Eckpunkten in P

Menge aller Punkte, die Konvexkombinationen von Punkten aus P sind
nX

i=1

ai · pi mit pi ∈ P; 0 ≤ ai ∈ R und
nX

i=1

ai = 1
kennt ihr ggf. von
baryzentrischen
Koordinaten

konvex nicht-konvex
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Konvexe Hülle – Trivialer Algorithmus

Problem: KONVEXE HÜLLE (2D)
Gegeben n Punkte P ⊆ R2, berechne die konvexe Hülle CH(P ).
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Konvexe Hülle – Trivialer Algorithmus

Problem: KONVEXE HÜLLE (2D)
Gegeben n Punkte P ⊆ R2, berechne die konvexe Hülle CH(P ).

Intuition
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Konvexe Hülle – Trivialer Algorithmus

Problem: KONVEXE HÜLLE (2D)
Gegeben n Punkte P ⊆ R2, berechne die konvexe Hülle CH(P ).

Anmerkung & Beobachtung
Annahme: die Punkte sind in allgemeiner Lage
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p
q

Annahme: die Punkte sind in allgemeiner Lage
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teste ob alle Punkte rechts von pq liegen
falls ja: speicher pq
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Konvexe Hülle – Trivialer Algorithmus

Probleme
der Algorithmus ist langsam

Trivialer Algorithmus
iteriere über alle Knotenpaare p; q ∈ P (gerichtet)

teste ob alle Punkte rechts von pq liegen
falls ja: speicher pq

konstruiere das Polygon (als Punktfolge) aus den gespeicherten Kanten
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kann, dann kann man auch n Zahlen in O(f (n) + n) Zeit sortieren.

Beweis
gegeben: n Zahlen a1; : : : ; an

konstruiere n Punkte P = {p1; : : : ; pn} mit pi = (ai ; a
2
i )

Beispiel
a1 = 2, a2 = 1, a3 = 3, a4 = 0

1 2 3

1

4

9

CH(P ) enthält die Punkte sortiert nach ai

p1

p2

p3

p4

Sortierung lässt sich in O(n) aus CH(P ) ablesen

Untere Schranke
vergleichsbasiertes Sortieren: Ω(n log n)
Andrews Algorithmus ist also optimal

(wenn man nicht verrückte Dinge mit Zahlen machen möchte)



Thomas Bläsius – Algorithmische Geometrie Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen15

Gift Wrapping (Jarvis March)

Alternativer Ansatz
Annahme: wir haben schon einen Teil der
oberen Einhüllenden
Ziel: finde den nächsten Punkt



Thomas Bläsius – Algorithmische Geometrie Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen15

Gift Wrapping (Jarvis March)

Alternativer Ansatz
Annahme: wir haben schon einen Teil der
oberen Einhüllenden
Ziel: finde den nächsten Punkt
wähle den Punkt mit dem kleinsten Winkel



Thomas Bläsius – Algorithmische Geometrie Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen15

Gift Wrapping (Jarvis March)

Alternativer Ansatz
Annahme: wir haben schon einen Teil der
oberen Einhüllenden
Ziel: finde den nächsten Punkt
wähle den Punkt mit dem kleinsten Winkel



Thomas Bläsius – Algorithmische Geometrie Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen15

Gift Wrapping (Jarvis March)

Alternativer Ansatz
Annahme: wir haben schon einen Teil der
oberen Einhüllenden
Ziel: finde den nächsten Punkt
wähle den Punkt mit dem kleinsten Winkel



Thomas Bläsius – Algorithmische Geometrie Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen15

Gift Wrapping (Jarvis March)

Alternativer Ansatz
Annahme: wir haben schon einen Teil der
oberen Einhüllenden
Ziel: finde den nächsten Punkt
wähle den Punkt mit dem kleinsten Winkel

Laufzeit
pro Schritt: Minimum suchen → O(n)



Thomas Bläsius – Algorithmische Geometrie Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen15

Gift Wrapping (Jarvis March)

Alternativer Ansatz
Annahme: wir haben schon einen Teil der
oberen Einhüllenden
Ziel: finde den nächsten Punkt
wähle den Punkt mit dem kleinsten Winkel

Laufzeit
pro Schritt: Minimum suchen → O(n)

h Schritte, für h = |CH(P )|



Thomas Bläsius – Algorithmische Geometrie Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen15

Gift Wrapping (Jarvis March)

Alternativer Ansatz
Annahme: wir haben schon einen Teil der
oberen Einhüllenden
Ziel: finde den nächsten Punkt
wähle den Punkt mit dem kleinsten Winkel

Laufzeit
pro Schritt: Minimum suchen → O(n)

h Schritte, für h = |CH(P )|

Theorem
Der Gift Wrapping Algorithmus berechnet Konvexe Hülle von n Punkten P
in O(hn) Zeit, wobei h die Anzahl Punkte von CH(P ) ist.



Thomas Bläsius – Algorithmische Geometrie Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen15

Gift Wrapping (Jarvis March)

Alternativer Ansatz
Annahme: wir haben schon einen Teil der
oberen Einhüllenden
Ziel: finde den nächsten Punkt
wähle den Punkt mit dem kleinsten Winkel

Laufzeit
pro Schritt: Minimum suchen → O(n)

h Schritte, für h = |CH(P )|

Theorem
Der Gift Wrapping Algorithmus berechnet Konvexe Hülle von n Punkten P
in O(hn) Zeit, wobei h die Anzahl Punkte von CH(P ) ist.

Anmerkungen
ein solcher Algorithmus heißt ausgabesensitiv



Thomas Bläsius – Algorithmische Geometrie Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen15

Gift Wrapping (Jarvis March)

Alternativer Ansatz
Annahme: wir haben schon einen Teil der
oberen Einhüllenden
Ziel: finde den nächsten Punkt
wähle den Punkt mit dem kleinsten Winkel

Laufzeit
pro Schritt: Minimum suchen → O(n)

h Schritte, für h = |CH(P )|

Theorem
Der Gift Wrapping Algorithmus berechnet Konvexe Hülle von n Punkten P
in O(hn) Zeit, wobei h die Anzahl Punkte von CH(P ) ist.

Anmerkungen
ein solcher Algorithmus heißt ausgabesensitiv
auf gewissen Instanzen (kleines h) kann er die untere Schranke schlagen
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