4]}

Karlsruher Institut far Technologie

Algorithmische Geometrie

Uberblick und Konvexe Hiille

KIT — Die Forschungsuniversitat in der Helmholtz-Gemeinschaft WWW.klt.edu



Was ist das uberhaupt? A“(IT

Wikipedia
m Als Algorithmische Geometrie (englisch Computational Geometry) be-

zeichnet man ein Teilgebiet der Informatik, das sich mit der algorithmi-
schen Losung geometrisch formulierter Probleme beschaftigt.
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Wikipedia
m Als Algorithmische Geometrie (englisch Computational Geometry) be-

zeichnet man ein Teilgebiet der Informatik, das sich mit der algorithmi-
schen Losung geometrisch formulierter Probleme beschaftigt.

m Ein zentrales Problem ist dabei die Speicherung und Verarbeitung geo-
metrischer Daten.
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Was ist das uberhaupt? i e

Wikipedia
m Als Algorithmische Geometrie (englisch Computational Geometry) be-

zeichnet man ein Teilgebiet der Informatik, das sich mit der algorithmi-
schen Losung geometrisch formulierter Probleme beschaftigt.

m Ein zentrales Problem ist dabei die Speicherung und Verarbeitung geo-
metrischer Daten.

® Im Gegensatz zur Bildbearbeitung, deren Grundelemente Bildpunkte (Pi-
xel) sind, arbeitet die algorithmische Geometrie mit geometrischen Struk-
turelementen wie Punkten, Linien, Kreisen, Polygonen und Korpern.
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Was heif3t das jetzt konkret? A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Basic Toolbox
@ konvexe Hulle

® Linienschnitt O
® Triangulierung
® Ebenenschnitt
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Basic Toolbox
@ konvexe Hulle

Geometrische Datenstrukturen
m orthogonal range searching

& Liniensqhnitt O ® Raum-Partitionierung
= Triangulierung m Punkt-Lokalisierung
® Ebenenschnitt

3 Thomas Blasius — Algorithmische Geometrie Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Was heif3t das jetzt konkret? A“(IT

Basic Toolbox O Geometrische Datenstrukturen
m konvexe Hulle m orthogonal range searching

® Linienschnitt = Raum-Partitionierung

= Triangulierung % = Punkt-Lokalisierung

@ Ebenenschnitt

Erweiterte Toolbox
® Voronoi-Diagramme

m Delaunay-Triangulierung
m Randomisierte Algorithmen
a Komplexitat

Y. B R
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Was heif3t das jetzt konkret?

Basic Toolbox
® konvexe Hulle
® Linienschnitt

® Triangulierung

® Ebenenschnitt

y <=

Erweiterte Toolbox
® Voronoi-Diagramme

m Delaunay-Triangulierung
m Randomisierte Algorithmen
a Komplexitat
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Geometrische Datenstrukturen
m orthogonal range searching

® Raum-Partitionierung
® Punkt-Lokalisierung

Verwandte Themen
m Was ist Geometrie Uberhaupt?

® hyperbolische Geometrie

o ' N
geometrische Graphen \\%\&‘%%//
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Bevor es los geht

Betelligte

Thomas
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Bevor es los geht

Betelligte

lhr

Thomas

Materialien & Infos

= Vorlesungsfolien, Ubungsblétter, Online-VL von Winter 20/21
. Homepage: https://scale.iti.kit.edu/teaching/2023ws/comput_geom
@ Discord: https://discord.gg/4DQHpnn7 (falls ihr schon dort seid: sendet thelp join an scale-bot)

@ Buch Computational Geometry

Computational

Geometry
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Bevor es los geht

Betelligte

Thomas lhr

Materialien & Infos

= Vorlesungsfolien, Ubungsblétter, Online-VL von Winter 20/21
| Homepage: https://scale.iti.kit.edu/teaching/2023ws/comput_geom
@ Discord: https://discord.gg/4DQHpnn7 (falls ihr schon dort seid: sendet thelp join an scale-bot)

@ Buch Computational Geometry

Mark de Berg
Otfried Cheong
larc van Kreveld

Mark Overmars

VO rau SSEtZU n g en gz?naz:f;ional
m gutes algorithmisches Verstandnis

m inhaltlich: keine

Thomas Blasius — Algorithmische Geometrie Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen


https://discord.gg/4DQHpnn7
https://scale.iti.kit.edu/teaching/2023ws/comput_geom

Ablauf
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Woche i — 1 Woche i Woche i + 1 Woche i + 2 (i gerade)
Mo | Di | Mi [Do| Fr | Sa|So|Mo| Di | Mi |Do| Fr | Sa|So |Mo| Di | Mi |Do| Fr | Sa| So |Mo| Di | Mi [ Do | Fr | Sa | So
Ubungsblatt é Ubungsblatt %
Vorlesung

® Vorlesung mit Folien
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Woche i — 1 Woche i Woche i + 1 Woche i + 2 (i gerade)
Mo | Di | Mi [Do| Fr | Sa|So|Mo| Di | Mi |Do| Fr | Sa|So |Mo| Di | Mi |Do| Fr | Sa| So |Mo| Di | Mi [ Do | Fr | Sa | So
Ubungsblatt é Ubungsblatt %
Vorlesung Ubung (Woche i)

® Vorlesung mit Folien

5

® gehalten von Wendy
= Besprechung Blatt £

® Diskussion zu Blatt é

—1
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Woche i — 1

Woche i Woche 7 + 1 Woche i + 2

Mo| Di | Mi|Do| Fr | Sa| So | Mo | Di

Mi|Do| Fr | Sa| So |Mo| Di | Mi

Do

Fr|Sa|So|Mo| Di | Mi|Do| Fr | Sa

So

(i gerade)

Ubungsblatt é

Ubungsblatt %

Vorlesung
® Vorlesung mit Folien

Ubung (Woche i)

® gehalten von Wendy
® Besprechung Blatt  — 1
= Diskussion zu Blatt 4

Aktiv-Session

® Kuriositaten
® gemeinsames

5 Thomas Blasius — Algorithmische Geometrie

Papier-Lesen

® Erarbeitung weiterftih-
render Aspekte
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Woche i — 1 Woche i Woche i + 1 Woche i + 2
Mo| Di | Mi|Do| Fr|Sa|So|Mo| Di | Mi|Do| Fr|Sa|So|Mo| Di | Mi|Do| Fr|Sa|So|Mo| Di | Mi|Do| Fr |Sa| So

(i gerade)

Ubungsblatt é

Ubungsblatt %

Vorlesung

® Vorlesung mit Folien

Ubung (Woche i)
® gehalten von Wendy

= Diskussion zu Blatt 4

® Besprechung Blatt  — 1

Priifung & Ubungsbléatter
® mundlich

m Zulassungsvoraussetzung: regelmaBige Abgabe der Ubungsbléatter

® Abgabe gerne in 2er-Gruppen

Thomas Blasius — Algorithmische Geometrie

Aktiv-Sessio

® Erarbeitung weiterftih-

n

render Aspekte
® Kuriositaten

® gemeinsames
Papier-Lesen
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M I i
Ot I vat I o n Karlsruher Institut fur Technologie

Ol in unterschiedlichen Zusammensetzungen
a die Zusammensetzung von Ol hangt von der Quelle ab, aus der es stammt

a Ziel: mische Ol aus verschiedenen Quellen, sodass die resultierende Zu-
sammensetzung besonders gut zu verarbeiten ist
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Motivation ﬂ(".

Karlsruher Institut fur Technologie

Ol in unterschiedlichen Zusammensetzungen

a die Zusammensetzung von Ol hangt von der Quelle ab, aus der es stammt

m Ziel: mische Ol aus verschiedenen Quellen, sodass die resultierende Zu-
sammensetzung besonders gut zu verarbeiten ist

Beispiel

a Ol enthalt die Komponenten A und B

m zwei Quellen: A B
Quelle 1 35% 10%

Quelle 2 20% 16%
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Ol in unterschiedlichen Zusammensetzungen

a die Zusammensetzung von Ol hangt von der Quelle ab, aus der es stammt

a Ziel: mische Ol aus verschiedenen Quellen, sodass die resultierende Zu-
sammensetzung besonders gut zu verarbeiten ist

Beispiel
= Ol enthalt die Komponenten A und B | KOnnen wir 30% von A und
a zwei Quellen: A B 12% von B erreichen?
"~ Quelle1 35% 10%
Quelle 2 20% 16%
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sammensetzung besonders gut zu verarbeiten ist

Beispiel
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Karlsruher Institut fur Technologie

Ol in unterschiedlichen Zusammensetzungen

a die Zusammensetzung von Ol hangt von der Quelle ab, aus der es stammt

a Ziel: mische Ol aus verschiedenen Quellen, sodass die resultierende Zu-
sammensetzung besonders gut zu verarbeiten ist

Beispiel
= Ol enthalt die Komponenten Aund B |Konnen wir 30% von Aund| , .
a 7wei Quellen: A B 112% von B erreichen?
8“9::9 ; ;gz’ 1(6):? 22% von A und 13% von B?]
uelle 0 0
6 Thomas Blasius — Algorithmische Geometrie
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Ol in unterschiedlichen Zusammensetzungen

a die Zusammensetzung von Ol hangt von der Quelle ab, aus der es stammt

a Ziel: mische Ol aus verschiedenen Quellen, sodass die resultierende Zu-
sammensetzung besonders gut zu verarbeiten ist

Beispiel
= Ol enthalt die Komponenten Aund B |Konnen wir 30% von Aund| , .
a 7wei Quellen: A B 1 12% von B erreichen?

Quelle 1 35% 10% 22% von A und 13% von B?]

Quelle 2 20% 16%
m dritte Quelle: Quelle3 15% 7%
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Motivation A“(IT

Ol in unterschiedlichen Zusammensetzungen
a die Zusammensetzung von Ol hangt von der Quelle ab, aus der es stammt

a Ziel: mische Ol aus verschiedenen Quellen, sodass die resultierende Zu-
sammensetzung besonders gut zu verarbeiten ist

Beispiel
= Ol enthélt die Komponenten Aund B |Kénnen wir 30% von Aund| ,
m zwei Quellen: A B 112% von B erreichen?

Quelle 1 35% 10% 22% von Aund 13% von B?| 1:3:1
Quelle 2 20% 16%

® dritte Quelle: Quelle3 15% 7%
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Motivation A“(IT

Ol in unterschiedlichen Zusammensetzungen
a die Zusammensetzung von Ol hangt von der Quelle ab, aus der es stammt

m Ziel: mische Ol aus verschiedenen Quellen, sodass die resultierende Zu-
sammensetzung besonders gut zu verarbeiten ist
Beispiel
= Ol enthalt die Komponenten Aund B |Konnen wir 30% von Aund| , . ;
. 12% von B erreichen?
a zwei Quellen: A B :

Quelle 1 35% 10% 22% von Aund 13% von B?| 1:3:1
Quelle 2 20% 16%

® dritte Quelle: Quelle3 15% 7%

Was hat das mit Geometrie zu tun?
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Ol in unterschiedlichen Zusammensetzungen
a die Zusammensetzung von Ol hangt von der Quelle ab, aus der es stammt

a Ziel: mische Ol aus verschiedenen Quellen, sodass die resultierende Zu-
sammensetzung besonders gut zu verarbeiten ist

Beispiel
a Ol enthalt die Komponenten A und B

m zwei Quellen: A B
Quelle 1 35% 10%

Quelle 2 20% 16%

Kénnen wir 30% von A und|
112% von B erreichen?

22% von Aund 13% von B?| 1:3:1

a dritte Quelle: Quelle3 15% 7%
BA (20, 16)
Was hat das mit Geometrie zu tun?
a Mischverhaltnis kann als Punkt 104
interpretiert werden (15, 7) (35, 10)
O:""I""I""I""I""I""I""I’
0 10 20 30 A
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Ol in unterschiedlichen Zusammensetzungen
a die Zusammensetzung von Ol hangt von der Quelle ab, aus der es stammt

a Ziel: mische Ol aus verschiedenen Quellen, sodass die resultierende Zu-
sammensetzung besonders gut zu verarbeiten ist

Beispiel

a Ol enthalt die Komponenten A und B

Kénnen wir 30% von A und
12% von B erreichen?

m zwei Quellen: A B -

Quelle 1 35% 10%

\

22% von Aund 13% von B?| 1:3:1

Quelle 2 20% 16%
® dritte Quelle: Quelle3 15% 7%

Ba (20, 16)
Was hat das mit Geometrie zu tun? - (30, 12)
® Mischverhaltnis kann als Punkt - (22,13)
interpretiert werden 5 (15, 7) (35, 10)
= Mischung ist méglich < zugehori-
ger Punkt liegt ,zwischen®“ den ver- 0. _
fligbaren Punkten 0 10 90 | 3 A
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Definition @ |
Eine Punktemenge P C R¢ ist konvex wenn fur je
zwei Punkte p, g € P auch die Strecke pq in P liegt. konvex nicht-konvex
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Definition @ |
Eine Punktemenge P C R¢ ist konvex wenn fur je
zwei Punkte p, g € P auch die Strecke pq in P liegt. konvex nicht-konvex

Definition
Fir P C R9 ist die Konvexe Hiille CH.(P) die inklusionsminima-
le Teilmenge von R9, sodass CH(P) konvex ist und P C CH(P).

C D
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Definition @ |
Eine Punktemenge P C R¢ ist konvex wenn fur je
zwei Punkte p, g € P auch die Strecke pq in P liegt. konvex nicht-konvex

Konvexe Hulle A“(IT

Definition
Fur P C R¢ ist die Konvexe Hillle C#(P) die inklusionsminima- m
le Teilmenge von R9, sodass CH(P) konvex ist und P C CH(P).

Aquivalente Definitionen
= der Schnitt aller konvexer Mengen aus R9, die P enthalten
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Definition @ |
Eine Punktemenge P C R¢ ist konvex wenn fur je
zwei Punkte p, g € P auch die Strecke pq in P liegt. konvex nicht-konvex

Definition
Fur P C R¢ ist die Konvexe Hillle C#(P) die inklusionsminima- m

le Teilmenge von R9, sodass CH(P) konvex ist und P C CH(P).

Aquivalente Definitionen

= der Schnitt aller konvexer Mengen aus R9, die P enthalten
m die Vereinigung aller Simplexe mit Eckpunkten in P
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Definition @ |
Eine Punktemenge P C R¢ ist konvex wenn fur je
zwei Punkte p, g € P auch die Strecke pq in P liegt. konvex nicht-konvex

Definition
Fur P C R¢ ist die Konvexe Hillle C#(P) die inklusionsminima- m
le Teilmenge von R9, sodass CH(P) konvex ist und P C CH(P).

Aquivalente Definitionen

= der Schnitt aller konvexer Mengen aus R9, die P enthalten
m die Vereinigung aller Simplexe mit Eckpunkten in P

® Menge aller Punkte, die Konvexkombinationen von Punkten aus P sind
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Karlsruher Institut fur Technologie

Definition @ |
Eine Punktemenge P C R¢ ist konvex wenn fur je
zwei Punkte p, g € P auch die Strecke pq in P liegt. konvex nicht-konvex

Definition
Fur P C R¢ ist die Konvexe Hillle C#(P) die inklusionsminima- m
le Teilmenge von R9, sodass CH(P) konvex ist und P C CH(P).

Aquivalente Definitionen

= der Schnitt aller konvexer Mengen aus R9, die P enthalten
m die Vereinigung aller Simplexe mit Eckpunkten in P

®m Menge aller Punkte, die Konvexkombinationen von Punkten aus P sind

A _ & kennt ihr ggf. von
Z a; - pi Mit p; € P,0 < a; € R und Z ai=1 baryzentrischenA

i—1 i=1 Koordinaten
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Konvexe Hulle — Trivialer Algorithmus ﬂ(".

Problem: KONVEXE HULLE (2D)
Gegeben n Punkte P C R?, berechne die konvexe Hiille CH(P).
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Konvexe Hulle — Trivialer Algorithmus A“(IT

Problem: KONVEXE HULLE (2D)
Gegeben n Punkte P C R?, berechne die konvexe Hiille CH(P).

Intuition

8 Thomas Blasius — Algorithmische Geometrie Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Konvexe Hulle — Trivialer Algorithmus A“(IT

Problem: KONVEXE HULLE (2D)
Gegeben n Punkte P C R?, berechne die konvexe Hiille CH(P).

Anmerkung & Beobachtung
® Annahme: die Punkte sind in allgemeiner Lage
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Problem: KONVEXE HULLE (2D)
Gegeben n Punkte P C R?, berechne die konvexe Hiille CH(P).

Anmerkung & Beobachtung
® Annahme: die Punkte sind in allgemeiner Lage

® CH(P) ist durch ein Polygon begrenzt
— gewulnschte Ausgabe ist eine Folge von Punkten
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Problem: KONVEXE HULLE (2D)
Gegeben n Punkte P C R?, berechne die konvexe Hiille CH(P).

Anmerkung & Beobachtung
® Annahme: die Punkte sind in allgemeiner Lage

® CH(P) ist durch ein Polygon begrenzt
— gewulnschte Ausgabe ist eine Folge von Punkten

® wann ist pqg eine Kante von CH(P)?
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Problem: KONVEXE HULLE (2D)
Gegeben n Punkte P C R?, berechne die konvexe Hiille CH(P).

Anmerkung & Beobachtung
® Annahme: die Punkte sind in allgemeiner Lage

® CH(P) ist durch ein Polygon begrenzt
— gewulnschte Ausgabe ist eine Folge von Punkten

® wann ist pqg eine Kante von CH(P)?
= wenn alle Punkte im Halbraum rechts von pq liegen 9
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Problem: KONVEXE HULLE (2D)
Gegeben n Punkte P C R?, berechne die konvexe Hiille CH(P).

Anmerkung & Beobachtung
® Annahme: die Punkte sind in allgemeiner Lage

® CH(P) ist durch ein Polygon begrenzt
— gewulnschte Ausgabe ist eine Folge von Punkten

® wann ist pqg eine Kante von CH(P)? \
q

= wenn alle Punkte im Halbraum rechts von pq liegen
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Problem: KONVEXE HULLE (2D)
Gegeben n Punkte P C R?, berechne die konvexe Hiille CH(P).

Anmerkung & Beobachtung
® Annahme: die Punkte sind in allgemeiner Lage

® CH(P) ist durch ein Polygon begrenzt
— gewulnschte Ausgabe ist eine Folge von Punkten

® wann ist pqg eine Kante von CH(P)? \
q

= wenn alle Punkte im Halbraum rechts von pq liegen

Trivialer Algorithmus
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Problem: KONVEXE HULLE (2D)
Gegeben n Punkte P C R?, berechne die konvexe Hiille CH(P).

Anmerkung & Beobachtung
® Annahme: die Punkte sind in allgemeiner Lage

® CH(P) ist durch ein Polygon begrenzt
— gewulnschte Ausgabe ist eine Folge von Punkten

® wann ist pqg eine Kante von CH(P)? \
q

= wenn alle Punkte im Halbraum rechts von pq liegen

Trivialer Algorithmus

m jteriere Uber alle Knotenpaare p, g € P (gerichtet)
= teste ob alle Punkte rechts von pq liegen
= falls ja: speicher pq
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Konvexe Hulle — Trivialer Algorithmus ﬂ(".

Problem: KONVEXE HULLE (2D)
Gegeben n Punkte P C R?, berechne die konvexe Hiille CH(P).

Anmerkung & Beobachtung
® Annahme: die Punkte sind in allgemeiner Lage

® CH(P) ist durch ein Polygon begrenzt
— gewulnschte Ausgabe ist eine Folge von Punkten ‘
q

® wann ist pqg eine Kante von CH(P)?
= wenn alle Punkte im Halbraum rechts von pq liegen

Trivialer Algorithmus
m jteriere Uber alle Knotenpaare p, g € P (gerichtet)
= teste ob alle Punkte rechts von pq liegen
= falls ja: speicher pq
m konstruiere das Polygon (als Punktfolge) aus den gespeicherten Kanten
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Konvexe Hulle — Trivialer Algorithmus ﬂ(".

Problem: KONVEXE HULLE (2D)
Gegeben n Punkte P C R?, berechne die konvexe Hiille CH(P).

Anmerkung & Beobachtung
® Annahme: die Punkte sind in allgemeiner Lage

® CH(P) ist durch ein Polygon begrenzt
— gewulnschte Ausgabe ist eine Folge von Punkten ‘
q

® wann ist pqg eine Kante von CH(P)?
= wenn alle Punkte im Halbraum rechts von pq liegen

Trivialer Algorithmus
m jteriere Uber alle Knotenpaare p, g € P (gerichtet)
= teste ob alle Punkte rechts von pq liegen
= falls ja: speicher pq
m konstruiere das Polygon (als Punktfolge) aus den gespeicherten Kanten

Laufzeit:
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Konvexe Hulle — Trivialer Algorithmus ﬂ(".

Problem: KONVEXE HULLE (2D)
Gegeben n Punkte P C R?, berechne die konvexe Hiille CH(P).

Anmerkung & Beobachtung
® Annahme: die Punkte sind in allgemeiner Lage

® CH(P) ist durch ein Polygon begrenzt
— gewulnschte Ausgabe ist eine Folge von Punkten ‘
q

® wann ist pqg eine Kante von CH(P)?
= wenn alle Punkte im Halbraum rechts von pq liegen

Trivialer Algorithmus
m jteriere Uber alle Knotenpaare p, g € P (gerichtet)
= teste ob alle Punkte rechts von pq liegen
= falls ja: speicher pq
m konstruiere das Polygon (als Punktfolge) aus den gespeicherten Kanten

Laufzeit: © (n°)
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Trivialer Algorithmus
m iteriere Uber alle Knotenpaare p, g € P (gerichtet)
= teste ob alle Punkte rechts von pq liegen
= falls ja: speicher pq
m konstruiere das Polygon (als Punktfolge) aus den gespeicherten Kanten

Probleme
m der Algorithmus ist langsam
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Trivialer Algorithmus
m iteriere Uber alle Knotenpaare p, g € P (gerichtet)
= teste ob alle Punkte rechts von pq liegen
= falls ja: speicher pq
m konstruiere das Polygon (als Punktfolge) aus den gespeicherten Kanten

Probleme
m der Algorithmus ist langsam

m der Algorithmus ist nicht robust
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Trivialer Algorithmus
m iteriere Uber alle Knotenpaare p, g € P (gerichtet)
= teste ob alle Punkte rechts von pq liegen
= falls ja: speicher pq
m konstruiere das Polygon (als Punktfolge) aus den gespeicherten Kanten

Probleme
m der Algorithmus ist langsam

m der Algorithmus ist nicht robust
Beispiel (Robustheit)
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Trivialer Algorithmus
m iteriere Uber alle Knotenpaare p, g € P (gerichtet)
= teste ob alle Punkte rechts von pq liegen
= falls ja: speicher pq
m konstruiere das Polygon (als Punktfolge) aus den gespeicherten Kanten

Probleme
m der Algorithmus ist langsam

m der Algorithmus ist nicht robust

Beispiel (Robustheit)
m drei der Entscheidungen ,liegt rechts von“ sind knapp
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Konvexe Hulle — Trivialer Algorithmus A“(IT
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Trivialer Algorithmus
m iteriere Uber alle Knotenpaare p, g € P (gerichtet)
= teste ob alle Punkte rechts von pq liegen
= falls ja: speicher pq
m konstruiere das Polygon (als Punktfolge) aus den gespeicherten Kanten

Probleme
m der Algorithmus ist langsam

m der Algorithmus ist nicht robust

Beispiel (Robustheit)
m drei der Entscheidungen ,liegt rechts von“ sind knapp
5 o m falsche Entscheidungen liefern ggf. kein Polygon

. a a a
b . .
C’ o b b be
o
C C C
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Andrews Monotone Chain Algorithmus A“(IT

(Variante des Graham Scan)
Idee: iteratives Vorgehen
m fllge nach und nach Punkte ein

® aktualisiere konvexe Hulle in jedem Schritt
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(Variante des Graham Scan)
Idee: iteratives Vorgehen
m fllge nach und nach Punkte ein

® aktualisiere konvexe Hulle in jedem Schritt
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Andrews Monotone Chain Algorithmus A“(IT

(Variante des Graham Scan)
Idee: iteratives Vorgehen
m fllge nach und nach Punkte ein

® aktualisiere konvexe Hulle in jedem Schritt

m Beobachtung: die konvexe Hullle macht aus-
schlief3lich Rechtsknicke
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(Variante des Graham Scan)
Idee: iteratives Vorgehen
m fllge nach und nach Punkte ein

® aktualisiere konvexe Hulle in jedem Schritt
m Beobachtung: die konvexe Hullle macht aus-

schlieB3lich Rechtsknicke obere Einhillende
m Reihenfolge: von links nach rechts

® zunachst: nur die obere Einhullende ° ¢ untere Einhiillende
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Andrews Monotone Chain Algorithmus A“(IT

(Variante des Graham Scan)
Idee: iteratives Vorgehen
m fllge nach und nach Punkte ein

® aktualisiere konvexe Hulle in jedem Schritt
m Beobachtung: die konvexe Hullle macht aus-

schlieB3lich Rechtsknicke obere Einhillende
m Reihenfolge: von links nach rechts

® zunachst: nur die obere Einhullende ° .
e untere Einhillende
Beispiel Andrews Algorithmus
(] o
o o
[ ] o o
o (]
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Andrews Monotone Chain Algorithmus A“(IT

(Variante des Graham Scan)
Idee: iteratives Vorgehen
m fllge nach und nach Punkte ein

® aktualisiere konvexe Hulle in jedem Schritt
m Beobachtung: die konvexe Hullle macht aus-

schlieB3lich Rechtsknicke obere Einhillende
m Reihenfolge: von links nach rechts

® zunachst: nur die obere Einhullende ° o untere Einhilllende
Beispiel Andrews Algorithmus
p3 P9 m sortiere P (bzgl. x): p1, ..., pn
[ )
PY e P6 *
Pa
.,,2 o B
5P
o
p7
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Andrews Monotone Chain Algorithmus A“(IT

(Variante des Graham Scan)
Idee: iteratives Vorgehen
m fllge nach und nach Punkte ein

® aktualisiere konvexe Hulle in jedem Schritt
m Beobachtung: die konvexe Hullle macht aus-

schlieB3lich Rechtsknicke obere Einhillende
m Reihenfolge: von links nach rechts

® zunachst: nur die obere Einhullende o o untere Einhilllende
Beispiel Andrews Algorithmus
p3 P9 m sortiere P (bzgl. x): p1, ..., pn
o o . . . .
. o P6 m flige p; und p> in Liste L ein

L o
Bl/.pz ®ps Pg  pio

°
p7

L:P1 P2
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Andrews Monotone Chain Algorithmus A“(IT

(Variante des Graham Scan)
Idee: iteratives Vorgehen
m fllge nach und nach Punkte ein

® aktualisiere konvexe Hulle in jedem Schritt
m Beobachtung: die konvexe Hullle macht aus-

schlieB3lich Rechtsknicke obere Einhillende
m Reihenfolge: von links nach rechts

® zunachst: nur die obere Einhlllende . e untere Einhiillende
Beispiel Andrews Algorithmus
p3 [of m sortiere P (bzgl. x): p1, ..., Pn
. o P6 ° m flige p; und p> in Liste L ein
o % 8. m fUr jeden w_eltere.n Puqkt pi:
D1 ®Ps = flige p; hintenin L ein
p7
L:P1 P2 ps3
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Andrews Monotone Chain Algorithmus A“(IT

(Variante des Graham Scan)
Idee: iteratives Vorgehen
m fllge nach und nach Punkte ein

® aktualisiere konvexe Hulle in jedem Schritt
m Beobachtung: die konvexe Hullle macht aus-

schlieB3lich Rechtsknicke obere Einhillende
m Reihenfolge: von links nach rechts

® zunachst: nur die obere Einhuillende o e untere Einhiillende
Beispiel Andrews Algorithmus
p3 [of m sortiere P (bzgl. x): p1, ..., Pn
. o P6 ° m flige p; und p> in Liste L ein
s s © m fUr jeden weiteren Punkt p;:
4 ®ps P10 = flige p; hinten in L ein
5 = solange Linksknick bei letzten

drei Punkten: entferne den

L:P1p2ps3 vorletzten Punkt
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Andrews Monotone Chain Algorithmus A“(IT

(Variante des Graham Scan)
Idee: iteratives Vorgehen
m fllge nach und nach Punkte ein

® aktualisiere konvexe Hulle in jedem Schritt
m Beobachtung: die konvexe Hullle macht aus-

schlieB3lich Rechtsknicke obere Einhillende
m Reihenfolge: von links nach rechts

® zunachst: nur die obere Einhillende o e untere Einhiillende
Beispiel Andrews Algorithmus
p3 [of m sortiere P (bzgl. x): p1, ..., Pn
o - . . .
. o Po m flige p; und p> in Liste L ein
A o o m fUr jeden weiteren Punkt p;:
P2 Ps P10 . . . .
1 ®ps = flige p; hinten in L ein
5 = solange Linksknick bei letzten

drei Punkten: entferne den

L:P1Ps3 vorletzten Punkt
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Andrews Monotone Chain Algorithmus A“(IT

(Variante des Graham Scan)
Idee: iteratives Vorgehen
m fllge nach und nach Punkte ein

® aktualisiere konvexe Hulle in jedem Schritt
m Beobachtung: die konvexe Hullle macht aus-

schlieB3lich Rechtsknicke obere Einhillende
m Reihenfolge: von links nach rechts

® zunachst: nur die obere Einhillende . e untere Einhillende
Beispiel Andrews Algorithmus
p3 [of m sortiere P (bzgl. x): p1, ..., Pn
® - . . .
B, o P6 m flige p; und p> in Liste L ein
A o o m fUr jeden weiteren Punkt p;:
P2 Ps P10 . . . .
D1 *Ps = flige p; hinten in L ein
B = solange Linksknick bei letzten

drei Punkten: entferne den
vorletzten Punkt
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Andrews Monotone Chain Algorithmus A“(IT

(Variante des Graham Scan)
Idee: iteratives Vorgehen
m fllge nach und nach Punkte ein

® aktualisiere konvexe Hulle in jedem Schritt
m Beobachtung: die konvexe Hullle macht aus-

schlieB3lich Rechtsknicke obere Einhillende
m Reihenfolge: von links nach rechts

® zunachst: nur die obere Einhillende . e untere Einhillende
Beispiel Andrews Algorithmus
p3 [of m sortiere P (bzgl. x): p1, ..., Pn
® - . . .
P, o P6 m flige p; und p> in Liste L ein
o o m fUr jeden weiteren Punkt p;:
P2 ° Ps P10 . . . .
p1 P5 = flige p; hinten in L ein
B = solange Linksknick bei letzten

drei Punkten: entferne den

L: P1 p3 pa vorletzten Punkt

Thomas Blasius — Algorithmische Geometrie Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



10

Andrews Monotone Chain Algorithmus A“(IT

(Variante des Graham Scan)
Idee: iteratives Vorgehen
m fllge nach und nach Punkte ein

® aktualisiere konvexe Hulle in jedem Schritt
m Beobachtung: die konvexe Hullle macht aus-

schlieB3lich Rechtsknicke obere Einhillende
m Reihenfolge: von links nach rechts

® zunachst: nur die obere Einhillende o e untere Einhillende
Beispiel Andrews Algorithmus
p3 [of m sortiere P (bzgl. x): p1, ..., Pn
B, o P6 ° m flige p; und p> in Liste L ein
o, s 8 m fUr jeden weiteren Punkt p;:
p1 Ps = flge p; hintenin L ein
B = solange Linksknick bei letzten

drei Punkten: entferne den

L: P1 P3 pa ps vorletzten Punkt
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Andrews Monotone Chain Algorithmus A“(IT

(Variante des Graham Scan)
Idee: iteratives Vorgehen
m fllge nach und nach Punkte ein

® aktualisiere konvexe Hulle in jedem Schritt
m Beobachtung: die konvexe Hullle macht aus-

schlieB3lich Rechtsknicke obere Einhillende
m Reihenfolge: von links nach rechts

® zunachst: nur die obere Einhillende o e untere Einhillende
Beispiel Andrews Algorithmus
p3 [of m sortiere P (bzgl. x): p1, ..., Pn
b, o P6 ° m flige p; und p> in Liste L ein
o, s 8 m fUr jeden weiteren Punkt p;:
p1 Ps = flge p; hintenin L ein
B = solange Linksknick bei letzten

drei Punkten: entferne den

L: P1 P3 pa ps vorletzten Punkt
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Andrews Monotone Chain Algorithmus A“(IT

(Variante des Graham Scan)
Idee: iteratives Vorgehen
m fllge nach und nach Punkte ein

® aktualisiere konvexe Hulle in jedem Schritt
m Beobachtung: die konvexe Hullle macht aus-

schlieB3lich Rechtsknicke obere Einhillende
m Reihenfolge: von links nach rechts

® zunachst: nur die obere Einhlllende o e Untere Einhiillende
Beispiel Andrews Algorithmus
p3 P9 m sortiere P (bzgl. x): p1, ..., Pn
B, ps  ° m flige p; und p> in Liste L ein
0 s 8. m fUr jeden weiteren Punkt p;:
p1 P5 = flige p; hinten in L ein
B = solange Linksknick bei letzten

drei Punkten: entferne den

L: P1 Pp3 ps Ps Pe vorletzten Punkt
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Andrews Monotone Chain Algorithmus A“(IT

(Variante des Graham Scan)
Idee: iteratives Vorgehen
m fllge nach und nach Punkte ein

® aktualisiere konvexe Hulle in jedem Schritt
m Beobachtung: die konvexe Hullle macht aus-

schlieB3lich Rechtsknicke obere Einhillende
m Reihenfolge: von links nach rechts

® zunachst: nur die obere Einhlllende o e Untere Einhiillende
Beispiel Andrews Algorithmus
p3 P9 m sortiere P (bzgl. x): p1, ..., Pn
B ps  ° m flige p; und p> in Liste L ein
0 s 8. m fUr jeden weiteren Punkt p;:
p1 P5 = flige p; hinten in L ein
B = solange Linksknick bei letzten

drei Punkten: entferne den

L: P1 Pp3 ps Ps Pe vorletzten Punkt
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Andrews Monotone Chain Algorithmus A“(IT

(Variante des Graham Scan)
Idee: iteratives Vorgehen
m fllge nach und nach Punkte ein

® aktualisiere konvexe Hulle in jedem Schritt
m Beobachtung: die konvexe Hullle macht aus-

schlieB3lich Rechtsknicke obere Einhillende
m Reihenfolge: von links nach rechts

® zunachst: nur die obere Einhillende ° e Untere Einhiillende
Beispiel Andrews Algorithmus
p3 P9 m sortiere P (bzgl. x): p1, ..., Pn
B, pe ° m flige p; und p> in Liste L ein
A o o m fUr jeden weiteren Punkt p;:
p2 .p5 p8 p]_o a fu . h . .
p1 ge p; hintenin L ein
B = solange Linksknick bei letzten

drei Punkten: entferne den

L: P1 P3s P4 Po vorletzten Punkt
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Andrews Monotone Chain Algorithmus A“(IT

(Variante des Graham Scan)
Idee: iteratives Vorgehen
m fllge nach und nach Punkte ein

® aktualisiere konvexe Hulle in jedem Schritt
m Beobachtung: die konvexe Hullle macht aus-

schlieB3lich Rechtsknicke obere Einhillende
m Reihenfolge: von links nach rechts

® zunachst: nur die obere Einhillende ° e Untere Einhiillende
Beispiel Andrews Algorithmus
p3 P9 m sortiere P (bzgl. x): p1, ..., Pn
o pe ° m flige p; und p> in Liste L ein
A o o m fUr jeden weiteren Punkt p;:
p2 .p5 p8 p]_o a fu . h . .
p1 ge p; hintenin L ein
B = solange Linksknick bei letzten

drei Punkten: entferne den

L: P1 P3s P4 Po vorletzten Punkt
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Andrews Monotone Chain Algorithmus A“(IT

(Variante des Graham Scan)
Idee: iteratives Vorgehen
m fllge nach und nach Punkte ein

® aktualisiere konvexe Hulle in jedem Schritt
m Beobachtung: die konvexe Hullle macht aus-

schlieB3lich Rechtsknicke obere Einhillende
m Reihenfolge: von links nach rechts

® zunachst: nur die obere Einhillende o e untere Einhiillende
Beispiel Andrews Algorithmus
p3 [of m sortiere P (bzgl. x): p1, ..., Pn
o - . . .
p? Pe m flige p; und p> in Liste L ein
A o o m fUr jeden weiteren Punkt p;:
P2 Ps P10 . . . .
1 ®ps = flige p; hinten in L ein
5 = solange Linksknick bei letzten

drei Punkten: entferne den
vorletzten Punkt
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Andrews Monotone Chain Algorithmus A“(IT

(Variante des Graham Scan)
Idee: iteratives Vorgehen
m fllge nach und nach Punkte ein

® aktualisiere konvexe Hulle in jedem Schritt
m Beobachtung: die konvexe Hullle macht aus-

schlieB3lich Rechtsknicke obere Einhillende
m Reihenfolge: von links nach rechts

® zunachst: nur die obere Einhillende o e untere Einhiillende
Beispiel Andrews Algorithmus
p3 [of m sortiere P (bzgl. x): p1, ..., Pn
o - . . .
o Pe m flige p; und p> in Liste L ein
o o m fUr jeden weiteren Punkt p;:
P2 Ps P10 . . . .
D1 ®ps = flige p; hinten in L ein
5 = solange Linksknick bei letzten

drei Punkten: entferne den

L: P1P3 Pe vorletzten Punkt
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Andrews Monotone Chain Algorithmus A“(IT

(Variante des Graham Scan)
Idee: iteratives Vorgehen
m fllge nach und nach Punkte ein

® aktualisiere konvexe Hulle in jedem Schritt
m Beobachtung: die konvexe Hullle macht aus-

schlieB3lich Rechtsknicke obere Einhillende
m Reihenfolge: von links nach rechts

® zunachst: nur die obere Einhillende o o untere Einhilllende
Beispiel Andrews Algorithmus
m sortiere P (bzgl. x): p1, ..., Pn
m flige p; und p> in Liste L ein
® fUr jeden weiteren Punkt p;:
= flige p; hinten in L ein

= solange Linksknick bei letzten
drei Punkten: entferne den
vorletzten Punkt

L: P1 P3 Pe p7
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Andrews Monotone Chain Algorithmus A“(IT

(Variante des Graham Scan)
Idee: iteratives Vorgehen
m fllge nach und nach Punkte ein

® aktualisiere konvexe Hulle in jedem Schritt
m Beobachtung: die konvexe Hullle macht aus-

schlieB3lich Rechtsknicke obere Einhillende
m Reihenfolge: von links nach rechts

® zunachst: nur die obere Einhillende o o untere Einhilllende
Beispiel Andrews Algorithmus
m sortiere P (bzgl. x): p1, ..., Pn
m flige p; und p> in Liste L ein
® fUr jeden weiteren Punkt p;:
= flige p; hinten in L ein

= solange Linksknick bei letzten
drei Punkten: entferne den
vorletzten Punkt

L: P1 P3 Pe p7
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Andrews Monotone Chain Algorithmus A“(IT

(Variante des Graham Scan)
Idee: iteratives Vorgehen
m fllge nach und nach Punkte ein

® aktualisiere konvexe Hulle in jedem Schritt
m Beobachtung: die konvexe Hullle macht aus-

schlieB3lich Rechtsknicke obere Einhillende
m Reihenfolge: von links nach rechts

® zunachst: nur die obere Einhillende o o untere Einhilllende
Beispiel Andrews Algorithmus
m sortiere P (bzgl. x): p1, ..., Pn
m flige p; und p> in Liste L ein
® fUr jeden weiteren Punkt p;:
= flige p; hinten in L ein

= solange Linksknick bei letzten
drei Punkten: entferne den
vorletzten Punkt

L:P1 P3 Pe P7 Ps
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Andrews Monotone Chain Algorithmus A“(IT

(Variante des Graham Scan)
Idee: iteratives Vorgehen
m fllge nach und nach Punkte ein

® aktualisiere konvexe Hulle in jedem Schritt
m Beobachtung: die konvexe Hullle macht aus-

schlieB3lich Rechtsknicke obere Einhillende
m Reihenfolge: von links nach rechts

® zunachst: nur die obere Einhillende o o untere Einhilllende
Beispiel Andrews Algorithmus
m sortiere P (bzgl. x): p1, ..., Pn
m flige p; und p> in Liste L ein
® fUr jeden weiteren Punkt p;:
= flige p; hinten in L ein

= solange Linksknick bei letzten
drei Punkten: entferne den
vorletzten Punkt

L:P1 P3 Pe P7 Ps
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Andrews Monotone Chain Algorithmus A“(IT

(Variante des Graham Scan)
Idee: iteratives Vorgehen
m fllge nach und nach Punkte ein

® aktualisiere konvexe Hulle in jedem Schritt
m Beobachtung: die konvexe Hullle macht aus-

schlieB3lich Rechtsknicke obere Einhillende
m Reihenfolge: von links nach rechts

® zunachst: nur die obere Einhillende o e untere Einhiillende
Beispiel Andrews Algorithmus
p3 [of m sortiere P (bzgl. x): p1, ..., Pn
o - . . .
p? Pe m flige p; und p> in Liste L ein
A o m fUr jeden weiteren Punkt p;:
P2 Ps P10 . . . .
1 ®ps = flige p; hinten in L ein
5 = solange Linksknick bei letzten

drei Punkten: entferne den

L: P1 P3s Ps Ps vorletzten Punkt

Thomas Blasius — Algorithmische Geometrie Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



10

Andrews Monotone Chain Algorithmus A“(IT

(Variante des Graham Scan)
Idee: iteratives Vorgehen
m fllge nach und nach Punkte ein

® aktualisiere konvexe Hulle in jedem Schritt
m Beobachtung: die konvexe Hullle macht aus-

schlieB3lich Rechtsknicke obere Einhillende
m Reihenfolge: von links nach rechts

® zunachst: nur die obere Einhillende o e untere Einhiillende
Beispiel Andrews Algorithmus
p3 [of m sortiere P (bzgl. x): p1, ..., Pn
o - . . .
o Pe m flige p; und p> in Liste L ein
A o m fUr jeden weiteren Punkt p;:
P2 Ps P10 . . . .
1 ®ps = flige p; hinten in L ein
5 = solange Linksknick bei letzten

drei Punkten: entferne den

L: P1 P3s Ps Ps vorletzten Punkt
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Andrews Monotone Chain Algorithmus A“(IT

(Variante des Graham Scan)
Idee: iteratives Vorgehen
m fllge nach und nach Punkte ein

® aktualisiere konvexe Hulle in jedem Schritt
m Beobachtung: die konvexe Hullle macht aus-

schlieB3lich Rechtsknicke obere Einhillende
m Reihenfolge: von links nach rechts

® zunachst: nur die obere Einhillende o e untere Einhiillende
Beispiel Andrews Algorithmus
p3 [of m sortiere P (bzgl. x): p1, ..., Pn
x Pé m flige p; und p> in Liste L ein
A o m fUr jeden weiteren Punkt p;:
P2 Ps P10 . . . .
1 ®ps = flige p; hinten in L ein
5 = solange Linksknick bei letzten

drei Punkten: entferne den

L: P1 P3 P6 Ps P9 vorletzten Punkt
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Andrews Monotone Chain Algorithmus A“(IT

(Variante des Graham Scan)
Idee: iteratives Vorgehen
m fllge nach und nach Punkte ein

® aktualisiere konvexe Hulle in jedem Schritt
m Beobachtung: die konvexe Hullle macht aus-

schlieB3lich Rechtsknicke obere Einhillende
m Reihenfolge: von links nach rechts

® zunachst: nur die obere Einhuillende o e untere Einhiillende
Beispiel Andrews Algorithmus
p3 [of m sortiere P (bzgl. x): p1, ..., Pn
. o P6 \ m flige p; und p> in Liste L ein
o, ® e m fUr jeden weiteren Punkt p;:
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Analog: untere Einhillende m | ist die obere Einhillende
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Andrews Algorithmus — Analyse

Andrews Algorithmus Laufzeit:

m sortiere P (bzgl. x): p1, ..., pn
m flge p; und ps in Liste L ein
® fUr jeden weiteren Punkt p;:
= flige p; hinten in L ein
= solange Linksknick bei letzten
drei Punkten: entferne den

vorletzten Punkt
m [ ist die obere Einhullende

Thomas Blasius — Algorithmische Geometrie

IT
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Andrews Algorithmus — Analyse A“(IT

Andrews Algorithmus Laufzeit:
m sortiere P (bzgl. x): p1,..., pn O(nlog n)
= fige p; und p; in Liste L ein O(1)
® fir jeden weiteren Punkt p;: O(77?)

= flge p; hintenin L ein O(1)

m solange Linksknick bei letzten O(77?)

drei Punkten: entferne den
vorletzten Punkt
m [ ist die obere Einhiillende O(n)
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drei Punkten: entferne den .
vorletzten Punkt
m [ ist die obere Einhiillende O(n)

kann jedem Punkt nur einmal passieren
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m flge p; und ps in Liste L ein o

a fiir jeden weiteren Punkt p;: * W

= flige p; hinten in L ein
= solange Linksknick bei letzten
drei Punkten: entferne den
vorletzten Punkt
m | ist die obere Einhullende
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“ s . 2@
m fUr jeden weiteren Punkt p;: eps  (erstx,dann y)
= fiige p; hinten in L ein PL eps

olange Linksknick bei letzten _
l(sjrei %umlqen; Ientfer;]e Zden Sonderfall: kollineare Punkte

vorletzten Punkt P
m [ ist die obere Einhlllende p2
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Andrews Algorithmus
m sortiere P (bzgl. x): p1, ..., pn

m flge p; und ps in Liste L ein
m fUr jeden weiteren Punkt p;:
= flige p; hinten in L ein

= solange Linksknick bei letzten
drei Punkten: entferne den
vorletzten Punkt
m | ist die obere Einhullende

Thomas Blasius — Algorithmische Geometrie

Laufzeit: O(nlog n)
Sonderfall: gleiche x-Koordinaten

e 5 m sortiere lexikographisch

p
** op  (erstx, dann y)

o
P1 e P3

Sonderfall: kollineare Punkte
P3y m p2 sollte nicht Teil der
Ausgabe sein

m prife auf Rechtsknick,
P1 statt auf Linksknick

p2
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Andrews Algorithmus — Analyse A“(IT

Andrews Algorithmus Laufzeit: O(nlogn)
m sortiere P (bzgl. x): p1, ..., P Sonderfall: gleiche x-Koordinaten
= flige p1 und p; in Liste L ein ePs m sortiere lexikographisch
. . P2e
m fUr jeden weiteren Punkt p;: eps  (erstx,dann y)
= fiige p; hinten in L ein PL eps

» solange Linksknick bei letzten
drei I%unkten: entferne den  Sonderfall: kollineare Punkte

vorletzten Punkt Pe m p2 sollte nicht Teil der
= [ ist die obere Einhiillende P> Ausgabe sein
m prife auf Rechtsknick,
P1 statt auf Linksknick
Robustheit

® was passiert, wenn eine Prufung auf Links- vs. Rechtsknick schief geht?
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Sonderfall: kollineare Punkte
P3y m p2 sollte nicht Teil der
Ausgabe sein

m prife auf Rechtsknick,
P1 statt auf Linksknick

Robustheit
® was passiert, wenn eine Prufung auf Links- vs. Rechtsknick schief geht?

m das resultierende Polygon hat ggf. einen leichten Linksknick
® ein Punkt liegt ggf. leicht auf3erhalb des Polygons
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Andrews Algorithmus — Analyse A“(IT

Andrews Algorithmus Laufzeit: O(nlogn)
m sortiere P (bzgl. x): p1, ..., P Sonderfall: gleiche x-Koordinaten
= flige p1 und p; in Liste L ein ePs m sortiere lexikographisch
. . P2e
m fUr jeden weiteren Punkt p;: eps  (erstx,dann y)
= fiige p; hinten in L ein PL eps

= solange Linksknick bei letzten
drei Punkten: entferne den
vorletzten Punkt

Sonderfall: kollineare Punkte
P3y m p2 sollte nicht Teil der

m [ ist die obere Einhiillende P2 Ausgabe sein
m prife auf Rechtsknick,
p1 statt auf Linksknick
Robustheit

® was passiert, wenn eine Prufung auf Links- vs. Rechtsknick schief geht?
m das resultierende Polygon hat ggf. einen leichten Linksknick

® ein Punkt liegt ggf. leicht auf3erhalb des Polygons

® aber: das Resultat ist in jedem Fall ein Polygon, das ahnlich zu CH(P) ist
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Andrews Algorithmus — Korrektheit

Andrews Algorithmus
m sortiere P (bzgl. x): p1, ..., pn

m flge p; und ps in Liste L ein
® fUr jeden weiteren Punkt p;:
= flige p; hinten in L ein
= solange Linksknick bei letzten
drei Punkten: entferne den

vorletzten Punkt
m [ ist die obere Einhullende

Thomas Blasius — Algorithmische Geometrie

IT
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Andrews Algorithmus — Korrektheit A“(IT

Andrews Algorithmus Lemma
u sortiere P (bzgl. x): p1, ..., pn Der Algorithmus berechnet die obere
m flge p; und ps in Liste L ein Einhillende L von P.

® fUr jeden weiteren Punkt p;:
= flige p; hinten in L ein
= solange Linksknick bei letzten
drei Punkten: entferne den

vorletzten Punkt
m [ ist die obere Einhullende
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Andrews Algorithmus Lemma
m sortiere P (bzgl. x): p1, ..., pn Der Algorithmus berechnet die obere
m flge p; und ps in Liste L ein Einhillende L von P.
m fUr jeden weiteren Punkt p;: Beweis
= flige p; hinten in L ein m zeige: L verbindet p; mit p,, sodass

= solange Linksknick bei letzten ® [ macht nur Rechtsknicke
drei Punkten: entferne den m jeder Punkt aus P\ L liegt unter L
vorletzten Punkt
m [ ist die obere Einhulllende
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= solange Linksknick bei letzten u [ macht nur Rechtsknicke
drei Punkten: entferne den m jeder Punkt aus P\ L liegt unter L

vorletzten Punkt m zeige diese Aussagen per Induktion
m [ ist die obere Einhullende Uber i fir die Punkte P; = {p1, ..., pi}
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= flige p; hinten in L ein m zeige: L verbindet p; mit p,, sodass

= solange Linksknick bei letzten u [ macht nur Rechtsknicke
drei Punkten: entferne den m jeder Punkt aus P\ L liegt unter L

vorletzten Punkt m zeige diese Aussagen per Induktion
m [ ist die obere Einhullende Uber i fir die Punkte P; = {p1, ..., pi}

Nach Schritt i startet L bei p; und endet bei p;
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Andrews Algorithmus Lemma
m sortiere P (bzgl. x): p1, ..., pn Der Algorithmus berechnet die obere
m flge p; und ps in Liste L ein Einhillende L von P.
m fUr jeden weiteren Punkt p;: Beweis
= flige p; hinten in L ein m zeige: L verbindet p; mit p,, sodass

= solange Linksknick bei letzten u [ macht nur Rechtsknicke
drei Punkten: entferne den m jeder Punkt aus P\ L liegt unter L

vorletzten Punkt m zeige diese Aussagen per Induktion
m [ ist die obere Einhullende Uber i fir die Punkte P; = {p1, ..., pi}

Nach Schritt i startet L bei p; und endet bei p;
m offensichtlich, da erster und letzter Punkt nie geloscht werden
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Andrews Algorithmus Lemma
m sortiere P (bzgl. x): p1, ..., pn Der Algorithmus berechnet die obere
m flge p; und ps in Liste L ein Einhillende L von P.
m fUr jeden weiteren Punkt p;: Beweis
= flige p; hinten in L ein m zeige: L verbindet p; mit p,, sodass

= solange Linksknick bei letzten u [ macht nur Rechtsknicke
drei Punkten: entferne den m jeder Punkt aus P\ L liegt unter L

vorletzten Punkt m zeige diese Aussagen per Induktion
m [ ist die obere Einhullende Uber i fir die Punkte P; = {p1, ..., pi}

Nach Schritt i macht L nur Rechtsknicke
= stimmt nach der Initialisierung (i = 2) P2
P1
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Andrews Algorithmus Lemma
m sortiere P (bzgl. x): p1, ..., pn Der Algorithmus berechnet die obere
m flge p; und ps in Liste L ein Einhillende L von P.
m fUr jeden weiteren Punkt p;: Beweis
= flige p; hinten in L ein m zeige: L verbindet p; mit p,, sodass

= solange Linksknick bei letzten u [ macht nur Rechtsknicke
drei Punkten: entferne den m jeder Punkt aus P\ L liegt unter L

vorletzten Punkt m zeige diese Aussagen per Induktion
m [ ist die obere Einhullende Uber i fir die Punkte P; = {py, ..., pi}
Nach Schritt i macht L nur Rechtsknicke
m stimmt nach der Initialisierung (i = 2) P2
m nach Schritt i besteht L aus zwei Teilen #*
® Prafix des Polygons L aus dem vor- —e P
herigen Schritt / — 1 .
= Kante zu p; / pi—1
P1
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Andrews Algorithmus Lemma
m sortiere P (bzgl. x): p1, ..., pn Der Algorithmus berechnet die obere
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Nach Schritt i macht L nur Rechtsknicke
m stimmt nach der Initialisierung (i = 2) P2
m nach Schritt i besteht L aus zwei Teilen #* Rechtsknick
= Préfix des Polygons L aus dem vor- 4 _epi

herigen Schritt / — 1

= Kante zu p m f /’ P

p1 nur Rechtsknicke

(Induktionsvoraussetzung)
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m sortiere P (bzgl. x): p1, ..., pn Der Algorithmus berechnet die obere
m flge p; und ps in Liste L ein Einhillende L von P.
m fUr jeden weiteren Punkt p;: Beweis
= flige p; hinten in L ein m zeige: L verbindet p; mit p,, sodass

= solange Linksknick bei letzten u [ macht nur Rechtsknicke
drei Punkten: entferne den m jeder Punkt aus P\ L liegt unter L

vorletzten Punkt m zeige diese Aussagen per Induktion
m [ ist die obere Einhullende Uber i fir die Punkte P; = {py, ..., pi}
Nach Schritt i macht L nur Rechtsknicke
m stimmt nach der Initialisierung (i = 2) P2
m nach Schritt i besteht L aus zwei Teilen #* Rechtsknick
= Préfix des Polygons L aus dem vor- 4 _epi

herigen Schritt / — 1

= Kante zu p m f /’ P

= nur Rechtsknicke p1 nur Rechtsknicke

(Induktionsvoraussetzung)
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Andrews Algorithmus — Korrektheit A“(IT

Andrews Algorithmus Lemma
m sortiere P (bzgl. x): p1, ..., pn Der Algorithmus berechnet die obere
m flge p; und ps in Liste L ein Einhillende L von P.
m fUr jeden weiteren Punkt p;: Beweis
= flige p; hinten in L ein m zeige: L verbindet p; mit p,, sodass

= solange Linksknick bei letzten u [ macht nur Rechtsknicke
drei Punkten: entferne den m jeder Punkt aus P\ L liegt unter L

vorletzten Punkt m zeige diese Aussagen per Induktion
m [ ist die obere Einhullende Uber i fir die Punkte P; = {p1, ..., pi}

Nach Schritt i liegt jeder Punkt aus P; \ L unter L
= stimmt nach der Initialisierung (i = 2) P2
P1
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Andrews Algorithmus — Korrektheit A“(IT

Andrews Algorithmus Lemma
m sortiere P (bzgl. x): p1, ..., pn Der Algorithmus berechnet die obere
m flge p; und ps in Liste L ein Einhillende L von P.
m fUr jeden weiteren Punkt p;: Beweis
= flige p; hinten in L ein m zeige: L verbindet p; mit p,, sodass

= solange Linksknick bei letzten u [ macht nur Rechtsknicke
drei Punkten: entferne den m jeder Punkt aus P\ L liegt unter L

vorletzten Punkt m zeige diese Aussagen per Induktion
m [ ist die obere Einhullende Uber i fir die Punkte P; = {p1, ..., pi}

Nagh Schritt i liegt jeder Punkt gus P; \ L unter L keine Knoten aus P._;
m stimmt nach der Initialisierung (i = 2) P2 (Induktionsvoraussetzung)
P1

m stimmt auch nach dem Einflagen von p; Di
Pi—1

p1
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Andrews Algorithmus — Korrektheit A“(IT

Andrews Algorithmus Lemma
m sortiere P (bzgl. x): p1, ..., pn Der Algorithmus berechnet die obere
m flge p; und ps in Liste L ein Einhillende L von P.
m fUr jeden weiteren Punkt p;: Beweis
= flige p; hinten in L ein m zeige: L verbindet p; mit p,, sodass

= solange Linksknick bei letzten u [ macht nur Rechtsknicke
drei Punkten: entferne den m jeder Punkt aus P\ L liegt unter L

vorletzten Punkt m zeige diese Aussagen per Induktion
m [ ist die obere Einhullende Uber i fir die Punkte P; = {p1, ..., pi}
Nach Schritt i liegt jeder Punktaus P;\ LunterL . . . . 1
® stimmt nach der Initialisierung (i = 2) P2 (Induktionsvoraussetzung)
m stimmt auch nach dem Einfligen von p; P D;
® Loschen eines Punkts p aus L schiebt L Pi-1
nur weiter nach oben p1
® aul3erdem liegt p danach unter L pi pi
""" \/ — './.
p p
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Andrews Algorithmus — Korrektheit A“(IT

Andrews Algorithmus Lemma
m sortiere P (bzgl. x): p1, ..., pn Der Algorithmus berechnet die obere
m flge p; und ps in Liste L ein Einhillende L von P.
m fUr jeden weiteren Punkt p;: Beweis
= flige p; hinten in L ein m zeige: L verbindet p; mit p,, sodass

= solange Linksknick bei letzten u [ macht nur Rechtsknicke
drei Punkten: entferne den m jeder Punkt aus P\ L liegt unter L

vorletzten Punkt m zeige diese Aussagen per Induktion
m [ ist die obere Einhullende Uber i fir die Punkte P; = {p1, ..., pi}

Nagh Schritt i liegt jeder Punkt gus P; \ L unter L keine Knoten aus P._;

® stimmt nach der Initialisierung (i = 2) o P2 (Induktionsvoraussetzung)

m stimmt auch nach dem Einfligen von p; P D;
m Ldschen eines Punkts p aus L schiebt L Pi—1

Theorem
Andrews Algo berechnet die konvexe Hulle von n Punkten in O(nlog n).
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Berechne die konvexe Hulle ﬂ(".
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Berechne die konvexe Hulle ﬂ(".
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Geht es schneller? A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie
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Geht es schneller? A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Theorem
Wenn die konvexe Hulle von n Punkten in f(n) Zeit berechnet werden
kann, dann kann man auch n Zahlen in O(f(n) + n) Zeit sortieren.

Beweis
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Geht es schneller? A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Theorem
Wenn die konvexe Hulle von n Punkten in f(n) Zeit berechnet werden
kann, dann kann man auch n Zahlen in O(f(n) + n) Zeit sortieren.

Beweis
®m gegeben: n Zahlen a4, ..., a,

m konstruiere n Punkie P = {p1,...,pn}
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Geht es schneller? A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Theorem
Wenn die konvexe Hulle von n Punkten in f(n) Zeit berechnet werden
kann, dann kann man auch n Zahlen in O(f(n) + n) Zeit sortieren.

Beweis
®m gegeben: n Zahlen a4, ..., a,

= konstruiere n Punkte P = {p1, ..., p,} mit p; = (a;, a°)

1

Beispiel
ag=2,ax=1,a3=3,a4 =0
A

0 - ® P3

4: ®p1

11 op

T T g
pal 1 5 3
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AT

Geht es schneller? e

Theorem
Wenn die konvexe Hulle von n Punkten in f(n) Zeit berechnet werden
kann, dann kann man auch n Zahlen in O(f(n) + n) Zeit sortieren.

Beweis
®m gegeben: n Zahlen a4, ..., a,

m konstruiere n Punkte P = {p1, ..., pn} mit p; = (a;, a?)
® CH(P) enthalt die Punkte sortiert nach a;

Beispiel
ag=2,ax=1,a3=3,a4 =0
A

0 1 P3
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AT

Geht es schneller? e

Theorem
Wenn die konvexe Hulle von n Punkten in f(n) Zeit berechnet werden
kann, dann kann man auch n Zahlen in O(f(n) + n) Zeit sortieren.

Beweis
®m gegeben: n Zahlen a4, ..., a,

m konstruiere n Punkte P = {p1, ..., pn} mit p; = (a;, a?)
® CH(P) enthalt die Punkte sortiert nach a;

® Sortierung lasst sich in O(n) aus CH(P) ablesen Beispiel
ag=2,ax=1,a3=3,a4 =0
A
O - P3
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Geht es schneller? \“(IT

ut far Technologie

Theorem
Wenn die konvexe Hulle von n Punkten in f(n) Zeit berechnet werden
kann, dann kann man auch n Zahlen in O(f(n) + n) Zeit sortieren.

Beweis
®m gegeben: n Zahlen a4, ..., a,

m konstruiere n Punkte P = {p1, ..., pn} mit p; = (a;, a?)
® CH(P) enthalt die Punkte sortiert nach a;

® Sortierung lasst sich in O(n) aus CH(P) ablesen Beispiel
ag=2,ax=1,a3=3,a4 =0
A
9 - P3
Untere Schranke '
m vergleichsbasiertes Sortieren: Q(nlog n)

® Andrews Algorithmus ist also optimal

(wenn man nicht verriickte Dinge mit Zahlen machen mdéchte)
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Gift Wrapping (Jarvis March) A“(IT

Alternativer Ansatz o
» Annahme: wir haben schon einen Teil der ® o
oberen Einhiillenden . e o
a Ziel: finde den nachsten Punkt I
o ° o
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Gift Wrapping (Jarvis March)

Alternativer Ansatz

@ Annahme: wir haben schon einen Teil der
oberen Einhlllenden

m Ziel: finde den nachsten Punkt

® wahle den Punkt mit dem kleinsten Winkel
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Gift Wrapping (Jarvis March) A“(IT

Alternativer Ansatz °
@ Annahme: wir haben schon einen Teil der o
oberen Einhiillenden e o o
m Ziel: finde den nachsten Punkt . ¢ ° . °

® wahle den Punkt mit dem kleinsten Winkel
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Gift Wrapping (Jarvis March)

Alternativer Ansatz

@ Annahme: wir haben schon einen Teil der
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m Ziel: finde den nachsten Punkt

® wahle den Punkt mit dem kleinsten Winkel
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Gift Wrapping (Jarvis March) A“(IT

Alternativer Ansatz

@ Annahme: wir haben schon einen Teil der
oberen Einhlllenden

m Ziel: finde den nachsten Punkt

® wahle den Punkt mit dem kleinsten Winkel

Laufzeit
® pro Schritt: Minimum suchen — O(n)
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Gift Wrapping (Jarvis March) A“(IT

Alternativer Ansatz

@ Annahme: wir haben schon einen Teil der
oberen Einhlllenden

m Ziel: finde den nachsten Punkt

® wahle den Punkt mit dem kleinsten Winkel

Laufzeit
® pro Schritt: Minimum suchen — O(n)

® h Schritte, flr h = |CH(P)|

15 Thomas Blasius — Algorithmische Geometrie Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Gift Wrapping (Jarvis March) A“(IT

Alternativer Ansatz

@ Annahme: wir haben schon einen Teil der
oberen Einhlllenden

m Ziel: finde den nachsten Punkt

® wahle den Punkt mit dem kleinsten Winkel

Laufzeit
® pro Schritt: Minimum suchen — O(n)

® h Schritte, flr h = |CH(P)|

Theorem
Der Gift Wrapping Algorithmus berechnet Konvexe Hulle von n Punkten P
in O(hn) Zeit, wobei h die Anzahl Punkte von CH(P) ist.

15 Thomas Blasius — Algorithmische Geometrie Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Gift Wrapping (Jarvis March)

Alternativer Ansatz

@ Annahme: wir haben schon einen Teil der
oberen Einhlllenden

m Ziel: finde den nachsten Punkt

® wahle den Punkt mit dem kleinsten Winkel

Laufzeit
® pro Schritt: Minimum suchen — O(n)

® h Schritte, flr h = |CH(P)|

Theorem
Der Gift Wrapping Algorithmus berechnet Konvexe Hulle von n Punkten P
in O(hn) Zeit, wobei h die Anzahl Punkte von CH(P) ist.

Anmerkungen
m ein solcher Algorithmus heif3t ausgabesensitiv
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Gift Wrapping (Jarvis March)

Alternativer Ansatz

@ Annahme: wir haben schon einen Teil der
oberen Einhlllenden

m Ziel: finde den nachsten Punkt

® wahle den Punkt mit dem kleinsten Winkel

Laufzeit
® pro Schritt: Minimum suchen — O(n)

® h Schritte, flr h = |CH(P)|

Theorem
Der Gift Wrapping Algorithmus berechnet Konvexe Hulle von n Punkten P
in O(hn) Zeit, wobei h die Anzahl Punkte von CH(P) ist.

Anmerkungen
m ein solcher Algorithmus heif3t ausgabesensitiv
® auf gewissen Instanzen (kleines h) kann er die untere Schranke schlagen
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Zusammenfassung AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Heute gesehen
® Algorithmus zur Berechnung der konvexen Hulle mit Laufzeit O(nlog n)
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Zusammenfassung AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Heute gesehen
® Algorithmus zur Berechnung der konvexen Hulle mit Laufzeit O(nlog n)
® untere Schranke von Q(nlog n)
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Zusammenfassung A“(IT

Institut fur Technologie

Heute gesehen

= Algorithmus zur Berechnung der konvexen Hulle mit Laufzeit O(nlog n)
® untere Schranke von Q(nlog n)

® Ausgabesensitiver Algorithmus mit Laufzeit O(hn)
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Zusammenfassung AT

Heute gesehen

= Algorithmus zur Berechnung der konvexen Hulle mit Laufzeit O(nlog n)
® untere Schranke von Q(nlog n)

® Ausgabesensitiver Algorithmus mit Laufzeit O(hn)

m die Robustheit ist ein wichtiger Aspekt in der algorithmischen Geometrie
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Zusammenfassung AT

Heute gesehen

® Algorithmus zur Berechnung der konvexen Hulle mit Laufzeit O(nlog n)
® untere Schranke von Q(nlog n)

® Ausgabesensitiver Algorithmus mit Laufzeit O(hn)

m die Robustheit ist ein wichtiger Aspekt in der algorithmischen Geometrie
®m initial allgemeine Lage anzunehmen hilft beim Algorithmenentwurf
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Zusammenfassung A“(IT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Heute gesehen

® Algorithmus zur Berechnung der konvexen Hulle mit Laufzeit O(nlog n)
® untere Schranke von Q(nlog n)

® Ausgabesensitiver Algorithmus mit Laufzeit O(hn)

m die Robustheit ist ein wichtiger Aspekt in der algorithmischen Geometrie
®m initial allgemeine Lage anzunehmen hilft beim Algorithmenentwurf

Was gibt es sonst noch?
m es geht sogar mit Laufzeit O(nlog h)

16 Thomas Blasius — Algorithmische Geometrie Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Zusammenfassung A“(IT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Heute gesehen

® Algorithmus zur Berechnung der konvexen Hulle mit Laufzeit O(nlog n)
® untere Schranke von Q(nlog n)

® Ausgabesensitiver Algorithmus mit Laufzeit O(hn)

m die Robustheit ist ein wichtiger Aspekt in der algorithmischen Geometrie
®m initial allgemeine Lage anzunehmen hilft beim Algorithmenentwurf

Was gibt es sonst noch?

m es geht sogar mit Laufzeit O(nlog h)
® hdohere Dimensionen
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Zusammenfassung A“(IT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Heute gesehen

® Algorithmus zur Berechnung der konvexen Hulle mit Laufzeit O(nlog n)
® untere Schranke von Q(nlog n)

® Ausgabesensitiver Algorithmus mit Laufzeit O(hn)

m die Robustheit ist ein wichtiger Aspekt in der algorithmischen Geometrie
®m initial allgemeine Lage anzunehmen hilft beim Algorithmenentwurf

Was gibt es sonst noch?

m es geht sogar mit Laufzeit O(nlog h)
® hohere Dimensionen
m konvexe Hulle eines einfachen Polygons geht in O(n)
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