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. .
Wo sind wir?

1 Tiefensuche
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.
Motivation

Wir wollen einen Graphen erkunden!
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KIT

.
Motivation

Wir wollen einen Graphen erkunden!

Aber haben wir dazu nicht schon die Breitensuche (BFS)?
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KIT

.
Motivation

Wir wollen einen Graphen erkunden!

Aber haben wir dazu nicht schon die Breitensuche (BFS)?
® Startet bei beliebigen Startknoten s
@ Erkundet Graphen schichtweise
® Auf ungewichteten Graphen: kiirzeste Wege von s aus
a Allgemein: Knoten geordnet nach Distanz / Anzahl Kanten zwischen ihnen und s
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SKIT

.
Motivation

Wir wollen einen Graphen erkunden!

Aber haben wir dazu nicht schon die Breitensuche (BFS)?
@ Startet bei beliebigen Startknoten s
@ Erkundet Graphen schichtweise
@ Auf ungewichteten Graphen: kirzeste Wege von s aus
a Allgemein: Knoten geordnet nach Distanz / Anzahl Kanten zwischen ihnen und s

Was wollen wir?

Eine Knotenordnung, die nicht (nur) vom Abstand zu einem Startknoten abhangt und Erreichbarkeit zwischen
Knoten abbildet. Auf gerichteten Graphen: eine topologische Sortierung (wenn mdglich).
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Tiefensuche (depth-first search)

Idee: stets so weit absteigen wie mdglich
® Oder anders: setze Weg entlang unentdeckter Knoten mdglichst lang fort
@ Beginnend bei Startknoten s
® Wahle stets (beliebigen) noch nicht besuchten Nachbarn
@ Falls alle Nachbarn besucht: eine Ebene nach oben
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Tiefensuche (depth-first search)

Idee: stets so weit absteigen wie mdglich

® QOder anders: setze Weg entlang unentdeckter Knoten méglichst lang fort

® Beginnend bei Startknoten s

@ Wahle stets (beliebigen) noch nicht besuchten Nachbarn

@ Falls alle Nachbarn besucht: eine Ebene nach oben

In Pseudocode gegossen:

KIT

Karlsruhe Institute of Technology

1: DFS(G = (V,E) : Graph, v : Node)
2: COLOR(V)
3: for u € N(v) do
4: if -COLORED(u) then
5: | DFS(G,u)
Tiefensuche

00@00000000000
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Tiefensuche (depth-first search)

DFS(G = (V, E) : Graph, v : Node)
COLOR(V)
for u € N(v) do
if -COLORED(v) then
| DFS(G,u)

a R w2

Das an sich ist noch wenig spannend. Wir wollen uns ja eine Knotenordnung berechnen! Was brauchen wir
daftir?
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Tiefensuche (depth-first search)

KIT
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DFS(G = (V, E) : Graph, v : Node)
COLOR(V)
for u € N(v) do
if -COLORED(u) then

parent[u] = v
DFS(G, u)

FIN[v] = curr

curr = curr+1

o N2 R D2

Flr jeden Knoten v merken wir uns:
@ Seinen Elter-Knoten parent(v)
& Wann er vollstédndig abgearbeitet wurde, dazu FIN(v) (gleich mehr dazu)
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Kantentypen

@
CD/@\@

Tiefensuchreihenfolge: s, b, d, c, e, f, g
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Kantentypen

@ Baumkante
@ Rickkante zu einem Vorganger
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Tiefensuchreihenfolge: s, b, d, c, e, f, g
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Kantentypen
]
A
@ Baumkante
@ Rickkante zu einem Vorganger
@ Vorkante zu einem Nachfolger im selben Teilbaum
O,

Tiefensuchreihenfolge: s, b, d, c, e, f, g
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KIT

Kantentypen
]
A
@ Baumkante
@ Rickkante zu einem Vorganger
@ Vorkante zu einem Nachfolger im selben Teilbaum
] in einen bereits abgearbeiteten Teilbaum hinein /@\
0,

Tiefensuchreihenfolge: s, b, d, c, e, f, g
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Kantentypen

@ Baumkante

® Riickkante zu einem Vorganger

@ \orkante zu einem Nachfolger im selben Teilbaum

a in einen bereits abgearbeiteten Teilbaum hinein
Querkanten kénnen bei DFS auf ungerichteten Graphen nicht
auftreten.

Warum? f

Tiefensuchreihenfolge: s, b, d, c, e, f, g
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Kantentypen A“(IT

Karlsruhe Institute of Technology

]
A
@ Baumkante
@ Riickkante zu einem Vorganger
@ Vorkante zu einem Nachfolger im selben Teilbaum
a in einen bereits abgearbeiteten Teilbaum hinein
O——

Querkanten kénnen bei DFS auf ungerichteten Graphen nicht
auftreten.

Eine Querkante (u, v) zeigt an, dass v von u aus nicht erreichbar
war, als u abgearbeitet wurde. f

Tiefensuchreihenfolge: s, b, d, c, e, f, g
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Kantentypen

Baumkante
Rulckkante zu einem Vorganger
Vorkante zu einem Nachfolger im selben Teilbaum
in einen bereits abgearbeiteten Teilbaum hinein

lllegale Kanten kdnnen nicht auftreten

O——

Tiefensuchreihenfolge: s, b, d, c, e, f, g
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Was wollen wir tiber Knoten wissen?

Fir BFS berechnen wir fir nur Knoten ihren Elter und ihre Entfernung zum Startknoten. Fir DFS:
@ Elter-Knoten (und darlber die Lage im DFS-Baum)

Tiefensuche Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
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KIT

Was wollen wir tiber Knoten wissen?

Fur BFS berechnen wir fur nur Knoten ihren Elter und ihre Entfernung zum Startknoten. Fir DFS:
@ Elter-Knoten (und dariiber die Lage im DFS-Baum)
@ DFS-Nummer, wird bei Entdeckung vergeben
@ FIN-Nummer, wird vergeben, wenn vollstandig abgearbeitet
a |ow-Wert, die kleinste aus unterliegendem Teilbaum erreichbare DFS-Nummer

Im Folgenden: Aller Werte inklusive globalen Zahlern mit 0 initialisiert

Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
0000

Tiefensuche
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Was wollen wir tiber Knoten wissen? A“(IT

Fir BFS berechnen wir fir nur Knoten ihren Elter und ihre Entfernung zum Startknoten. Fir DFS:
@ Elter-Knoten (und darlber die Lage im DFS-Baum)
@ DFS-Nummer, wird bei Entdeckung vergeben
@ FIN-Nummer, wird vergeben, wenn vollstandig abgearbeitet
a low-Wert, die kleinste aus unterliegendem Teilbaum erreichbare DFS-Nummer

Erinnerung: unser rekursiver Ansatz fiir DFS

DFS(G = (V, E) : Graph, v : Node)
COLOR(V)
for u € N(v) do
if ~COLORED(v) then
| DFS(G,u)

a h w2

Wann berechnen wir diese Werte in unserem Algorithmus?
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DFS-Nummer A“(IT

Karlsruhe Institute of Technology

@ Beschreibt den Zeitpunkt, zu dem ein Knoten das erste Mal besucht wird
@ Deswegen auch: Nachfolger im DFS-Baum haben ausschlieBBlich héhere DFS-Nummern
@ Berechnung Uber globalen Z&hler
® im Pseudocode: dfsNum
o 00000 TopSlogische Sortierung e e g 00000

Institut fir Theoretische Informatik,
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DFS-Nummer A“(IT

Karlsruhe Institute of Technology

@ Beschreibt den Zeitpunkt, zu dem ein Knoten das erste Mal besucht wird

@ Deswegen auch: Nachfolger im DFS-Baum haben ausschlieBBlich héhere DFS-Nummern
@ Berechnung Uber globalen Z&hler

® im Pseudocode: dfsNum

1: DFS(G = (V,E) : Graph, v : Node)

2 COLOR(V)

3: dfsNum[v] := dfsCounter

4: dfsCounter := dfsCounter + 1

5: for u € N(v) do

6: if ~COLORED(u) then

7: | DFS(G,u)
Tiefensuche Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
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FI N' N u m me r Karlsruhe Institute of Technology
@ Beschreibt den Zeitpunkt, zu dem ein Knoten vollstandig abgearbeitet ist
@ Deswegen auch: Nachfolger im DFS-Baum haben ausschlieBlich niedrigere FIN-Nummern
@ Berechnung Uber globalen Z&hler
® im Pseudocode: FIN

Tiefensuche Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
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FIN-Nummer A“(IT

Karlsruhe Institute of Technology

@ Beschreibt den Zeitpunkt, zu dem ein Knoten vollstandig abgearbeitet ist

@ Deswegen auch: Nachfolger im DFS-Baum haben ausschlie3lich niedrigere FIN-Nummern
@ Berechnung Uber globalen Z&hler

® im Pseudocode: FIN

1: DFS(G = (V,E) : Graph, v : Node)

2 COLOR(V)

3: for u € N(v) do

4: if -COLORED(u) then

5: | DFS(G,u)

6: FIN[v] ;= finCounter

7: finCounter := finCounter + 1
Tiefensuche Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
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FIN-Nummer

@ Beschreibt den Zeitpunkt, zu dem ein Knoten vollstandig abgearbeitet ist

@ Deswegen auch: Nachfolger im DFS-Baum haben ausschlieBlich niedrigere FIN-Nummern
@ Berechnung Uber globalen Z&hler

® im Pseudocode: FIN

Gegeben sei ein Knoten v € V. Wie finden wir nur anhand von DFS- und FIN-Nummer heraus, welche Knoten
die Kinder von v im DFS-Baum sind?
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FIN-Nummer

@ Beschreibt den Zeitpunkt, zu dem ein Knoten vollstandig abgearbeitet ist

@ Deswegen auch: Nachfolger im DFS-Baum haben ausschlie3lich niedrigere FIN-Nummern
@ Berechnung Uber globalen Z&hler

® im Pseudocode: FIN

Gegeben sei ein Knoten v € V. Wie finden wir nur anhand von DFS- und FIN-Nummer heraus, welche Knoten
die Kinder von v im DFS-Baum sind?

Es gilt fir Knoten u, v € V:

dfsNum[v] < dfsNum[u] A FIN[v] > FIN[u] = uist Kind von v

Tiefensuche Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
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I OW'We rt Karlsruhe Institute of Technology

® Tlow(v) ist Minimum von dfsNum(v) und kleinster DFS-Nummer, die aus dem Teilbaum unter v tber
eine Riickkante erreichbar ist

® Berechnung Uber die DFS-Nummern (Beachte: alle relevanten Nummern bereits korrekt gesetzt)
® im Pseudocode: low

Tiefensuche Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
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I OW'We rt Karlsruhe Institute of Technology

® low(v) ist Minimum von dfsNum(v) und kleinster DFS-Nummer, die aus dem Teilbaum unter v liber
eine Riickkante erreichbar ist

@ Berechnung Uber die DFS-Nummern (Beachte: alle relevanten Nummern bereits korrekt gesetzt)

@ im Pseudocode: low

1: DFS(G = (V,E) : Graph, v : Node)

2: COLOR(V)

3: Low[v] := dfsNum[v]

4: for u € N(v) do

5: if ~COLORED(u) then

6: DFS(G, u)

7: Low[v] := min{low[v], low[u] // Baumkante

8: else

9: | Low[v] := min{low[v], Low[u] // Nichtbaumkante
LS 00000 Lpglpaisehe Sortierng A R
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Und nun alles zusammen:

KIT

Karlsruhe Institute of Technology

1: DFS(G = (V,E) : Graph, v : Node)

2: COLOR(V)

3: dfsNum[v] := dfsCounter

4: dfsCounter := dfsCounter + 1

5: Low[v] := dfsNum[v]

6: for u € N(v) do

7: if -COLORED(u) then

8: DFS(G, u)

9: Low[v] := min{low[v], low[u] // Baumkante

10: else

11: | Low[v] := min{low[v], Low[u] // Nichtbaumkante

12: FIN[v] ;== finCounter

13: finCounter := finCounter + 1
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Beispiel
Knoten:

d —
B

dfsNum

low

Kanten:
<«— Baumkante

<— Rickkante
<— Vorkante

Tiefensuche Topologische Sortierung
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Beispiel
Knoten:

d —_
B

dfsNum

low

Kanten:
<— Baumkante

<«— Riickkante
<«— Vorkante

Tiefensuche
0000000008000 0

Starte bei Startknoten s

Topologische Sortierung
0000
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Beispiel
Knoten:

d —_
B

dfsNum

low

Kanten:
<— Baumkante

<— Ruckkante
<«— Vorkante

Tiefensuche
0000000008000 0
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Verfolge Baumkante (s, 1)
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Beispiel
Knoten:

d —_
B

dfsNum

low

Kanten:
<— Baumkante

<— Ruckkante
<«— Vorkante

Tiefensuche
0000000008000 0

111
1./

2%
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.
S

Verfolge Baumkante (1,4)

Topologische Sortierung
0000
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Beispiel
Knoten:

d—‘
B

dfsNum

low

Kanten:
<— Baumkante

<— Ruckkante
<«— Vorkante

Tiefensuche
0000000008000 0
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.
S

&
3/
Verfolge Baumkante (4,7)
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Beispiel ﬂ(IT

Karlsruhe Institute of Technology

Knoten: oy
g 3 WS
|
dfsNum
11 y
low
Kanten: <4

<«— Baumkante
<— Ruckkante 3z

17
< Vorkante 1
Entdecke Riickkante (4, 1), aktualisiere low[4] == 1

Tiefensuche Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
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Beispiel
Knoten: oy
d~ VS
(%) 0/
I
dfsNum

low
Kanten: Ca
2

<— Baumkante
<— Ruckkante B
7
<— Vorkante 1
Finalisiere 7 und aktualisiere FIN[7] := 0, weiter mit Elter 4

Tiefensuche Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
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Beispiel
Knoten: oy
d~ VS
(%) 0/
I
dfsNum

low
Kanten: 24
1

<— Baumkante
<— Rickkante B
7
<— Vorkante 1
Finalisiere 4 und aktualisiere FIN[4] := 1, weiter mit Elter 1

Tiefensuche Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
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Beispiel
Knoten:

d —_
B

dfsNum

low

Kanten:
<— Baumkante

<— Ruckkante
<«— Vorkante

Tiefensuche
0000000008000 0

JY
W2

KIT
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.
S

Verfolge Baumkante (1, 5)

Topologische Sortierung
0000
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Beispiel
Knoten:

d —_
B

dfsNum

low

Kanten:
<— Baumkante

<— Ruckkante
<«— Vorkante

Tiefensuche
0000000008000 0

JY
W2

Entdecke Ruckkante (5, s), aktualisiere low[5] := 0

Topologische Sortierung
0000
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Beispiel
Knoten:

d —_
B

dfsNum

low

Kanten:
<— Baumkante

<— Ruckkante
<«— Vorkante

Tiefensuche
0000000008000 0
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0
02/ ]

"
W)
Finalisiere 5 und aktualisiere FIN[5] := 2, weiter mit Elter 1
Topologische Sortierung

0000

Dynamische Progammierung
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Beispiel
Knoten:

d —_
B

dfsNum

low

Kanten:
<— Baumkante

<— Ruckkante
<«— Vorkante

Tiefensuche
0000000008000 0
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KIT

Karlsruhe Institute of Technology

0
02/ ]

.
W)
Finalisiere 1 und aktualisiere FIN[1] := 3, weiter mit Elter s
Topologische Sortierung

0000

Dynamische Progammierung

Institut fir Theoretische Informatik,
Skalierbare Algorithmen
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Beispiel
Knoten:

d—‘
B

dfsNum

low

Kanten:
<— Baumkante

<— Ruckkante
<«— Vorkante

Tiefensuche
0000000008000 0
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KIT

Karlsruhe Institute of Technology

oS
O.J pring

"
|1 D
Entdecke Vorkante (s,4)

Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
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Beispiel
Knoten:

d —_
B

dfsNum

low

Kanten:
<— Baumkante

<— Ruckkante
<«— Vorkante

Tiefensuche
0000000008000 0
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Karlsruhe Institute of Technology

.
S

17 57

] )

01 52

"/
W)
Verfolge Baumkante (s, 2)

Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
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0000000000000 O00O0O0000O000000
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Beispiel
Knoten:

d —_
B

dfsNum

low

Kanten:
<— Baumkante

<— Ruckkante
<«— Vorkante

Tiefensuche
0000000008000 0
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Karlsruhe Institute of Technology

S

"/
W)
Entdecke Querkante (2,5)

Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
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Beispiel
Knoten:

d —_
B

dfsNum

low

Kanten:
<— Baumkante

<— Ruckkante
<«— Vorkante

Tiefensuche
0000000008000 0
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Karlsruhe Institute of Technology

.
S

17 57

] ]

01 52

"/
W)
Verfolge Baumkante (2, 6)

Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
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Beispiel
Knoten:

d —_
B

dfsNum

low

Kanten:
<— Baumkante

<— Ruckkante
<«— Vorkante

Tiefensuche
0000000008000 0
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Karlsruhe Institute of Technology

.
S

17 57

] ]

01 52

‘ 4= 67
44 02/ 68/
D 771
W) 78
Verfolge Baumkante (6, 8)

Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
0000

0000000000000 O00O0O0000O000000

Institut fir Theoretische Informatik,
Skalierbare Algorithmen



KIT

Beispiel
Knoten: o
<(i E(‘) S
I
dfsNum
i F 5°
] ]
01 52
low
Kanten: 22 A B
9t 02) 68/

<— Baumkante
<— Riickkante 33 o ]
< Vorkante 12 72)
Finalisiere 8 und aktualisiere FIN[8] := 4, weiter mit Elter 6

Tiefensuche Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
0000000008000 0 0000 0000000000000 O00O0O0000O000000

Institut fir Theoretische Informatik,
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Beispiel
Knoten:

d —_
B

dfsNum

low

Kanten:
<— Baumkante

<— Ruckkante
<«— Vorkante

Tiefensuche
0000000008000 0

12/46 August 28,2023  Henriette Farber: 5. Zusatztutorium

KIT

Karlsruhe Institute of Technology

.
S

D 5~
] ]
o) 52

By 47 67

] ] ]

14 02) N

/

B 774
W 78) )
Verfolge Baumkante (6, 9)

Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
0000

0000000000000 O00O0O0000O000000

Institut fir Theoretische Informatik,
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Beispiel
Knoten:

d —_
B

dfsNum

low

Kanten:
<— Baumkante

<— Ruckkante
<«— Vorkante

Tiefensuche
0000000008000 0
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KIT

Karlsruhe Institute of Technology

o
0s

i 57
] ]
01 52

2% 4~ 1

] ] ]

14 02) N

X 7 8
W 78) )
Entdecke Querkante (9, 8)

Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
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Beispiel
Knoten: o
g 5 WS
I
dfsNum
D 5
[} [}
01 52
low

Kanten: <4

47 67
1 'o?) I66
<«— Baumkante /

<— Ruckkante 3 ; 7 8 8 9
<— Vorkante 1D 72/ 82/
Finalisiere 9 und aktualisiere FIN[9] := 5, weiter mit Elter 6

Tiefensuche Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
0000000008000 0 0000

Institut fir Theoretische Informatik,

12/46 August 28,2023  Henriette Farber: 5. Zusatztutorium Skalierbare Algorithmen

0000000000000 O00O0O0000O000000



KIT

Beispiel
Knoten: o
g 5 WS
I
dfsNum
D 5
[} [}
01 52
low

Kanten: 2

‘ 47 67
1 'o?) '66
<«— Baumkante /

<— Ruckkante 3 ; 7 8 8 9
<— Vorkante 1D 72/ 82/
Finalisiere 6 und aktualisiere FIN[6] := 6, weiter mit Elter 2

L

Tiefensuche Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
0000000008000 0 0000 0000000000000 O00O0O0000O000000

Institut fir Theoretische Informatik,
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KIT

Beispiel
Knoten: o
g 5 WS
I
dfsNum
D 5
[} [}
01 52
low

Kanten: 2

‘ 47 67
1 'o?) '66
<«— Baumkante /

<— Ruckkante 3 ; 7 8 8 9
<— Vorkante 1D 72/ 82/
Finalisiere 2 und aktualisiere FIN[2] := 7, weiter mit Elter s

L

Tiefensuche Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
0000000008000 0 0000 0000000000000 O00O0O0000O000000

Institut fir Theoretische Informatik,

12/46 August 28,2023  Henriette Farber: 5. Zusatztutorium Skalierbare Algorithmen



Beispiel
Knoten:

d —_
B

dfsNum

low

Kanten:
<— Baumkante

<— Ruckkante
<«— Vorkante

Tiefensuche
0000000008000 0
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KIT

Karlsruhe Institute of Technology

i
oS

17 57 97~

] ] 1

o) 52 93 )

W
N\

X 7 8
W 78) 'sd)
Verfolge Baumkante (s, 3)

Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
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Beispiel
Knoten:

d —_
B

dfsNum

low

Kanten:
<— Baumkante

<— Ruckkante
<«— Vorkante

Tiefensuche
0000000008000 0
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i
oS

17 57 97~

] ] 1

o) 52 93 )

W
N\

X 7 8
W) 78 %Y
Entdecke Querkante (3, 2)

Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
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Karlsruhe Institute of Technology

Beispiel
Knoten: o
S

d—‘
(%)
dfsNum
1 F 5 97
11 |52 |93_J

low

Kanten: 271 4 6
H4 |0§) /;?§<\&

<— Baumkante
<— Riickkante Be 7 8
7 1.8 1.9
< Vorkante 12 72) 82/
Finalisiere 3 und aktualisiere FIN[3] := 8, weiter mit Elter s

Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
0000 0000000000000 O00O0O0000O000000
Institut fir Theoretische Informatik,

Skalierbare Algorithmen
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Beispiel
Knoten:

d —_
B

dfsNum

low

Kanten:
<«— Baumkante

<«— Riickkante
<«— Vorkante

Tiefensuche
0000000008000 0

12/46 August 28, 2023
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Topologische Sortierung
0000

Henriette Farber: 5. Zusatztutorium
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Finalisiere s

1.6

9~

93

\_
82/

KIT

Karlsruhe Institute of Technology

Dynamische Progammierung
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Kantentypen bestimmen

Gegeben eine Kante (u, v) € E, wie kdnnen wir ihren Kantentyp bestimmen?

Tiefensuche Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
0000000000 e000 0000 0000000000000 O00O0O0000O000000

Institut fir Theoretische Informatik,
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KIT

Kantentypen bestimmen

Gegeben eine Kante (u, v) € E, wie kdnnen wir ihren Kantentyp bestimmen?

Kantentyp DFS-Nummer FIN-Nummer Anmerkung
Baumkante klein — grof3 groB — klein parent[u] = v
Vorkante klein — groB3 gro3 — klein parent[u] # v
Ruackkante groB3 — klein klein — grof3 _
groB3 — klein groB3 — Klein _
Tiefensuche Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
0000000000 e000 0000 0000000000000 O00O0O0000O000000
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Kantentypen bestimmen

Gegeben eine Kante (u, v) € E, wie kdnnen wir ihren Kantentyp bestimmen?

KIT

Karlsruhe Institute of Technology

Kantentyp DFS-Nummer FIN-Nummer Anmerkung
Baumkante klein — grof3 groB — klein parent[u] = v
Vorkante klein — groB3 groB3 — klein parent[u] # v
Riickkante grof3 — klein klein — groB3 —
Querkante groB3 — klein groB3 — Klein _

Wichtige Erkenntnis

Die Informationen, sprich: die Nummern, zu den Knoten dienen nicht nur der Bestimmung von Kantentypen.
Wir kénnen mit ihnen auch Beziehungen zwischen Knoten erkennen.

Tiefensuche Topologische Sortierung
0000000000 e000 0000
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KIT

Beziehungen zwischen Knoten

Sei G = (V, E) ein Graph und seien u, v € V gegeben. Dann gilt fir das Ergebnis der DFS auf G:

Beobachtung Schlussfolgerung

dfsNum[u] < dfsNum[v] u wurde vor v entdeckt

FIN[u] < FIN[v] u wurde vor v finalisiert

FIN[u] < dfsNum[v] es gibt keinen Pfad von u nach v

dfsNum[v] < dfsNum[u] A FIN[u] < FIN[v] wistKind von v
LowNum[u] = dfsNum[v] A uistKind von v  u liegt auf einem Kreis

Tiefensuche Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
0000000000080 0000 0000000000000 O00O0O0000O000000

Institut fir Theoretische Informatik,
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Ilterativ oder rekursiv?

Wir kennen beide Varianten der Tiefensuche. Der rekursive Ansatz hat sowohl Vor- als auch Nachteile:

Tiefensuche Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
000000000000 e0 0000 0000000000000 O00O0O0000O000000

Institut fir Theoretische Informatik,

15/46 August 28, 2023  Henriette Farber: 5. Zusatztutorium Skalierbare Algorithmen



KIT

Karlsruhe Institute of Technology

Ilterativ oder rekursiv?

Wir kennen beide Varianten der Tiefensuche. Der rekursive Ansatz hat sowohl Vor- als auch Nachteile:

Vorteile
® Ubersichtlicher
@ Ggf. einfacher zu verstehen
® Ggf. einfacher zu implementieren

Nachteile

® Rekursionstack hat auf realen PCs endliche Gré3e

® Funktionsaufrufe brauchen Zeit (und Ressourcen)
@ Globale Variablen nétig (problematisch insbesondere bei mehreren parallelen Aufrufen)

Es geht auch iterativ!
Dynamische Progammierung

Topologische Sortierung
0000 0000000000000 O00O0O0000O000000

Tiefensuche

000000000000 e0
Institut fir Theoretische Informatik,

Skalierbare Algorithmen
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lterative DFS A“(IT

Karlsruhe Institute of Technology

1: ITERDFS(G = (V, E) : Graph, s : Node)
2 parent: [Node;n] = (L,..., 1)

3: todo, done : Stack(Node) = ()

4 todo.push(s)

Tiefensuche Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
o] 0000e 0000 000
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KIT

Ilterative DFS

1: ITERDFS(G = (V, E) : Graph, s : Node)
2 parent: [Node;n] = (L,..., 1)
3 todo, done : Stack(Node) = ()
4 todo.push(s)

5: while —todo.empty() do
6 v : Node = todo.pop()
7 if -COLORED(v) then
8

Tiefensuche Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
0000000000000 e 0000 0000000000000 O00O0O0000O000000
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KIT

Ilterative DFS

1: ITERDFS(G = (V, E) : Graph, s : Node)

2 parent: [Node;n] = (L,..., 1)

3 todo, done : Stack(Node) = ()

4 todo.push(s)

5: while —todo.empty() do

6: v : Node = todo.pop()

7 if -COLORED(v) then

8 COLOR(V)

9 while parent[v] # done.top() do done.pop()
0 done.push(v)

Tiefensuche Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
o] O 0000 [e]e]e]

[]e] ] 000
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Ilterative DFS

KIT

Karlsruhe Institute of Technology

1: ITERDFS(G = (V, E) : Graph, s : Node)
2 parent: [Node;n] = (L,..., 1)
3 todo, done : Stack(Node) = ()
4 todo.push(s)

5: while —todo.empty() do
6

7

8

v : Node = todo.pop()
if -COLORED(v) then
: COLOR(V)

9: while parent[v] # done.top() do done.pop()

10: done.push(v)

11: for u € N(v) do

12: if ~COLORED(u) then

13 todo.push(u)

14: parent[u] = v

Zie}grisuche UW:'(I)I.le ﬁdone.empty() do done'p§§)§2ogische Sortierung Dynamische Péoguammierung
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KIT

. .
Wo sind wir?

2 Topologische Sortierung

Tiefensuche Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
0000000000000 0 0000 0000000000000 O00O0O0000O000000
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SKIT

Karlsruhe Institute of Technology

Topologische Sortierung

Topologische Sortierung
(Total-)Ordnung auf Objekten gemén einer vorgegebenen Abhangigkeits-Beziehung

Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
(o] Jeole} 0000000000000 O00O0O0000O000000
Institut fir Theoretische Informatik,

Skalierbare Algorithmen
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KIT

Topologische Sortierung

Topologische Sortierung

(Total-)Ordnung auf Objekten geman einer vorgegebenen Abhangigkeits-Beziehung

Topologische Sortierung auf Graphen

Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph. Eine topologische Sortierung auf G ist eine Ordnung der Knoten V,
sodass jede Kante von einem kleineren zu einem gréB3eren Knoten zeigt.

Tiefensuche Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
0000000000000 0 (o] Jeole} 0000000000000 O00O0O000O0O000000
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Topologische Sortierung

Topologische Sortierung

(Total-)Ordnung auf Objekten gem&n einer vorgegebenen Abhangigkeits-Beziehung

Topologische Sortierung auf Graphen

Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph. Eine topologische Sortierung auf G ist eine Ordnung der Knoten V,
sodass jede Kante von einem kleineren zu einem gréBeren Knoten zeigt.

Was mussen wir firr die Existenz einer topologischen Sortierung voraussetzen?

Tiefensuche Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
0000000000000 0 (o] Jeole} 0000000000000 O00O0O0000O000000
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Topologische Sortierung ﬂIT

Topologische Sortierung

(Total-)Ordnung auf Objekten gem&n einer vorgegebenen Abhangigkeits-Beziehung

Topologische Sortierung auf Graphen

Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph. Eine topologische Sortierung auf G ist eine Ordnung der Knoten V,
sodass jede Kante von einem kleineren zu einem gréBeren Knoten zeigt.

Eine topologische Sortierung auf G existiert genau dann, wenn G azyklisch ist (also ein DAG).

Tiefensuche Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
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TopoSort A“(IT

Karlsruhe Institute of Technology

1: TOPOSORT(G = (V, ) DAG) : [Node; n]
2 topo: [N; n] = (0,...,0)

3 forv € Vdo

4: if not marked v then

5 | DFS(G,V)

6 return topo

Tiefensuche Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
0000000000000 0 [e]e] Jo} 0000000000000 O00O0O000O0O000000
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TopoSort
1: TOPOSORT(G = (V, ) DAG) : [Node; n]
2: topo: [N; n] = (0,...,0)
3: for v e Vdo
4 if not marked v then
5: | DFS(G,V)
6: return topo
7. DFS(G = (V, E): Graph, v : Node)
8: mark v
9: for u € N(v) do
10: if not marked u then
11 | DFS(G,u)
12: finNum[v] := finCounter
13: topolfinCounter] := v
14: finCounter = finCounter + 1
Zioeéegosgghoeoooooo Z%ptocl)ogiSChe Sortierung
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Karlsruhe Institute of Technology

Dynamische Progammierung
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KIT

Topologische Sortierung auf DAGs

Wir kénnen uns zur Berechnung einer topologischen Sortierung die DFS zu Nutze machen!
® |dee: FIN-Nummern nutzen
@ Vorgehen: Flhre DFS aus, bis alle Knoten entdeckt, sortiere Knoten entsprechend ihrer FIN-Nummern

Tiefensuche Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
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KIT

Topologische Sortierung auf DAGs
Knoten: Kanten:
B
D
dfsNum Baumkante
Ruckkante
low Vorkante

Topologische Sortierung:

Tiefensuche Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
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KIT

Topologische Sortierung auf DAGs

Knoten: Kanten:
d —_—
o)
dfsNum Baumkante
Rickkante
low Vorkante

Topologische Sortierung:
2,7

Tiefensuche Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
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KIT

Topologische Sortierung auf DAGs

Knoten: Kanten:
d —_—
o)
dfsNum Baumkante
Rickkante
low Vorkante

Topologische Sortierung:
2,7

Tiefensuche Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
0000000000000 0 oooe 0000000000000 O00O0O0000O000000
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KIT

Topologische Sortierung auf DAGs

Knoten: Kanten:
d —_—
o)
dfsNum Baumkante
Rickkante
low Vorkante

Topologische Sortierung:
t2,7,11,9,5,2

Tiefensuche Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
0000000000000 0 oooe 0000000000000 O00O0O0000O000000
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KIT

Topologische Sortierung auf DAGs

Knoten: Kanten:
d —_—
o)
dfsNum Baumkante
Rickkante
low Vorkante

Topologische Sortierung:
t2,7,11,9,5,2

Tiefensuche Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
0000000000000 0 oooe 0000000000000 O00O0O0000O000000
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KIT

Topologische Sortierung auf DAGs

Knoten: Kanten:
d —_—
o)
dfsNum Baumkante
Rickkante
low Vorkante

Topologische Sortierung:
t2,7,11,9,5,2,6, 3, st

Tiefensuche Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
0000000000000 0 oooe 0000000000000 O00O0O0000O000000
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KIT

Karlsruhe Institute of Technology

Topologische Sortierung auf DAGs

Knoten: Kanten:
B
h)
dfsNum Baumkante
Ruckkante
low Vorkante

Topologische Sortierung:
t2,7,11,9,5,2,6, 3, st

Tiefensuche Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
0000000000000 0 oooe 0000000000000 O00O0O0000O000000
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Karlsruhe Institute of Technology

Topologische Sortierung auf DAGs

Knoten: Kanten:
B
h)
dfsNum Baumkante
Ruckkante
low Vorkante

Topologische Sortierung:
t2,7,11,9,5,2,6,3,s1,4,s2

Tiefensuche Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
0000000000000 0 oooe 0000000000000 O00O0O0000O000000
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. .
Wo sind wir?

3 Dynamische Progammierung

Tiefensuche Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
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Dynamische Programmierung

Dynamische Programmierung

Ansatz zur Lésung von Problemen, deren optimale Lésung sich aus optimalen L6sungen von
Teilproblemen zusammensetzt.
@ |dee: Berechne Losungen der Teilprobleme, berechne darauf aufbauend die Lésung des Gesamtproblems
@ Basis: Rekurrenz, anhand derer aus Teillésungen eine neue Lésung berechnet wird (muss gezeigt
werden!)
@ Wichtig: Optimale Lésungen von Teilproblemen ergeben neue optimale Lésung
® Sinnvolle Formulierung von Teilproblemen kann knifflig sein und erfordert etwas Kreativitat

Tiefensuche Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
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DI - MS I Karlsruhe Institute of Technology

Bekanntes Beispiel

Wir kennen bereits einen Algorithmus, der dynamische Programmierung verwendet: Der Kruskal-Algorithmus.

a Teilprobleme: Teilgraphen, Teilldsugen: Teil-MSTs

@ Basis-Instanz: Teilgraph mit nur einem Knoten, sind ihr eigener MST

@ Aus der VL wissen wir: MST setzt sich aus MSTs zusammen

@ Also: Kruskal berechnet optimale Lésung des Gesamtproblems aus optimalen Lésungen von
Teilproblemen

Tiefensuche Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
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Einschub: Greedy-Algorithmus

Def.: Greedy-Algorithmus

Ein Greedy-Algorithmus ist ein Algorithmus, der lokal optimale Schritte macht. Es wird schrittweise der
Folgezustand ausgewahlt, der zum Zeitpunkt der Wahl das beste Ergebnis verspricht (Bewertung der
maoglichen Teillésugen durch eine Bewertungsfunktion).

Greedy-Algorithmen sind i.d.R. schnell, I6sen Probleme jedoch nicht optimal.

Tiefensuche Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
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Einschub: Greedy-Algorithmus

Def.: Greedy-Algorithmus

Ein Greedy-Algorithmus ist ein Algorithmus, der lokal optimale Schritte macht. Es wird schrittweise der
Folgezustand ausgewahlt, der zum Zeitpunkt der Wahl das beste Ergebnis verspricht (Bewertung der
maoglichen Teillésugen durch eine Bewertungsfunktion).

Greedy-Algorithmen sind i.d.R. schnell, I6sen Probleme jedoch nicht optimal.

Deshalb: Beweis bei DP notwendig

Um zu zeigen, dass unser DP-Algorithmus eine optimale Lésung liefert, missen wir beweisen, dass das
Zusammensetzten optimaler Losungen von uns formulierter Teilprobleme immer optimale Losungen liefert.

Tiefensuche Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
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Rucksackproblem

weight 4~
4 =+

3+

pr =10 p2 =15 ps=7

Tiefensuche Topologische Sortierung
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Dynamische Progammierung
0000@000000000000000000000

Institut fir Theoretische Informatik,
Skalierbare Algorithmen



Rucksackproblem

weight 4~
4 =+

3+

KIT

Karlsruhe Institute of Technology

pr =10 p2 =15 ps=7

Tiefensuche

Topologische Sortierung
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Rucksackproblem
weight 4~
4 4
3T 3
2 4
2 2
1T+ 1 3 1
O - .
pr =10 po = 15 ps =7 G"reedy Oetlmale
Lésung Lésung
f(x)=15 f(x) =17
Tiefensuche Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
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DP - Rucksackproblem

Gegeben:
@ feste Rucksack-Kapazitat M
® n Elemente, jeweils mit einem Gewicht w; und einem Profit p;

Gesucht: Auawahl an Elementen so, dass. ..

& Profit maximiert wird
& die Summer der Gewichte der ausgewahlten Elemente M nicht Uibersteigt

Wie sehen sinnvolle Teilprobleme einer Rucksackprobleminstanz aus?

Tiefensuche Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
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DP - Rucksackproblem

Gegeben:
a feste Rucksack-Kapazitat M
@ n Elemente, jeweils mit einem Gewicht w; und einem Profit p;
Gesucht: Auawahl an Elementen so, dass. ..
@ Profit maximiert wird
@ die Summer der Gewichte der ausgewahlten Elemente M nicht Ubersteigt

Teilprobleme: Einschrankung auf eine Teilkapazitdt C < M und eine Teilmenge der ersten i < Elemente.

Lemma zu Teilproblemen des Rucksackproblems

Fir den optimalen Profit P(i, C) eines Rucksacks der Kapazitat C mit den Elementen {1..i} gilt:

P(i, C) = max(P(i —1,C), P(i—1,C — w;) + p;)

wenn /i nicht wenn i gewahlt wird

gewahlt wird
Tiefensuche Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
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DP - Rucksackproblem

® Wir setzen also als Rekursionsanfang/kleinstes Teilproblem P(0, C) = 0.

@ Basisinstanzen:

Tiefensuche
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DP - Rucksackproblem

® Wir setzen also als Rekursionsanfang/kleinstes Teilproblem P(0, C) = 0.
® Basisinstanzen:
u (0, C) mit optimaler Lésung P(0, C) =0
® (i,0)furie {1,...,n} mit optimaler Ldsung P(i,0) =0
@ Davon ausgehend: schrittweise Kapazitat erhdhen / Elementmenge erweitern und Lemma von eben
nutzen

a Teilldésungen werden festgehalten in Tabelle mit n x M Eintragen

Tiefensuche Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
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DP -Rucksackproblem Algo

1: DYNAMICKNAPSACK(p: [N;n],w: [N;n],M: N) : N
2: P : [[No;M +1];n+ 1] = ({0, ..., 0), ..., 0, ..., 0))
3 decision : [[Bool;M + 1;n + 1]= ((f, ..., 1), ..., (f,
4: foric{1,...,n—1}do

5: for C € {0,...,M} do

6: if C > w;and P[i — 1][C — w;] + p; > P[i — 1][C] then
7 PIIC] = P[i —1][C — w] + p

8

: decision[i, C] = w
9: else

10: P[i][C] = P[i — 1][C]
11: decision[i, C] .= f

12: return P[n][M]

Laufzeit:

Tiefensuche Topologische Sortierung
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// gultige Losung
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DP -Rucksackproblem Algo

1: DYNAMICKNAPSACK(p: [N;n],w: [N;n],M: N) : N
2: P : [[No;M +1];n+ 1] = ({0, ..., 0), ..., 0, ..., 0))
3 decision : [[Bool;M + 1;n + 1]= ((f, ..., 1), ..., (f,
4: foric{1,...,n—1}do

5: for C € {0,...,M} do

6: if C > w;and P[i — 1][C — w;] + p; > P[i — 1][C] then
7 PIIC] = P[i —1][C — w] + p

8

: decision[i, C] = w
9: else

10: P[i][C] = P[i — 1][C]
11: decision[i, C] .= f

12: return P[n][M]

Laufzeit: O(nM) = pseudopolynomiell

Tiefensuche Topologische Sortierung
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DP - Rucksackproblem Beispiel

Es sei ein Rucksack der Kapazitat M = 7, der Gewichtsvektor w = (1, 3,5,4) und der Profitvektor

p = (10,15,30,20) gegeben.

Wir haben eine Losungstabelle inder der Algorithmus P = (i, C) und in Klammern decision[i][C] in jeder Zelle
eintragt.

i C 0 1 2 3 4 5 6 7
0 of)lom |[o® |om|[o@d® |od|[o@ |0
1 0 (f)
2 0 (f)
3 0 (f)
4 0 (f)
Tiefensuche Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
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DP - Rucksackproblem Lésung
I C 0 1 2 3 4 5 6 7
0 om | oM | o@ | o | o® | o@® | o | o
1 0(f) | 10 (w) | 10(w) | 10 (w) | 10 (w) | 10 (w) | 10 (w) | 10 (w)
2 o | 10(F | 10(f) | 15w) | 25(w) | 25 (w) | 25 (w) | 25 (W)
3 o(f) | 10(F) | 10(f) | 15(f) | 25(f) | 30 (w) | 40 (w) | 40 (w)
4 o(f) | 10(F) | 10(f) | 15(F) | 25(f) | 30(F) | 40(f) | 40(H
1: GETSOLUTION: {0,1}" // Rekonstruiere Ldsung
2: C=M
3: X : [Boolin+ 1] = (f, ..., f) // Index 0 in x wird ignoriert
4: forie {n,...,1} do
5: x[i] :== decisionl[i, C]
6: if decision[i, C][i] ==wthen C:=C —w;
T return x ) ) ' )
LSS 00000 Lpolpgisehe Sortierung e e 88 0000
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Losen von Problemen mit DP

Schritt 1 - Kreativitat:

Wie kann das Problem in Teilprobleme zerlegt werden, sodass alle Losungen der Teilprobleme eine
Gesamtlésung ergeben?

Tiefensuche Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
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Losen von Problemen mit DP

Schritt 1 - Kreativitat:
Wie kann das Problem in Teilprobleme zerlegt werden, sodass alle Losungen der Teilprobleme eine

Gesamtlésung ergeben?

Schritt 2 - Rekurrenz:
Wie kdnnen wir rekursiv aus den Teilproblemen eine Gesamtlésung berechnen?
Ist die neue L&sung korrekt und (falls notwendig) optimal? (Beweisen!)

Tiefensuche Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
0000 0000000000000 000000000000

0000000000000 0
Institut fir Theoretische Informatik,

31/46 August 28,2023  Henriette Farber: 5. Zusatztutorium Skalierbare Algorithmen



KIT

Karlsruhe Institute of Technology

Losen von Problemen mit DP

Schritt 1 - Kreativitat:
Wie kann das Problem in Teilprobleme zerlegt werden, sodass alle Losungen der Teilprobleme eine

Gesamtlésung ergeben?

Schritt 2 - Rekurrenz:
Wie kénnen wir rekursiv aus den Teilproblemen eine Gesamtlésung berechnen?

Ist die neue L&sung korrekt und (falls notwendig) optimal? (Beweisen!)

Schritt 3 - Algorithmuskonstruktion:
Wie kann die rekursive Formel iterativ berechnet werden?
In welcher Reihenfolge werden die Lésungen berechnet um keine Abh&ngigkeitsprobleme zu bekommen?

Tiefensuche Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
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SC h r i tt 1 - Kreat i V i tét Karlsruhe Institute of Technology

Zentrale Frage: Wie kann das Problem zerlegt werden?
n~»n-—1
n~»n/2
Baum ~~ Teilbdume
String ~» Substring(s)
Array ~~ TeilArray(s)
Mengen von Elemente ~~ Teilemenge(n) der Elemente

Tiefensuche Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
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SC h r i tt 1 - Kreat i V i tét Karlsruhe Institute of Technology

Zentrale Frage: Wie kann das Problem zerlegt werden?
n~»n-—1
n~»n/2
Baum ~~ Teilbdume
String ~» Substring(s)
Array ~~ TeilArray(s)
Mengen von Elemente ~~ Teilemenge(n) der Elemente

Wichtig dabei; Teilldsungen missen zu Gesamtlésung zusammengebaut werden kénnen.

Tiefensuche Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
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Schritt 2 - Rekurrenz A“(IT

Karlsruhe Institute of Technology

Nachdem wir eine Idee haben wie wir das Problem zerlegen kénnen, geht es darum eine rekursive Formel zu
finden, in der alle Falle inbegriffen sind, die auftreten kénnen um eine optimale Ldsung aus Teilldsungen zu
erzeugen.

Fiir das Rucksackproblem gilt:
P(i,C) = max(P(i—1,C),P(i—1,C — w;) + p;)

wenn j nicht wenn j gewahlt wird
gewahlt wird

In diesem Fall haben wir 2 Méglichkeiten: wir nehmen das aktuelle Element i oder wir nehmen das aktuelle
Element i nicht.

Tiefensuche Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
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Schritt 2 - Rekurenz 2

In diesem Beispiel ist relativ schnell ersichtlich, warum wir aus den Teilproblemen eine optimale Lésung
erzeugen:

Wir betrachten die Elemente nacheinander fiir jede Kapazitat. Dadurch entscheiden wir jeweils lokal, ob es fiir
eine bestimmte Kapazitat und eine ausgewahlten Teilmenge an Elementen sinnvoll ist, das aktuell betrachtete
Element mitzunehmen.

Konkret:

Fir Menge M = {ey, ..., ey} haben wir im Schritt /, e; aus Menge M; = {ey, ..., &} betrachtet und das fir
alle validen Kapazitaten. Somit haben wir alle méglichen Kombinationen mindestens einmal durchprobiert.

Tiefensuche Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
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Schritt 3 - Algorithmuskonstruktion

Im Schritt 3 ist es das Ziel einen iterativen Algorithmus zu schreiben der die Rekursionsformel umsetzt.

Bei vielen DP Problemen muss oft das gleiche Ergebnis mehrfach berechnet werden. Durch iterativen
Algorithmenentwurf kénnen Zwischenergebnisse gespeichert werden, dadurch missen Zwischenergebnisse
nur ein mal berechnet werden. Die Laufzeit ist polynomiell in der Eingabegréf3e.

Simples Beispiel dafur, dass nur das Implementieren der Rekurrenzformel fiir exponentielle Laufzeit sorgt, sind
die Fibonacci Zahlen (siehe VL).

Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
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Levenshtein Distanz

Levenshtein Distanz

Gegeben zwei Strings S;, S, betrachte folgende Operationen auf S;
insert(i, c) Fuge in Sy an Stelle i Zeichen c ein, die nachfolgenden Zeichen rutschen nach hinten.

delete(i) Entferne Zeichen i aus Sy, die nachfolgenden Zeichen rutschen nach.
replace(i, c) Ersetze in Sy Zeichen i durch Zeichen c, nachfolgende Zeichen bleiben unverandert.

Die Levenshtein Distanz gibt die minimale Anzahl an Operationen an, um S; in S, zu transformieren.

Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
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Beispiel Levenshtein Distanz

S; levenshtein

S, meilenstein

Transformation

@ levenshtein

Tiefensuche Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
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Beispiel Levenshtein Distanz

S; levenshtein

S, meilenstein

Transformation
® levenshtein

@ mevenshtein

Tiefensuche Topologische Sortierung
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replace(0, m)

Dynamische Progammierung
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Beispiel Levenshtein Distanz

S; levenshtein

S, meilenstein

Transformation

@ levenshtein

® pevenshtein replace(0, m)

® meivenshtein insert(2, i)
Tiefensuche Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
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Beispiel Levenshtein Distanz

S; levenshtein

S, meilenstein

Transformation

@ levenshtein

® pevenshtein replace(0, m)

® meivenshtein insert(2, i)

® peilenshtein replace(3, 1)
Tiefensuche Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
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Beispiel Levenshtein Distanz

S; levenshtein

S, meilenstein

Transformation

@ levenshtein

® mevenshtein replace(0, m)
® meivenshtein insert(2, i)
® peilenshtein replace(3, 1)
® peilenstein delete(7)
R Lpglpaisehe Sortierng e o D48 00000
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Beispiel Levenshtein Distanz

S; levenshtein

S, meilenstein

Transformation

® levenshtein
mevenshtein
meivenshtein

meilenshtein

meilenstein

— Levenshtein Distanz: 4

Tiefensuche Topologische Sortierung
0000000000000 0 0000

37/46 August 28,2023  Henriette Farber: 5. Zusatztutorium

KIT

Karlsruhe Institute of Technology

replace(0, m)
insert(2, i)
replace(3, 1)
delete(7)

Dynamische Progammierung
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Schritt 1 - Levenshtein Distanz - DP

Idee: auf kiirzeren Wértern ist die Levenshtein Distanz leichter zu berechnen(weniger Kombinationen), d.h. wir
unterteilen unsere Wérter. Aber wie?

Tiefensuche Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
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Schritt 1 - Levenshtein Distanz - DP

Idee: auf kiirzeren Wértern ist die Levenshtein Distanz leichter zu berechnen(weniger Kombinationen), d.h. wir

unterteilen unsere Woérter. Aber wie?
halbieren Problem: Wo unterteilen wir? Wir missten S; und S, so teilen, dass die Schnitte in den

Zeichenketten nach den Operationen gleich sind. Dementsprechend miissten wir wissen wie
viele Einflige- und Léschoperationen wir auf einem der beiden Teilstrings machen.

Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
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Karlsruhe Institute of Technology

Schritt 1 - Levenshtein Distanz - DP

Idee: auf kiirzeren Wértern ist die Levenshtein Distanz leichter zu berechnen(weniger Kombinationen), d.h. wir

unterteilen unsere Wérter. Aber wie?
halbieren Problem: Wo unterteilen wir? Wir missten S; und S, so teilen, dass die Schnitte in den
Zeichenketten nach den Operationen gleich sind. Dementsprechend miissten wir wissen wie
viele Einflige- und Léschoperationen wir auf einem der beiden Teilstrings machen.

verkiirzen Wenn wir die Strings entsprechend der Operation um 1 verkirzen, fangen wir bei einem Zeichen
an und erweitern so unsere Losung bis wir beide Woérter vollstandig gleichgemacht haben.

Tiefensuche Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
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Schritt 2 - Levenshtein Distanz - DP

Notation: S, = c%c} ...cl* ' essei S, = c%c} ... c} der Teilstring von Sy mit den ersten / Zeichen.

my me =0
mo m = 0
my m2y
lev(S™, Si*) =
Tiefensuche Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
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Schritt 2 - Levenshtein Distanz - DP

Notation: S, = c%¢c} ...c/* ' essei S, = cc} ... c} der Teilstring von Sk

m
my

/ Sm171 Sm271
/ev(S1'”‘, S;Wz) — ev( 1 » 2 )

Tiefensuche Topologische Sortierung
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mit den ersten | Zeichen.

me =0
m1:0
UL N ]
G =G

Dynamische Progammierung
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Schritt 2 - Levenshtein Distanz - DP

Notation: S, = c%c} ...cl* ' essei S, = c%c} ... c} der Teilstring von Sy mit den ersten / Zeichen.

my m> =0
mo m = 0
my—1 my—1 my __ M
my my /eV(S1 ’82 ) C1 - CZ
lev(ST™, S®) = 1 ,
lev(S{",S*")  insert

1+ min
Tiefensuche Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
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Schritt 2 - Levenshtein Distanz - DP

Notation: S, = c%¢c] ...c/* ' essei S, = c%c]

lev(ST", S7*) =

Tiefensuche
0000000000000 0

m

my

lev(SM—1 8Ty
lev(SPM, S5 1)

1+ min < lev(S™ 1, S%)
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o c,ﬁ der Teilstring von Sk mit den ersten / Zeichen.

me =0
m =0
" =cp
insert
delete
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Schritt 2 - Levenshtein Distanz - DP

Notation: S, = c%c} ...cl* ' essei S, = c%c} ... c} der Teilstring von Sy mit den ersten / Zeichen.

my m> =0
mo m =0
sy sy = ST D A
lev(S{™, 827 ) insert
14+ min{ lev(S™" ', S)  delete  otherwise.
lev(S™~1 8~ ") replace
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Schritt 2 - Levenshtein Distanz - DP

Warum ist die Rekurrenz korrekt?

Fall 1: my, when m, =0
Wir brauchen m; delete-Operationen um den Unterschied auszugleichen.

Fall 2: my, when m, =0
Wir brauchen my insert-Operationen um den Unterschied auszugleichen.

Fall 3: lev(S!" ", S~ "), when ¢ = cJ®
Wenn die letzten beiden Buchstaben(c{™, c5*) gleich sind, dann &ndert sich die Distanz nicht.
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Schritt 2 - Levenshtein Distanz - DP A“(IT

Warum ist die Rekurrenz korrekt?

Fall 4:
Tritt keiner der vorherigen Félle ein mlssen wir der String veradndern und somit wird die Distanz um 1 gréBer.
Die Frage ist aber wie sich die zwei Teilsrings S{" und S;* verandern.
insert Wenn eine Insert-Operation gemacht wird, ist die Distanz die Gleiche wie fiir ein Zeichen von S,
weniger. Dies liegt daran, dass das letzte Zeichen( ¢;*?) von 85”_1 an S{"" gehangt wird.
delete Wenn eine Delete-Operation gemacht wird ist das &quivalent zu insert, wir machen aber Sf"
kirzer.

replace Da der Wert ¢{™ in Sy durch cj” ersetzt wird, schauen wir uns die Levenshtein Distanz der
kiirzeren Strings an, da der aktuelle Wert abgeglichen wurde.
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Schritt 3 - Levenshtein Distanz - DP

In der Rekursion von lev(S", S) haben wir folgende Zwischenergebnisse:

w Jev(S]", Sg 1)
w Jev(S]1, S0%)

w fev(Sm! ST
Diese mussen also vor lev(S{", S;*®) berechnet werden.

Zwei Teilstrings von (S;, S) ~» 2-dimensionalem Array.

Topologische Sortierung Dynamische Progammierung
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Schritt 3 - Levenshtein Distanz - DP

Beispiel:
S; verstecken
S, erschrecken

s, S - e r s [ h e n
- 0 1 2 3 4 5 10 | 11
\Y 1
e 2
r 3
S 4
t 5
e 6
c 7
k 8
e 9
n 10
Tiefensuche Topologische Sortierung
0000000000000 0 0000

43/46 August 28,2023  Henriette Farber: 5. Zusatztutorium

KIT

Karlsruhe Institute of Technology

Dynamische Progammierung
0000000000000 000O000000e000

Institut fir Theoretische Informatik,
Skalierbare Algorithmen



Schritt 3 - Levenshtein Distanz - DP

LEV(S; : [char; m], S : [char; my]) : N
lev : [[char; mplmi] = ({0,...,0),...,(0,...,0))
for k = 0to my do
| lev[K][0] = k
for / = 0to my do
| lev(0][l] =1
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Schritt 3 - Levenshtein Distanz - DP

LEV(S; : [char; m], S : [char; my]) : N
lev : [[char; mplmi] = ({0,...,0),...,(0,...,0))
for k = 0to my do
| lev[K][0] = k
for / = 0to my do
| lev(0][l] =1
for k =1to m; do

for/ =1to m, do

if &' = S, " then

lev[k][/] = levlk — 1][/ — 1]
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Schritt 3 - Levenshtein Distanz - DP

LEV(S; : [char; my], Sy : [char; my]) : N

for k = 0to my do
| lev[K][0] = k
for / = 0to m, do
| lev(0][l] =1
for k =1to m; do
for/ =1to m, do
i‘f Sk~ = 5) " then
else
lev[k][l] = 1+

return lev[m;][m;]
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lev : [[char; mplmi] = ({0,...,0),...

lev[k[/] = lev[k — 1][/ — 1]
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..,0))

min(levlk — 1][I — 1], lev[1][l — 1], lev[k — 1][]])
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Schritt 3 - Levenshtein Distanz - DP
Sl lelr|s|clh|rlelc|lk|eln
Sy
- 0 1 2 8 4
\% 1 0 1 2 3 4
e 2 1 1 2 3 4
r 3 2 1 2 3 4 4
S 4 3 2 1 2 & 4
t 4 8 2 2 3 4
e 4 8 3 3 4 | 4
c 4 3 4 4 4
k 4 4 4
e 4
n 4
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Das war es flir heute!

Gibt es Fragen?

Tiefensuche
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DEPTH-FIRST SEARCH

BREADTH-FIRST SEARCH

BREAD-FIRST SEARCH

BREAD

Quelle: https://xkcd.com/2407/
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