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Algorithmen | — Sommersemester 2023

Gesamtpunkte: 27

Aufgabe 1 - Nicht mit Kanonen auf Spatzen schieBen! (8 Punkte)

Gegeben seien die folgenden drei Graphen:

Go: G
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1. Gib fiir jeden dieser Graphen an, welcher Algorithmus am Besten geeignet
ist, um ein SSSP von einem beliebigen Knoten aus auf ihm zu |0sen.
Begriinde deine Antwort. (3 Punkte)

2. Fiihre auf jedem der Graphen den von dir jeweils gewahlten Algorithmus
aus, um den kiirzesten Pfad zwischen s und ¢ zu bestimmen. Notiere
dabei jede Anderung in den Distanzen zum Startknoten, die der Algo-
rithmus bestimmt. Gib fiir jeden Graphen dist(s, t) an. (5 Punkte)

Losung 1

1. Gy: Breitensuche, denn alle Kanten haben das gleiche (nichtnegative)
Gewicht, weswegen wir sie behandeln kdnnen, als waren sie unge-
wichtet

(G1: BellmanFord, denn es gibt Kanten mit negativen Gewichten
(G9: Dijkstra, denn Kanten haben unterschiedliche, aber nichtnegative
Gewichte
2. Der Ubersichtlichkeit halber sind in den folgenden Tabellen nur die Zellen
gefiillt, bei denen sich eine Anderung zu der Zeile davor ergibt:

Gl: dist(s,t) = 12
Eine mogliche Losung:



relaxierte Kante | d[s] | d[t] | d[vo] | d[v1] | d[v] | d]vs]
0 | 0| @ 00 00 o0
(s,v2) 3
(1}2,’01) 6
(UQ,U?,) 6
(v1, vo) 9
(”Uo,t) 12
G dist(s, t) = —o0
. dl]/pl] S t o U1 U9 U3 Uy
lteration
0 0/s|oo/L|oo/L|oo/L|oo/L]| oo/l |00/l
1 2/s | 2/s
2 5/1}2 —1,1)2
3 6/t
4 7/1}4
5 2/1}1
6 3/t
7 6/1}4
Gly: dist(s, ) =7
Eine mogliche Losung:
Knoten dl.1/pl] S t o U1 Vg U3 Uy
0/s|oo/L |oo/L | oo/l |oo/L|oo/L|oo/L
s 5/s
V2 7/”02 6/”02 6/”02 8/”02
V3 7/1}3
(%1
Vg
t
U4




Aufgabe 2 - Den Wald vor lauter Baumen sehen (7 Punkte)

Im Rahmen der Vorlesung haben wir einen Baum definiert als einen kreisfreien
zusammenhangenden Graphen. In dieser Aufgabe wollen wir uns noch etwas
weiter mit Baumen beschaftigen.

1. Zeige, dass in einem Baum T = (V, E) der Pfad zwischen zwei beliebigen
Knoten stets eindeutig ist. (2 Punkte)

2. Zeige, dass jeder Baum minimal zusammenhangend ist, also dass, wenn
wir eine beliebige Kante entfernen, der Baum in Zusammenhangskom-
ponenten zerfillt. (1 Punkt)



3. Sei G = (V, F) ein Graph und sei T ein minimaler Spannbaum von G.
Beweise oder widerlege die folgende Aussage:
Der eindeutige Pfad zwischen zwei Knoten u,v € V in T hat stets die
gleiche Lange wie ein kiirzester Pfad zwischen v und v in G. (1 Punkt)

4. Gib einen Graphen an, zu dem es mehr ale einen minimalen, aber nur
einen maximalen Spannbaum gibt. (1 Punkt)

5. Gib einen Graphen an, bei dem die Algorithmen von Prim und Krus-
kal die Kanten des gleichen minimalen Spannbaums in unterschiedlicher
Reihenfolge auswahlen. Gib diesen minimalen Spannbaum an und nenne
fiir den Algorithmus von Prim den Startknoten. (2 Punkte)

LGésung 2

1. Seien u,v zwei beliebige Knoten in 7. Da T ein Baum und damit zu-
sammenhangend ist, muss ein Pfad zwischen u und v existieren.
Angenommen, der Pfad zwischen v und v in T" sei nicht eindeutig. Dann

gibt es zwei verschiedene Pfade p = (u = xg, 21, ..., Tk 1,2 = V), q =
(v ="Yo,Y1,---,Y-1,y = v) zwischen v und v.
Sei (%i, ®it1,...,x;) der Teilpfad von p, der nicht in ¢ enthalten ist und

sei (Yn, Yn+1,---,Yy) der Teilpfad von ¢, der nicht in p enthalten ist. Da

p und q verschieden sind, ist mindestens einer dieser beiden Pfade nicht

leer.

Dann bildet (xi—1 = yn—1, i, Tit1, - -+ Tjs Tjr1 = Yg1, Ygs - - - s Yht1s Yhs Yh—1)
einen Kreis in T'. 4 Widerspruch zu 71" ist Baum und damit kreisfrei

2. Sei T'= (V, E) ein beliebiger Baum. Angenommen, 7" ist nicht minimal
zusammenhangend, d.h. es gibt eine Kante e = {u,v} € E so, dass
T" = (V,E\ {e}) zusammenhangend ist. Dann gibt es in 7" einen Pfad
p zwischen u und v. Damit bildet p zusammen mit e einen Kreis in T
4 Widerspruch zu T' ist Baum und damit kreisfrei

3. Diese Aussage ist falsch. Der folgende Graph ist ein Gegenbeispiel:



(&) )
Me

Der minimale Spannbaum ware:
Goi

Me

Hierbei ware die Lange des eindeutigen vy, v1-Pfades 4, wahrend im ur-
spriinglichen Graphen die Lange des kiirzesten v, v1-Pfades 3 ware.

4. Der folgende Graph G ware ein Beispiel. Der Graph rechts neben G ist
dessen eindeutiger maximale Spannbaum:

G:

(ny——( () ()
O/ OF/

2

Aber zu G gibt es drei minimale Spannbaume:



W W W )
1 1
o8 of ()
2 2 2

5. Der folgende Graph GG ware ein Beispiel. Der Graph rechts neben G ist

dessen eindeutiger minimale Spannbaum:

Der Algorithmus von Kruskal wird zuerst die Kante (vg, v3) fiir den MST
auswahlen. Wenn wir v als Startknoten fiir den Algorithmus von Prim
bestimmen, so wahlt dieser als erstes die Kante (vg, v1).

Aufgabe 3 - Alle Wege fiihren nach p,, (6 Punkte)

Gegeben sei ein beliebiger Baum T' = (V| E). Wir bezeichnen den eindeutigen
Pfad zwischen zwei Knoten w,v € V' als via(u,v).

In dieser Aufgabe wollen wir zeigen, dass fiir beliebige Knoten pg, p1, p2 die
Schnittmenge der Pfade via(po, p1), via(pg, p2) und via(pi, p2) immer ge-
nau einen Knoten p,,, € V enthilt. Bearbeite dazu die folgenden Teilaufgaben:

1. Angenommen, pg, p1, p2 liegen auf einem Pfad in T'. Zeige die obige
Aussage unter dieser Annahme. (2 Punkte)



2. Angenommen, es gibt keinen Pfad in 7', der alle drei Knoten py, p1, p2
enthalt. Zeige, dass je zwei der Pfade von via(pg, p1), via(po, p2) und
via(py, p2) sich mindestens eine Kante teilen. (2 Punkte)

3. Zeige die obige Aussage nun unter den Annahme, dass es keinen Pfad
in T' gibt, der alle drei Knoten pg, p1, p2 enthilt. (2 Punkte)

L6ésung 3

1. Sie P der Pfad, auf dem py, p1, p2 liegen. O. B.d.A. liegt p; in P nach
po und ps nach p1, d.h. P ist von der Form

P:(xo’-.. , PO, Thy " - 7'f{,'i’p1,xj,--. 7xk7p27...xl>

Dann gibt es einen py, p1-Pfad Py in T', namlich Py = (po, Th, -+ , T4, p1),
einen p1, po-Pfad P, in T, namlich P, = (p1,xj,--- ,xk, p2) und einen
po, pa-Pfad P, namlich P, = (po, xp, -+, %, p1, %, -+ , &k, p2). Nach
Aufgabe 2.1) sind Pfade zwischen zwei beliebigen Knoten in einem
Baum eindeutig, also gilt Py = via(pg, p1), P1 = via(pi, p2) und P, =
via(po, p2). Nach der Konstruktion durch den Pfad T teilen sich jedoch
alle drei Pfade genau den Knoten p;.

2. Wir nehmen das Gegenteil an, also dass mindestens zwei der Pfade sich
keine Kante teilen. O.B.d.A. teilen sich via(pg, p1) = (po, Ta, " Tp, P1)
und via(pi, p2) = (p1,%e, - ,xq, p2) keine Kante. Dann kénnen wir
aber einen Pfad P konstruieren, der durch alle drei Knoten py, p1, po
verlauft, indem wir diese via(pg, p1) und via(pi, p2) aneinanderhdngen:
P = (po,Ta," s X, P1,Tes "+ , T, p2). 4 Widerspruch dazu, dass kein
solcher Pfad existiert, also missen sich auch diese beiden Pfade eine
Kante teilen

3. Nach Teilaufgabe 2 gibt es nun mindestens eine Kante {x,y} die sich
via(pg, p1) und via(po, p2) teilen. Also sei 0.B.d.A.
Via(p07 pl) - (1007 Ay ey Ly Y, , b, pl) und
via(pg, p2) = (po,C,-++ ,x,y, -+ ,d, p2). Dann kdnnen wir einen p;-
p2>-Pfad konstruieren, indem wir von zuerst von p; aus via(pg, p1) bis
zu y riickwérts laufen und dann via(pg, p2) ab y zu ps vorwarts lau-
fen: P = (p1,b,--- ,y,--- ,d, p2). Wieder nach Aufgabe 2.1) muss die-



ser Pfad eindeutig sein, also P = via(p, p2). Damit teilen sich aber
via(po, p1),via(po, p2) und via(ps, p2) genau den Knoten y.



Aufgabe 4 - Falsch verbunden (6 Punkte)

Gegeben sei folgende vollstandige Induktion:

Beh:

1A:

1V:

IS:

Wenn jeder Knoten eines Graphen G mindestens Grad 1 hat, dann ist
G zusammenhangend.

Fir n = 2 gelte:

Fiir ein beliebiges aber festes k < n gelte, dass ein Graph mit &£ Knoten,
bei dem jeder Knoten mindestens Grad 1 hat, zusammenhangend ist.

Gegeben sei ein Graph G' mit n Knoten, fiir den die Induktionsvorraus-
setzung gilt. In diesen fligen wir einen weiteren Knoten v so ein, dass
dieser mindestens Grad 1 hat. Damit ist er mit mindestens einem Knoten
w innerhalb des Graphen verbunden. Den entstehenden Graphen nennen
wir G'. Da es einen Pfad {u, v} gibt und man von u aus den restlichen
Graphen erreichen kann, ist auch v vom ganzen Graphen aus erreichbar
und damit ist G’ zusammenhangend.

Diese Behauptung ist offensichtlich falsch.

1.
2.

Finde ein Gegenbeispiel zu der Behauptung. (1 Punkt)

Wenn die Behauptung falsch war, wie konnten wir dann eine vollstandige
Induktion finden, die sie , beweist“? Finde heraus, an welcher Stelle der
Fehler war. Was wurde iibersehen und wie hatte man dies verhindern
konnen? (2 Punkte)

Loésung 4

[

Diese Art der Konstruktion deckt nicht alle Graphen mit n+1 Knoten ab.



Zum Beispiel |asst sich der folgende Graph nicht mit dieser Konstruktion
erreichen, obwohl er n + 1 Knoten und jeder Knoten mindestens Grad 1

hat.

[

Wiirden wir jetzt einen beliebigen Knoten entfernen, sehen wir, dass der
Graph nun einen Knoten mit Grad 0 hat, wiirde also unsere Induktions-
voraussetzung nicht erfiillen.

!
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