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Beobachtung: Seien v , w Knoten in der gleichen SCC
C und P ein Pfad von v nach w . Dann liegt P auch in C.
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Knoten w mit parent(w) =∈ C oder parent(w) = ⊥.
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SCCs – Knoten in Senken Komponente finden

Lemma: Der Knoten mit der größten FIN-Nummer liegt
in einer Quellen-Komponente.
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SCCs – Pseudocode

KosarajuSharir(Graph G = (V; E))

S := new Stack
for Node v in V do

set v unmarked

revDFS(Graph G;Stack S;Node v)

mark v
for Node u with v ∈ N(u) do

if u is unmarked then
revDFS(G; S; u)

S:push(v)

v:root := ⊥
// Erste Tiefensuche
for Node v in V do

if v is unmarked then
revDFS(G; S; u)

sccDFS(Graph G;Node v;Node r)
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// Zweite Tiefensuche
while S is not empty do

if v:root = ⊥ then
sccDFS(G; v; v)

v := pop(S)
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// Zweite Tiefensuche
while S is not empty do

if v:root = ⊥ then
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v := pop(S)
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SCCs – Pseudocode

KosarajuSharir(Graph G = (V; E))

S := new Stack
for Node v in V do

set v unmarked

revDFS(Graph G;Stack S;Node v)

mark v
for Node u with v ∈ N(u) do

if u is unmarked then
revDFS(G; S; u)

S:push(v)

v:root := ⊥
// Erste Tiefensuche
for Node v in V do

if v is unmarked then
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for Node u in N(v) do
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SCCs – Pseudocode

KosarajuSharir(Graph G = (V; E))

S := new Stack
for Node v in V do

set v unmarked

revDFS(Graph G;Stack S;Node v)

mark v
for Node u with v ∈ N(u) do

if u is unmarked then
revDFS(G; S; u)

S:push(v)

v:root := ⊥
// Erste Tiefensuche
for Node v in V do

if v is unmarked then
revDFS(G; S; u)

sccDFS(Graph G;Node v;Node r)
v:root = r
for Node u in N(v) do

if u:root = ⊥ then
sccDFS(G; u; r)

// Zweite Tiefensuche
while S is not empty do

if v:root = ⊥ then
sccDFS(G; v; v)
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SCCs – Pseudocode

KosarajuSharir(Graph G = (V; E))

S := new Stack
for Node v in V do

set v unmarked

revDFS(Graph G;Stack S;Node v)

mark v
for Node u with v ∈ N(u) do

if u is unmarked then
revDFS(G; S; u)

S:push(v)

v:root := ⊥
// Erste Tiefensuche
for Node v in V do

if v is unmarked then
revDFS(G; S; u)

sccDFS(Graph G;Node v;Node r)
v:root = r
for Node u in N(v) do

if u:root = ⊥ then
sccDFS(G; u; r)

// Zweite Tiefensuche
while S is not empty do

if v:root = ⊥ then
sccDFS(G; v; v)
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SCCs – Pseudocode

KosarajuSharir(Graph G = (V; E))

S := new Stack
for Node v in V do

set v unmarked

revDFS(Graph G;Stack S;Node v)

mark v
for Node u with v ∈ N(u) do

if u is unmarked then
revDFS(G; S; u)

S:push(v)

v:root := ⊥
// Erste Tiefensuche
for Node v in V do

if v is unmarked then
revDFS(G; S; u)

sccDFS(Graph G;Node v;Node r)
v:root = r
for Node u in N(v) do

if u:root = ⊥ then
sccDFS(G; u; r)

// Zweite Tiefensuche
while S is not empty do

if v:root = ⊥ then
sccDFS(G; v; v)

v := pop(S)
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SCCs – Pseudocode

KosarajuSharir(Graph G = (V; E))

S := new Stack
for Node v in V do

set v unmarked

revDFS(Graph G;Stack S;Node v)

mark v
for Node u with v ∈ N(u) do

if u is unmarked then
revDFS(G; S; u)

S:push(v)

v:root := ⊥
// Erste Tiefensuche
for Node v in V do

if v is unmarked then
revDFS(G; S; u)

sccDFS(Graph G;Node v;Node r)
v:root = r
for Node u in N(v) do

if u:root = ⊥ then
sccDFS(G; u; r)

// Zweite Tiefensuche
while S is not empty do

if v:root = ⊥ then
sccDFS(G; v; v)

v := pop(S)
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SCCs – Pseudocode

KosarajuSharir(Graph G = (V; E))

S := new Stack
for Node v in V do

set v unmarked

revDFS(Graph G;Stack S;Node v)

mark v
for Node u with v ∈ N(u) do

if u is unmarked then
revDFS(G; S; u)

S:push(v)

v:root := ⊥
// Erste Tiefensuche
for Node v in V do

if v is unmarked then
revDFS(G; S; u)

sccDFS(Graph G;Node v;Node r)
v:root = r
for Node u in N(v) do

if u:root = ⊥ then
sccDFS(G; u; r)

// Zweite Tiefensuche
while S is not empty do

if v:root = ⊥ then
sccDFS(G; v; v)

v := pop(S)
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Evaluierung der Übung

https://onlineumfrage.kit.edu/evasys/online.php?p=X4APS
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Vollständige Induktion
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Vollständige Induktion

Summenformel für Quadrate

∀n ∈ N :
nX

i=1

(2i − 1) = n2
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Vollständige Induktion

Summenformel für Quadrate

∀n ∈ N :
nX

i=1

(2i − 1) = n2

Induktionsanfang n = 1

1X
i=1

(2i − 1) = 1 = 12
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Vollständige Induktion

Summenformel für Quadrate

∀n ∈ N :
nX

i=1

(2i − 1) = n2

Induktionsanfang n = 1

1X
i=1

(2i − 1) = 1 = 12

Induktionsvoraussetzung
Wir nehmen an die Formel gilt für ein belie-
biges festes n ∈ N.
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Vollständige Induktion

Summenformel für Quadrate

∀n ∈ N :
nX

i=1

(2i − 1) = n2

Induktionsanfang n = 1

1X
i=1

(2i − 1) = 1 = 12

Induktionsvoraussetzung
Wir nehmen an die Formel gilt für ein belie-
biges festes n ∈ N.
Induktionsschritt
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Vollständige Induktion

Summenformel für Quadrate

∀n ∈ N :
nX

i=1

(2i − 1) = n2

Induktionsanfang n = 1

1X
i=1

(2i − 1) = 1 = 12

Induktionsvoraussetzung
Wir nehmen an die Formel gilt für ein belie-
biges festes n ∈ N.
Induktionsschritt

2(n + 1)− 1 + n2 = n2 + 2n + 1 = (n + 1)2

Pn+1
i=1 (2i −1) = 2(n+1)−1+

Pn
i=1(2i −1) =
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Vollständige Induktion

Summenformel für Quadrate

∀n ∈ N :
nX

i=1

(2i − 1) = n2

Induktionsanfang n = 1

1X
i=1

(2i − 1) = 1 = 12

Induktionsvoraussetzung
Wir nehmen an die Formel gilt für ein belie-
biges festes n ∈ N.
Induktionsschritt

2(n + 1)− 1 + n2 = n2 + 2n + 1 = (n + 1)2

Pn+1
i=1 (2i −1) = 2(n+1)−1+

Pn
i=1(2i −1) =

Formal
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Vollständige Induktion

Summenformel für Quadrate

∀n ∈ N :
nX

i=1

(2i − 1) = n2

Induktionsanfang n = 1

1X
i=1

(2i − 1) = 1 = 12

Induktionsvoraussetzung
Wir nehmen an die Formel gilt für ein belie-
biges festes n ∈ N.
Induktionsschritt

2(n + 1)− 1 + n2 = n2 + 2n + 1 = (n + 1)2

Pn+1
i=1 (2i −1) = 2(n+1)−1+

Pn
i=1(2i −1) =

Sei M ⊆ N. Falls gilt
Formal

1 ∈ M; und
für alle m ∈ M ist auch m + 1 ∈ M,

dann gilt M = N.
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Vollständige Induktion

Summenformel für Quadrate

Induktionsanfang n = 1

1X
i=1

(2i − 1) = 1 = 12

Induktionsvoraussetzung
Wir nehmen an die Formel gilt für ein belie-
biges festes n ∈ N.
Induktionsschritt

2(n + 1)− 1 + n2 = n2 + 2n + 1 = (n + 1)2

Pn+1
i=1 (2i −1) = 2(n+1)−1+

Pn
i=1(2i −1) =

Sei M ⊆ N. Falls gilt
Formal

1 ∈ M; und
für alle m ∈ M ist auch m + 1 ∈ M,

dann gilt M = N.

M =

(
n ∈ N |

nX
i=1

(2i − 1) = n2

)



Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm – Algorithmen 1 - Übung Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen11

Vollständige Induktion

Summenformel für Quadrate

1X
i=1

(2i − 1) = 1 = 12

Induktionsvoraussetzung
Wir nehmen an die Formel gilt für ein belie-
biges festes n ∈ N.
Induktionsschritt

2(n + 1)− 1 + n2 = n2 + 2n + 1 = (n + 1)2

Pn+1
i=1 (2i −1) = 2(n+1)−1+

Pn
i=1(2i −1) =

Sei M ⊆ N. Falls gilt
Formal

1 ∈ M; und
für alle m ∈ M ist auch m + 1 ∈ M,

dann gilt M = N.

M =

(
n ∈ N |

nX
i=1

(2i − 1) = n2

)
Induktionsanfang 1 ∈ M
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Vollständige Induktion

Summenformel für Quadrate

1X
i=1

(2i − 1) = 1 = 12

Sei M ⊆ N. Falls gilt
Formal

1 ∈ M; und
für alle m ∈ M ist auch m + 1 ∈ M,

dann gilt M = N.

M =

(
n ∈ N |

nX
i=1

(2i − 1) = n2

)
Induktionsanfang 1 ∈ M

Induktionsschritt
Angenommen m ∈ M. Dann gilt m + 1 ∈ M:

2(m+ 1)− 1 +m2 = m2 + 2m+ 1 = (m+ 1)2

Pm+1
i=1 (2i−1) = 2(m+1)−1+

Pm
i=1(2i−1) =
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Vollständige Induktion

Summenformel für Quadrate

1X
i=1

(2i − 1) = 1 = 12

Sei M ⊆ N. Falls gilt
Formal

1 ∈ M; und
für alle m ∈ M ist auch m + 1 ∈ M,

dann gilt M = N.

M =

(
n ∈ N |

nX
i=1

(2i − 1) = n2

)
Induktionsanfang 1 ∈ M

Induktionsschritt
Angenommen m ∈ M. Dann gilt m + 1 ∈ M:

2(m+ 1)− 1 +m2 = m2 + 2m+ 1 = (m+ 1)2

Pm+1
i=1 (2i−1) = 2(m+1)−1+

Pm
i=1(2i−1) =

Folgerung M = N
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Vollständige Induktion

Summenformel für Quadrate

1X
i=1

(2i − 1) = 1 = 12

Sei M ⊆ N. Falls gilt
Formal

1 ∈ M; und
für alle m ∈ M ist auch m + 1 ∈ M,

dann gilt M = N.

M =

(
n ∈ N |

nX
i=1

(2i − 1) = n2

)
Induktionsanfang 1 ∈ M

Induktionsschritt
Angenommen m ∈ M. Dann gilt m + 1 ∈ M:

2(m+ 1)− 1 +m2 = m2 + 2m+ 1 = (m+ 1)2

Pm+1
i=1 (2i−1) = 2(m+1)−1+

Pm
i=1(2i−1) =

Wieso stimmt das?

Folgerung M = N
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Binärbäume rekursiv

Definition: Binärbaum
Graphen mit genau einem Knoten v sind Binärbäume
mit Wurzel v
für disjunkte Binärbäume T1 und T2 mit Wurzeln r1; r2
und einem weiteren Knoten v , ist
T = (V (T1)∪V (T2)∪{v}; E(T1)∪E(T2)∪{(v; r1); (v; r2)})
ein Binärbaum.
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Binärbäume rekursiv

Definition: Binärbaum
Graphen mit genau einem Knoten v sind Binärbäume
mit Wurzel v
für disjunkte Binärbäume T1 und T2 mit Wurzeln r1; r2
und einem weiteren Knoten v , ist
T = (V (T1)∪V (T2)∪{v}; E(T1)∪E(T2)∪{(v; r1); (v; r2)})
ein Binärbaum.

v

r2r1

T1 T2
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Binärbäume rekursiv

Definition: Binärbaum
Graphen mit genau einem Knoten v sind Binärbäume
mit Wurzel v
für disjunkte Binärbäume T1 und T2 mit Wurzeln r1; r2
und einem weiteren Knoten v , ist
T = (V (T1)∪V (T2)∪{v}; E(T1)∪E(T2)∪{(v; r1); (v; r2)})
ein Binärbaum.

v

r2r1

T1 T2

. . .
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Binärbäume rekursiv

Definition: Binärbaum
Graphen mit genau einem Knoten v sind Binärbäume
mit Wurzel v
für disjunkte Binärbäume T1 und T2 mit Wurzeln r1; r2
und einem weiteren Knoten v , ist
T = (V (T1)∪V (T2)∪{v}; E(T1)∪E(T2)∪{(v; r1); (v; r2)})
ein Binärbaum.

v

r2r1

T1 T2

Strukturelle Induktion mit Binärbäumen
Sei M eine Menge von Binärbäumen. Falls gilt

Binärbäume mit genau einem Knoten sind in M; und
für disjunkte Binärbäume T1 und T2 in M mit Wurzeln
r1; r2 und einem weiteren Knoten v , ist T = (V (T1) ∪
V (T2) ∪ v; E(T1) ∪ E(T2) ∪ {(v; r1); (v; r2)}) in M,

dann ist M die Menge aller Binärbäume.
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Strukturelle Induktion – Beispiel

v

r2r1

T1 T2

Satz über innere Knoten und Blätter
In jedem Binärbaum gibt es einen inneren Knoten
(Knoten mit Ausgangsgrad > 0) weniger als Blätter
(Knoten mit Ausgangsgrad 0).
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Strukturelle Induktion – Beispiel

v

r2r1

T1 T2

Satz über innere Knoten und Blätter
In jedem Binärbaum gibt es einen inneren Knoten
(Knoten mit Ausgangsgrad > 0) weniger als Blätter
(Knoten mit Ausgangsgrad 0).

Beweis:
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Strukturelle Induktion – Beispiel

v

r2r1

T1 T2

Satz über innere Knoten und Blätter
In jedem Binärbaum gibt es einen inneren Knoten
(Knoten mit Ausgangsgrad > 0) weniger als Blätter
(Knoten mit Ausgangsgrad 0).

Beweis:
Basisfall: Binärbäume mit einem Knoten

Innere Knoten: 0, Blätter: 1
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Strukturelle Induktion – Beispiel

v

r2r1

T1 T2

Satz über innere Knoten und Blätter
In jedem Binärbaum gibt es einen inneren Knoten
(Knoten mit Ausgangsgrad > 0) weniger als Blätter
(Knoten mit Ausgangsgrad 0).

Beweis:
Basisfall: Binärbäume mit einem Knoten

Innere Knoten: 0, Blätter: 1
rekursiver Fall: Wurzel v mit Kindern r1 und r2, darunter
Teilbäume T1, T2
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Strukturelle Induktion – Beispiel

v

r2r1

T1 T2

Satz über innere Knoten und Blätter
In jedem Binärbaum gibt es einen inneren Knoten
(Knoten mit Ausgangsgrad > 0) weniger als Blätter
(Knoten mit Ausgangsgrad 0).

Beweis:
Basisfall: Binärbäume mit einem Knoten

Innere Knoten: 0, Blätter: 1
rekursiver Fall: Wurzel v mit Kindern r1 und r2, darunter
Teilbäume T1, T2

Innere Knoten: inner(T1) + inner(T2) + 1
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Strukturelle Induktion – Beispiel

v

r2r1

T1 T2

Satz über innere Knoten und Blätter
In jedem Binärbaum gibt es einen inneren Knoten
(Knoten mit Ausgangsgrad > 0) weniger als Blätter
(Knoten mit Ausgangsgrad 0).

Beweis:
Basisfall: Binärbäume mit einem Knoten

Innere Knoten: 0, Blätter: 1
rekursiver Fall: Wurzel v mit Kindern r1 und r2, darunter
Teilbäume T1, T2

Innere Knoten: inner(T1) + inner(T2) + 1

Blätter: leafs(T1) + leafs(T2)
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Strukturelle Induktion – Beispiel

v

r2r1

T1 T2

Satz über innere Knoten und Blätter
In jedem Binärbaum gibt es einen inneren Knoten
(Knoten mit Ausgangsgrad > 0) weniger als Blätter
(Knoten mit Ausgangsgrad 0).

Beweis:
Basisfall: Binärbäume mit einem Knoten

Innere Knoten: 0, Blätter: 1
rekursiver Fall: Wurzel v mit Kindern r1 und r2, darunter
Teilbäume T1, T2

Innere Knoten: inner(T1) + inner(T2) + 1

Blätter: leafs(T1) + leafs(T2)

Induktionsvoraussetzung: inner(T1) + 1 = leafs(T1),
inner(T2) + 1 = leafs(T2)
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Strukturelle Induktion – Beispiel

v

r2r1

T1 T2

Satz über innere Knoten und Blätter
In jedem Binärbaum gibt es einen inneren Knoten
(Knoten mit Ausgangsgrad > 0) weniger als Blätter
(Knoten mit Ausgangsgrad 0).

Beweis:
Basisfall: Binärbäume mit einem Knoten

Innere Knoten: 0, Blätter: 1
rekursiver Fall: Wurzel v mit Kindern r1 und r2, darunter
Teilbäume T1, T2

Innere Knoten: inner(T1) + inner(T2) + 1

Blätter: leafs(T1) + leafs(T2)

Induktionsvoraussetzung: inner(T1) + 1 = leafs(T1),
inner(T2) + 1 = leafs(T2)

= inner(T1) + 1 + inner(T2) + 1
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Strukturelle Induktion – Beispiel

v

r2r1

T1 T2

Satz über innere Knoten und Blätter
In jedem Binärbaum gibt es einen inneren Knoten
(Knoten mit Ausgangsgrad > 0) weniger als Blätter
(Knoten mit Ausgangsgrad 0).

Beweis:
Basisfall: Binärbäume mit einem Knoten

Innere Knoten: 0, Blätter: 1
rekursiver Fall: Wurzel v mit Kindern r1 und r2, darunter
Teilbäume T1, T2

Innere Knoten: inner(T1) + inner(T2) + 1

Blätter: leafs(T1) + leafs(T2)

Induktionsvoraussetzung: inner(T1) + 1 = leafs(T1),
inner(T2) + 1 = leafs(T2)

= inner(T1) + inner(T2) + 2
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Strukturelle Induktion – Beispiel 2

Satz über Balance
Sei T ein Binärbaum mit n Knoten, sodass für jeden Teil-
baum T ′ mit Kindbäumen L und R gilt |h(L) − h(R)| ≤ 1.
Dann gilt

√
2
h(T )−1 ≤ n.
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Strukturelle Induktion – Beispiel 2

Satz über Balance
Sei T ein Binärbaum mit n Knoten, sodass für jeden Teil-
baum T ′ mit Kindbäumen L und R gilt |h(L) − h(R)| ≤ 1.
Dann gilt

√
2
h(T )−1 ≤ n.

Beweis:
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Strukturelle Induktion – Beispiel 2

Satz über Balance
Sei T ein Binärbaum mit n Knoten, sodass für jeden Teil-
baum T ′ mit Kindbäumen L und R gilt |h(L) − h(R)| ≤ 1.
Dann gilt

√
2
h(T )−1 ≤ n.

Beweis:
Basisfall: Binärbäume mit einem Knoten

√
2
0
= 1 ≤ 1
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Strukturelle Induktion – Beispiel 2

Satz über Balance
Sei T ein Binärbaum mit n Knoten, sodass für jeden Teil-
baum T ′ mit Kindbäumen L und R gilt |h(L) − h(R)| ≤ 1.
Dann gilt

√
2
h(T )−1 ≤ n.

Beweis:
Basisfall: Binärbäume mit einem Knoten

√
2
0
= 1 ≤ 1

rekursiver Fall: Wurzel v mit Kindbäumen T1, T2

sei n1 = |V (T1)|; n2 = |V (T2)|; o.B.d.A. n1 ≤ n2

v

r2r1

T1 T2



Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm – Algorithmen 1 - Übung Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen14

Strukturelle Induktion – Beispiel 2

Satz über Balance
Sei T ein Binärbaum mit n Knoten, sodass für jeden Teil-
baum T ′ mit Kindbäumen L und R gilt |h(L) − h(R)| ≤ 1.
Dann gilt

√
2
h(T )−1 ≤ n.

Beweis:
Basisfall: Binärbäume mit einem Knoten

√
2
0
= 1 ≤ 1

rekursiver Fall: Wurzel v mit Kindbäumen T1, T2

sei n1 = |V (T1)|; n2 = |V (T2)|; o.B.d.A. n1 ≤ n2

dann
√
2
h(T1)−1 ≤ n1

v

r2r1

T1 T2
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Strukturelle Induktion – Beispiel 2

Satz über Balance
Sei T ein Binärbaum mit n Knoten, sodass für jeden Teil-
baum T ′ mit Kindbäumen L und R gilt |h(L) − h(R)| ≤ 1.
Dann gilt

√
2
h(T )−1 ≤ n.

Beweis:
Basisfall: Binärbäume mit einem Knoten

√
2
0
= 1 ≤ 1

rekursiver Fall: Wurzel v mit Kindbäumen T1, T2

sei n1 = |V (T1)|; n2 = |V (T2)|; o.B.d.A. n1 ≤ n2

dann
√
2
h(T1)−1 ≤ n1, zudem: h(T ) ≤ h(T1) + 2

v

r2r1

T1 T2
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Strukturelle Induktion – Beispiel 2

Satz über Balance
Sei T ein Binärbaum mit n Knoten, sodass für jeden Teil-
baum T ′ mit Kindbäumen L und R gilt |h(L) − h(R)| ≤ 1.
Dann gilt

√
2
h(T )−1 ≤ n.

Beweis:
Basisfall: Binärbäume mit einem Knoten

√
2
0
= 1 ≤ 1

rekursiver Fall: Wurzel v mit Kindbäumen T1, T2

sei n1 = |V (T1)|; n2 = |V (T2)|; o.B.d.A. n1 ≤ n2

dann
√
2
h(T1)−1 ≤ n1

√
2
h(T )−1 ≤

√
2
h(T1)+1 ≤

√
2
2 ·

√
2
h(T1)−1 ≤ 2 · n1 ≤ n1 + n2 ≤ n

, zudem: h(T ) ≤ h(T1) + 2

v

r2r1

T1 T2
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Strukturelle Induktion – Beispiel 2

Satz über Balance
Sei T ein Binärbaum mit n Knoten, sodass für jeden Teil-
baum T ′ mit Kindbäumen L und R gilt |h(L) − h(R)| ≤ 1.
Dann gilt

√
2
h(T )−1 ≤ n.

Beweis:
Basisfall: Binärbäume mit einem Knoten

√
2
0
= 1 ≤ 1

rekursiver Fall: Wurzel v mit Kindbäumen T1, T2

sei n1 = |V (T1)|; n2 = |V (T2)|; o.B.d.A. n1 ≤ n2

dann
√
2
h(T1)−1 ≤ n1

√
2
h(T )−1 ≤

√
2
h(T1)+1 ≤

√
2
2 ·

√
2
h(T1)−1 ≤ 2 · n1 ≤ n1 + n2 ≤ n

, zudem: h(T ) ≤ h(T1) + 2

v

r2r1

T1 T2



Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm – Algorithmen 1 - Übung Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen14

Strukturelle Induktion – Beispiel 2

Satz über Balance
Sei T ein Binärbaum mit n Knoten, sodass für jeden Teil-
baum T ′ mit Kindbäumen L und R gilt |h(L) − h(R)| ≤ 1.
Dann gilt

√
2
h(T )−1 ≤ n.

Beweis:
Basisfall: Binärbäume mit einem Knoten

√
2
0
= 1 ≤ 1

rekursiver Fall: Wurzel v mit Kindbäumen T1, T2

sei n1 = |V (T1)|; n2 = |V (T2)|; o.B.d.A. n1 ≤ n2

dann
√
2
h(T1)−1 ≤ n1

√
2
h(T )−1 ≤

√
2
h(T1)+1 ≤

√
2
2 ·

√
2
h(T1)−1 ≤ 2 · n1 ≤ n1 + n2 ≤ n

, zudem: h(T ) ≤ h(T1) + 2

v

r2r1

T1 T2
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Strukturelle Induktion – Beispiel 2

Satz über Balance
Sei T ein Binärbaum mit n Knoten, sodass für jeden Teil-
baum T ′ mit Kindbäumen L und R gilt |h(L) − h(R)| ≤ 1.
Dann gilt

√
2
h(T )−1 ≤ n.

Beweis:
Basisfall: Binärbäume mit einem Knoten

√
2
0
= 1 ≤ 1

rekursiver Fall: Wurzel v mit Kindbäumen T1, T2

sei n1 = |V (T1)|; n2 = |V (T2)|; o.B.d.A. n1 ≤ n2

dann
√
2
h(T1)−1 ≤ n1

√
2
h(T )−1 ≤

√
2
h(T1)+1 ≤

√
2
2 ·

√
2
h(T1)−1 ≤ 2 · n1 ≤ n1 + n2 ≤ n

Frage: Was hat das mit
Algorithmik zu tun?

, zudem: h(T ) ≤ h(T1) + 2

v

r2r1

T1 T2
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Strukturelle Induktion – Beispiel 2

Satz über Balance
Sei T ein Binärbaum mit n Knoten, sodass für jeden Teil-
baum T ′ mit Kindbäumen L und R gilt |h(L) − h(R)| ≤ 1.
Dann gilt

√
2
h(T )−1 ≤ n.

Beweis:
Basisfall: Binärbäume mit einem Knoten

√
2
0
= 1 ≤ 1

rekursiver Fall: Wurzel v mit Kindbäumen T1, T2

sei n1 = |V (T1)|; n2 = |V (T2)|; o.B.d.A. n1 ≤ n2

dann
√
2
h(T1)−1 ≤ n1

√
2
h(T )−1 ≤

√
2
h(T1)+1 ≤

√
2
2 ·

√
2
h(T1)−1 ≤ 2 · n1 ≤ n1 + n2 ≤ n

Frage: Was hat das mit
Algorithmik zu tun?

Antwort: Zusammenhang
zw. Induktion und rekursi-
ven Algorithmen / DPs

, zudem: h(T ) ≤ h(T1) + 2

v

r2r1

T1 T2
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Induktion und Rekursion

Algorithmus für Höhe von Baum (rekursiv)
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Induktion und Rekursion

Algorithmus für Höhe von Baum (rekursiv) height(Tree T;Node root)

left := height(leftSubtree(root))
right := height(rightSubtree(root))
return 1+max{left; right}

if root is only Node in T then
return 0
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Induktion und Rekursion

Algorithmus für Höhe von Baum (rekursiv)

Basisfall: Einzelner Knoten

height(Tree T;Node root)

left := height(leftSubtree(root))
right := height(rightSubtree(root))
return 1+max{left; right}

if root is only Node in T then
return 0

Korrektheit:

Induktionsschritt: Höhe = 1 + Höhe in
Teilbäumen
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Induktion und Rekursion

Algorithmus für Höhe von Baum (rekursiv)

Basisfall: Einzelner Knoten

height(Tree T;Node root)

left := height(leftSubtree(root))
right := height(rightSubtree(root))
return 1+max{left; right}

if root is only Node in T then
return 0

Korrektheit:

Induktionsschritt: Höhe = 1 + Höhe in
Teilbäumen

Strukturelle Induktion über alle Binärbäume
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Induktion und Rekursion

Algorithmus für Höhe von Baum (rekursiv)

Basisfall: Einzelner Knoten

height(Tree T;Node root)

left := height(leftSubtree(root))
right := height(rightSubtree(root))
return 1+max{left; right}

if root is only Node in T then
return 0

Korrektheit:

Induktionsschritt: Höhe = 1 + Höhe in
Teilbäumen

Strukturelle Induktion über alle Binärbäume

Topologische Sortierung
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Induktion und Rekursion

Algorithmus für Höhe von Baum (rekursiv)

Basisfall: Einzelner Knoten

height(Tree T;Node root)

left := height(leftSubtree(root))
right := height(rightSubtree(root))
return 1+max{left; right}

if root is only Node in T then
return 0

Korrektheit:

Induktionsschritt: Höhe = 1 + Höhe in
Teilbäumen

Strukturelle Induktion über alle Binärbäume

topoSort(acyclic Graph G = (V; E))

source := findSource(G)

return ⟨source⟩+ ⟨topoSort(G′)⟩

if |V| = 1 then
return ⟨V [0]⟩

G′ := removeNode(G; source)

Topologische Sortierung
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Induktion und Rekursion

Algorithmus für Höhe von Baum (rekursiv)

Basisfall: Einzelner Knoten

Korrektheit:

height(Tree T;Node root)

left := height(leftSubtree(root))
right := height(rightSubtree(root))
return 1+max{left; right}

if root is only Node in T then
return 0

Korrektheit:

Induktionsschritt: Höhe = 1 + Höhe in
Teilbäumen

Strukturelle Induktion über alle Binärbäume

topoSort(acyclic Graph G = (V; E))

source := findSource(G)

return ⟨source⟩+ ⟨topoSort(G′)⟩

if |V| = 1 then
return ⟨V [0]⟩

G′ := removeNode(G; source)

Topologische Sortierung

Induktionsanfang: |V | = 1

Induktionsschritt: falls topoSort für n − 1
Knoten korrekt, dann auch für n
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Induktion und Rekursion

Algorithmus für Höhe von Baum (rekursiv)

Basisfall: Einzelner Knoten

Korrektheit:

Vollständige Induktion über Anzahl Knoten

height(Tree T;Node root)

left := height(leftSubtree(root))
right := height(rightSubtree(root))
return 1+max{left; right}

if root is only Node in T then
return 0

Korrektheit:

Induktionsschritt: Höhe = 1 + Höhe in
Teilbäumen

Strukturelle Induktion über alle Binärbäume

topoSort(acyclic Graph G = (V; E))

source := findSource(G)

return ⟨source⟩+ ⟨topoSort(G′)⟩

if |V| = 1 then
return ⟨V [0]⟩

G′ := removeNode(G; source)

Topologische Sortierung

Induktionsanfang: |V | = 1

Induktionsschritt: falls topoSort für n − 1
Knoten korrekt, dann auch für n


