AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Algorithmen 1

Ubung 2
Algorithmenentwurf, amortisierte Analyse

KIT — Die Forschungsuniversitat in der Helmholtz-Gemeinschaft

www.kit.edu



2

Hinweise / Organisatorisches

m Blatt 3, Aufgabe 2

Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung

AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Karlsruher Institut fur Technologie

Hinweise / Organisatorisches

m Blatt 3, Aufgabe 2

| w

left right

ldown

2 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



2

Hinweise / Organisatorisches

m Blatt 3, Aufgabe 2

Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung

AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



2

Hinweise / Organisatorisches

m Blatt 3, Aufgabe 2

Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung

AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



2

Hinweise / Organisatorisches

m Blatt 3, Aufgabe 2

Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung

right

AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



2

Hinweise / Organisatorisches

m Blatt 3, Aufgabe 2

left

Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung

AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



2

Hinweise / Organisatorisches

m Blatt 3, Aufgabe 2

left

Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung

AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



2

Hinweise / Organisatorisches

m Blatt 3, Aufgabe 2

Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung

AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



2

Hinweise / Organisatorisches

m Blatt 3, Aufgabe 2 top, farleft\

= up
> -
down ...
\/
left right L
A=

Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung

AT

Karlsruher Institut fur Technologie

e
| [ \ farright

Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



AT

Hinweise / Organisatorisches

m Blatt 3, Aufgabe 2 top, farleft\

m moglicher Trick (siehe VL.): --
Dummy Knoten =¥ -
down ..
left right |_> v ” }

v [4

A| =t

4
= s

A A - \farright

2 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



AT

Hinweise / Organisatorisches

m Blatt 3, Aufgabe 2 top, farleft\

® moglicher Trick (siehe VL.): --
Dummy Knoten =¥ -
down . .
J_ left right |_> \h < }

v [4

A| =i

4
= s

A A - \farright

2 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



AT

Hinweise / Organisatorisches

m Blatt 3, Aufgabe 2 top, farlefty

m moglicher Trick (siehe VL. ) -------- --
Dummy Knoten e e —
down -
left right |_> \i o }

v [4

A

1 |4
= s

A ‘A ) \farright

2 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



AT

Hinweise / Organisatorisches

m Blatt 3, Aufgabe 2 top, farlefty

m moglicher Trick (siehe VL. ) -------- --
Dummy Knoten e e —
down -
left right |_> v o }
v [#
A| =i
1[4
A ‘A - \farright

2 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



AT

Hinweise / Organisatorisches

m Blatt 3, Aufgabe 2 top, farlefty

m moglicher Trick (siehe VL. ) -------- --
Dummy Knoten e e —
down -
left right |_> v o }
v [#
A| =i
1[4
A ‘A - \farright

2 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



AT

Hinweise / Organisatorisches

m Blatt 3, Aufgabe 2

® Pseudocode vs. textuelle Beschreibung

2 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Karlsruher Institut fur Technologie

Hinweise / Organisatorisches

m Blatt 3, Aufgabe 2

® Pseudocode vs. textuelle Beschreibung

» Gib Algorithmen nur in Pseudocode an anstatt sie in Worten zu be-
schreiben, falls dies explizit gefordert ist!”
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Scalable Algorithms (ITI)

Algorithmen 1

Dozent: Thomas Blasius
Ubungsleitung: Maximilian Katzmann, Marcus Wilhelm, Wendy Yi

In dieser Vorlesung werden grundlegende Kenntnisse im Bereich Algorithmen und Datenstrukiuren vermittelt. Ziel ist es, Fahigkeiten
zu Verstandnis und Losung algorithmischer Probleme, sowie insbesondere deren Formalisierung, Kommunikation und Analyse zu
erlernen.

Austausch findet vorrangig Uber Discord statt. Der Zugang ist verlinkt im ILIAS-Kurs: & https://ilias.studium.kit.edu/goto.php?
target=crs%5F2086671&client_id=produktiv

Eine Liste von Hochschulgruppen, die gerade aktiv neue Mitglieder suchen findet ihr hier.
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func(A: [N, n], x : N) // A aufst. sortiert
£=0
r=n-—1
while £ < r do
m={L+r)/2
if x < A[m] then r :==m
if x > Alm] then £ :=m
if x = A[m] then return ,found x‘
return ,not found*
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Was macht der Pseudocode* AT T T T TTT]  x
func(A: [N, n], x : N) ~
£=0 er
re=n-—1 In welchen Zeilen befinden sich Fehler?
while £ < r do
m=(L+1)/2

if x < Alm|then r .= m

if x > Alm] then £ :=m

if x = A[m] then return ,found x‘
return ,not found*

00 N O O WD+

app.klicker.uzh.ch/join/algoueb
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Wie kommuniziert man Algorithmen?

Abstrakte Beschreibung

.

Binare Suche
m durch einen Vergleich: entscheide ob x in
der linken oder rechten Halfte von A liegt

m suche rekursiv in der relevanten Halfte
von A

m Abbruch: zu durchsuchende Folge ist nur
noch konstant grof3 (hier: 2)

~
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func(A: [N, n],x : N) // A aufst. sortiert
£=0
r=n—1

while £ < r +1do

m = [(L+r)/2]

if x < Al[m]thenr:=m—-1

if x> Alm]then{:=m+1

if x .= A[m] then return ,found x*“
return ,not found*
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Wie kommuniziert man Algorithmen?
Abstrakte Beschreibung Pseudocode
Binare Suche ) func(A : [N, n], x : N) // A aufst. sortiert
£=0

= durch einen Vergleich: entscheide ob x in| > —"
der linken oder rechten Halfte von A liegt while £ < r + 1 do

m suche rekursiv in der relevanten Halfte m:=|(L+r)/2]
von A if x < Alm]thenr :=m—1
® Abbruch: zu durchsuchende Folge ist nur if x> Alm] then £ := m+1
noch konstant grof3 (hier: 2) if x := A[m] then return ,found x*
b return ,not found*
® Intuition einfacher zu erkennen ® nah an Implementierung
® Implementierungsdetails fehlen m anfallig fir kleine Fehler

® gut um Idee zu kommunizieren
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Wie kommuniziert man Algorithmen?
Abstrakte Beschreibung Pseudocode
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der linken oder rechten Halfte von A liegt while £ < r + 1 do
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® Abbruch: zu durchsuchende Folge ist nur if x> Alm] then £ := m+1
noch konstant grof3 (hier: 2) if x := A[m] then return ,found x*
h return ,not found®
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® Implementierungsdetails fehlen m anfallig fir kleine Fehler
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Beim Losen von Problemen: zuerst Idee Uberlegen, dann Pseudocode schreiben.
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Ziel: viel Geld verdienen

Masterplan fur grof3en Reichtum
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Ziel: viel Geld verdienen

Masterplan fur grof3en Reichtum Preisverlauf der ALGO-Aktie

= Schritt 1: vielversprechende . pis (€)
Aktie suchen. o, N

a Schritt 2: Zeitmaschine
suchen. (single use)

® Schritt 3: zum richtigen
Zeitpunkt kaufen und ver-
kaufen. ..

Problem: wie finden wir Zeitpunkte um
Gewinn zu maximieren?

Gesucht: Algorithmus fur dieses Pro-
blem Zeit
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Gewinnmaximierung
Problem: wie finden wir Zeitpunkte um Preisverlauf der ALGO-Aktie
Gewinn zu maximieren? Preis (€)

Gesucht: Algorithmus fur dieses Problem

|
Zeit
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Problem: wie finden wir Zeitpunkte um Preisverlauf der ALGO-Aktie
Gewinn zu maximieren? Preis (€)

Gesucht: Algorithmus fur dieses Problem

Fragen:

|
Zeit
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Problem: wie finden wir Zeitpunkte um Preisverlauf der ALGO-Aktie
Gewinn zu maximieren? Preis (€)

Gesucht: Algorithmus fur dieses Problem

Fragen: 1. Formalisierung des Problems
= Was sind Eingabe, Ausgabe?
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Gewinnmaximierung A“(IT

Problem: wie finden wir Zeitpunkte um Preisverlauf der ALGO-Aktie
Gewinn zu maximieren? Preis (€)

Gesucht: Algorithmus fur dieses Problem

Fragen: 1. Formalisierung des Problems
= Was sind Eingabe, Ausgabe?
2. Entwickeln eines Algorithmus
» Algorithmische Idee finden
= Beschreibung, evtl. Pseudocode

3. Uberpriifen des Algorithmus

>
® Analyse von Korrektheit und Zeit
Laufzeit
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Problem: wie finden wir Zeitpunkte um Preisverlauf der ALGO-Aktie
Gewinn zu maximieren? Preis (€)

Gesucht: Algorithmus fur dieses Problem

Fragen: 1. Formalisierung des Problems
= Was sind Eingabe, Ausgabe?
2. Entwickeln eines Algorithmus

agf. Algo = Algorithmische Idee finden
anpassen = Beschreibung, evtl. Pseudocode
3. Uberprifen des Algorithmus .
® Analyse von Korrektheit und Zeit
Laufzeit

8 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



8

Karlsruher Institut fur Technologie

Gewinnmaximierung
Problem: wie finden wir Zeitpunkte um Preisverlauf der ALGO-Aktie
Gewinn zu maximieren? Preis (€)

Gesucht: Algorithmus fur dieses Problem

Fragen: 1. Formalisierung des Problems
= Was sind Eingabe, Ausgabe?
ggf. Algo| 2 Entwickeln eines Algorithmus

oder

ol = Algorithmische Idee finden
anpassen = Beschreibung, evtl. Pseudocode

3. Uberpriifen des Algorithmus

® Analyse von Korrektheit und
Laufzeit
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Formalisierung
Problem: wie finden wir Zeitpunkte um Preisverlauf der ALGO-Aktie
Gewinn zu maximieren? Preis (€)

A

Gesucht: Algorithmus fur dieses Problem

Frage: Formalisierung des Problems
@ Was sind Eingabe, Ausgabe?

|
Zeit
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AT

Formalisierung
Problem: wie finden wir Zeitpunkte um Preisverlauf der ALGO-Aktie
Gewinn zu maximieren? Preis (€)

A

Gesucht: Algorithmus fur dieses Problem

Frage: Formalisierung des Problems
@ Was sind Eingabe, Ausgabe?

|
Zeit
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Formalisierung
Problem: wie finden wir Zeitpunkte um Preisverlauf der ALGO-Aktie
Gewinn zu maximieren? Preis (€)

A

Gesucht: Algorithmus fur dieses Problem

Frage: Formalisierung des Problems
@ Was sind Eingabe, Ausgabe?
a Mogliche Antwort:

® gegeben: Array A mit Zahlen

|
Zeit
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Karlsruher Institut fur Technologie

Formalisierung
Problem: wie finden wir Zeitpunkte um Preisverlauf der ALGO-Aktie
Gewinn zu maximieren? Preis (€)

A

Gesucht: Algorithmus fur dieses Problem

Frage: Formalisierung des Problems
@ Was sind Eingabe, Ausgabe?
a Mogliche Antwort:

® gegeben: Array A mit Zahlen

® gesucht: Indizes i, j mit i < j, sodass
Alj] — A[i] maximal ist.

|
Zeit
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Karlsruher Institut fur Technologie

Formalisierung
Problem: wie finden wir Zeitpunkte um Preisverlauf der ALGO-Aktie
Gewinn zu maximieren? Preis (€)

A

Gesucht: Algorithmus fur dieses Problem

Frage: Formalisierung des Problems
@ Was sind Eingabe, Ausgabe?
a Mogliche Antwort:
® gegeben: Array A mit Zahlen
® gesucht: Indizes i, j mit i < j, sodass

Aljl — Alil maximal ist. L L
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Karlsruher Institut fur Technologie

Formalisierung
Problem: wie finden wir Zeitpunkte um Preisverlauf der ALGO-Aktie
Gewinn zu maximieren? Preis (€)

A

Gesucht: Algorithmus fur dieses Problem

Frage: Formalisierung des Problems | » /) \
@ Was sind Eingabe, Ausgabe? E}Gewinn
a Mogliche Antwort:

® gegeben: Array A mit Zahlen

® gesucht: Indizes i, j mit i < j, sodass

A[j] — A[i] maximal ist. i, i_ -
i J Zeit
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Entwickeln eines Algorithmus A“(IT

Gegeben: Array A mit Zahlen Werte von A

Gesucht: Indizes /,j mit i < j, sodass
Al[j] — A[i] maximal ist.

§}AU] — A[i] (,Gewinn®)

I. I.
I J Indizes von A
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Entwickeln eines Algorithmus

Gegeben: Array A mit Zahlen

Gesucht: Indizes /,j mit i < j, sodass
Al[j] — A[i] maximal ist.

Frage: Wie konnte ein (einfacher) Algorithmus
aussehen?

10 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung
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WeArte von A

|_ L >

! J Indizes von A
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Entwickeln eines Algorithmus

Gegeben: Array A mit Zahlen

Gesucht: Indizes /,j mit i < j, sodass

Al[j] — A[i] maximal ist.
Frage: Wie konnte ein (einfacher) Algorithmus
aussehen?

m |[dee: vergleiche alle Werte von A paarweise
und gib Paar mit groBtem Gewinn aus

10 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung

Karlsruher Institut fur Technologie

WeArte von A
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I J Indizes von A
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Entwickeln eines Algorithmus

Gegeben: Array A mit Zahlen Werte von A

Gesucht: Indizes /,j mit i < j, sodass
Aljl — Ali] maximalist. |/}

Frage: Wie konnte ein (einfacher) Algorithmus }AU] — A[i] (,Gewinn®)
aussehen? et

m |[dee: vergleiche alle Werte von A paarweise
und gib Paar mit groBtem Gewinn aus

m Pseudocode: i i _
i J Indizes von A
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Entwickeln eines Algorithmus

Gegeben: Array A mit Zahlen

Gesucht: Indizes /,j mit i < j, sodass
Al[j] — A[i] maximal ist.

Frage: Wie konnte ein (einfacher) Algorithmus
aussehen?

m |[dee: vergleiche alle Werte von A paarweise
und gib Paar mit groBtem Gewinn aus

® Pseudocode:
profitmax(A : [N, n])

Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung
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WeArte von A

L .
I J Indizes von A
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AT

Entwickeln eines Algorithmus

Gegeben: Array A mit Zahlen Werte von A

Gesucht: Indizes /,j mit i < j, sodass
Aljl — Ali] maximalist. |/}

Frage: Wie konnte ein (einfacher) Algorithmus }AU] — A[i] (,Gewinn®)
aussehen? et

m |[dee: vergleiche alle Werte von A paarweise
und gib Paar mit groBtem Gewinn aus

» Pseudocode: i i _
profitmax(A : [N, n]) i J Indizes von A
best val := —1,best i := —1,best j:= —1
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Entwickeln eines Algorithmus

Gegeben: Array A mit Zahlen Werte von A

Gesucht: Indizes /,j mit i < j, sodass
Al[j] — A[i] maximal ist.

Frage: Wie konnte ein (einfacher) Algorithmus
aussehen? :

a [dee: vergleiche alle Werte von A paarweise
und gib Paar mit gro3tem Gewinn aus :

m Pseudocode: |

AT

Karlsruher Institut fur Technologie

§}AU] — A[i] (,Gewinn®)

profitmax(A : [N, n]) i

best val := —1,best i := —1,best j:= —1
fori e {0,..., n—1}do
forjed{i+1,..., n—1}do

Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung
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Entwickeln eines Algorithmus

Gegeben: Array A mit Zahlen Werte von A

Gesucht: Indizes /,j mit i < j, sodass
Al[j] — A[i] maximal ist.

Frage: Wie konnte ein (einfacher) Algorithmus
aussehen? :

a [dee: vergleiche alle Werte von A paarweise
und gib Paar mit gro3tem Gewinn aus :

m Pseudocode: |

AT

Karlsruher Institut fur Technologie

§}AU] — A[i] (,Gewinn®)

profitmax(A : [N, n]) i
best val := —1,best i := —1,best j:= —1
fori e {0,..., n—1}do
forjed{i+1,..., n—1}do
if A[j] — A[i] > best_val then:
best_val .= A[j] — A[/], best_i := i, best_j ==

Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung

I.
J Indizes von A

Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



10

Entwickeln eines Algorithmus

Gegeben: Array A mit Zahlen Werte von A

Gesucht: Indizes /,j mit i < j, sodass
Al[j] — A[i] maximal ist.

Frage: Wie konnte ein (einfacher) Algorithmus
aussehen? :

a [dee: vergleiche alle Werte von A paarweise
und gib Paar mit gro3tem Gewinn aus :

m Pseudocode: |

AT

Karlsruher Institut fur Technologie

§}AU] — A[i] (,Gewinn®)

profitmax(A : [N, n]) i
best val := —1,best i:= —1,best j = —1
fori e {0,..., n—1}do
forjed{i+1,..., n—1}do
if A[j] — A[i] > best_val then:
best_val :== A[j] — A[/], best_i := i, best_j :=j
return best i, best_j
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Entwickeln eines Algorithmus

Gegeben: Array A mit Zahlen Werte von A

Gesucht: Indizes /,j mit i < j, sodass
Al[j] — A[i] maximal ist.

Frage: Wie konnte ein (einfacher) Algorithmus E}AU] — A[i] (,Gewinn®)
aussehen? e i

a [dee: vergleiche alle Werte von A paarweise
und gib Paar mit gro3tem Gewinn aus ; ;

® Pseudocode: | | _
profitmax(A : [N, n]) i J Indizes von A

best val := —1,best i := —1,best j:= —1

forie€{0,...,n—1}do Analyse

forjed{i+1,..., n—1}do
if A[j] — A[i] > best_val then:
best_val .= A[j] — A[/], best_i := i, best_j ==
return best i, best_j
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AT

Entwickeln eines Algorithmus

Gegeben: Array A mit Zahlen Werte von A

Gesucht: Indizes /,j mit i < j, sodass
Al[j] — A[i] maximal ist.

Frage: Wie konnte ein (einfacher) Algorithmus E}AU] — A[i] (,Gewinn®)
aussehen? e i

a [dee: vergleiche alle Werte von A paarweise
und gib Paar mit gro3tem Gewinn aus ; ;

® Pseudocode: | |

. . >
profitmax(A : [N, n]) ! J Indizes von A
best val := —1,best i:= —1,best j = —1
forie€{0,...,n—1}do Analyse
forje{i+1,...,n—1}do = Laufzeit: O(n?)

if A[j] — A[i] > best_val then:
best_val := A[j] — A[i], best_i := i, best_j :=j
return best i, best_j
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Entwickeln eines Algorithmus

Gegeben: Array A mit Zahlen

Gesucht: Indizes /,j mit i < j, sodass
Al[j] — A[i] maximal ist.

Frage: Wie konnte ein (einfacher) Algorithmus
aussehen?

m |[dee: vergleiche alle Werte von A paarweise
und gib Paar mit groBtem Gewinn aus

m Pseudocode:
profitmax(A : [N, n])
best val := —1,best i := —1,best j:= —1
fori e {0,..., n—1}do
forjed{i+1,..., n—1}do
if A[j] — A[i] > best_val then:

best_val — AD] — A[I], best_i = i, best_j :_j

return best i, best_j
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WeArte von A
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I J Indizes von A

Analyse

= Laufzeit: O(n?)
m Korrektheit: alle Paare werden Gberpruift
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Entwickeln eines Algorithmus

AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Gegeben: Array A mit Zahlen Werte von A

Gesucht: Indizes /,j mit i < j, sodass
Al[j] — A[i] maximal ist.

Frage: Wie konnte ein (einfacher) Algorithmus
aussehen?

m |[dee: vergleiche alle Werte von A paarweise
und gib Paar mit groBtem Gewinn aus

® Pseudocode:
profitmax(A : [N, n])
best val := —1,best i := —1,best j:= —1
fori e {0,..., n—1}do
forjed{i+1,..., n—1}do
if A[j] — A[i] > best_val then:

best_val — AD] — A[I], best_i = i, best_j :_j

return best i, best_j

Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung

|_ L >

! J Indizes von A
Analyse
= Laufzeit: O(n?)
m Korrektheit: alle Paare werden Gberpruift
Frage: geht es schneller?
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Entwickeln eines schnelleren Algorithmus

Gegeben: Array A mit Zahlen Werte von A

Gesucht: Indizes /,j mit i < j sodass
Alj] — A[i] maximal ist.

Indizes von A
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Karlsruher Institut fur Technologie

Entwickeln eines schnelleren Algorithmus

Gegeben: Array A mit Zahlen Werte von A

Gesucht: Indizes /,j mit i < j sodass
Alj] — A[i] maximal ist.

Frage: Mussen wirklich alle Paare betrachtet
werden?

Indizes von A
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Entwickeln eines schnelleren Algorithmus

Gegeben: Array A mit Zahlen Werte von A
Gesucht: Indizes /,j mit i < j sodass .
A[j] — A[i] maximal ist. N /\ )
Frage: Missen wirklich alle Paare betrachtet |V \, 1/ "1, T
werden? 1/° S Y AAs
.... >
Indizes von A
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Karlsruher Institut fur Technologie

Entwickeln eines schnelleren Algorithmus

Gegeben: Array A mit Zahlen Werte von A
Gesucht: Indizes /,j mit i < j sodass .
A[j] — A[i] maximal ist. N /\ )
Frage: Missen wirklich alle Paare betrachtet |V \, 1/ "1, T
werden? 1/° S Y AAs
m nur lokale Minima / Maxima betrachten J N
.... >
Indizes von A
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Karlsruher Institut fur Technologie

Entwickeln eines schnelleren Algorithmus

Gegeben: Array A mit Zahlen Werte von A
Gesucht: Indizes /,j mit i < j sodass .
A[j] — A[i] maximal ist. . N\ e )
Frage: Missen wirklich alle Paare betrachtet |V \, 1/ "1, T
werden? 1/° S Y AAs
m nur lokale Minima / Maxima betrachten J N
.... >
Indizes von A
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Entwickeln eines schnelleren Algorithmus

Gegeben: Array A mit Zahlen Werte von A
Gesucht: Indizes /,j mit i < j sodass .
A[j] — A[i] maximal ist. N . )
Frage: Missen wirklich alle Paare betrachtet |V \, 1/ "1, T
werden? 1/° S Y AAs
m nur lokale Minima / Maxima betrachten J N
.... >
Indizes von A
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Karlsruher Institut fur Technologie

Entwickeln eines schnelleren Algorithmus

Gegeben: Array A mit Zahlen Werte von A
Gesucht: Indizes /,j mit i < j sodass .
A[j] — A[i] maximal ist. N . )
Frage: Missen wirklich alle Paare betrachtet |V \, 1/ "1, T
werden? 1/° S/ . N+
m nur lokale Minima / Maxima betrachten J N
.... >
Indizes von A
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Karlsruher Institut fur Technologie

Entwickeln eines schnelleren Algorithmus

Gegeben: Array A mit Zahlen Werte von A
Gesucht: Indizes /,j mit i < j sodass .
A[j] — A[i] maximal ist. N . )
Frage: Missen wirklich alle Paare betrachtet |V \, 1/ "1, T
werden? T ‘ A
m nur lokale Minima / Maxima betrachten J N
.... >
Indizes von A
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Karlsruher Institut fur Technologie

Entwickeln eines schnelleren Algorithmus

Gegeben: Array A mit Zahlen Werte von A
Gesucht: Indizes /,j mit i < j sodass .
A[j] — A[i] maximal ist. N . )
Frage: Missen wirklich alle Paare betrachtet |V \, 1/ "1, T
werden? BN ' AR
m nur lokale Minima / Maxima betrachten J N
.... >
Indizes von A
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Karlsruher Institut fur Technologie

Entwickeln eines schnelleren Algorithmus

Gegeben: Array A mit Zahlen Werte von A
Gesucht: Indizes /,j mit i < j sodass .
A[j] — A[i] maximal ist. N . )
Frage: Missen wirklich alle Paare betrachtet |V \, / "1, T
werden? HE N . A
m nur lokale Minima / Maxima betrachten J N
.... >
Indizes von A
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Karlsruher Institut fur Technologie

Entwickeln eines schnelleren Algorithmus

Gegeben: Array A mit Zahlen Werte von A
Gesucht: Indizes /,j mit i < j sodass .
A[j] — A[i] maximal ist. N . )
Frage: Missen wirklich alle Paare betrachtet |V \, / "1, T
werden? HE N . A
m nur lokale Minima / Maxima betrachten N
.... >
Indizes von A
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Entwickeln eines schnelleren Algorithmus =5 bt

Gegeben: Array A mit Zahlen Werte von A

Gesucht: Indizes /,j mit i < j sodass .
A[j] — A[i] maximal ist. N . )

Frage: MiUssen wirklich alle Paare betrachtet |V \, . -
werden? EEEAN . VAR

® nur lokale Minima / Maxima betrachten ’

m Kauf zum Zeitpunkt i nur falls far alle k < i: .
Alk] > Ali]

Indizes von A
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Karlsruher Institut fur Technologie

Entwickeln eines schnelleren Algorithmus

Gegeben: Array A mit Zahlen Werte von A
Gesucht: Indizes /,j mit i < j sodass .

A[j] — A[i] maximal ist. N . )
Frage: Missen wirklich alle Paare betrachtet . . .
werden? ! AN

® nur lokale Minima / Maxima betrachten ’

m Kauf zum Zeitpunkt i nur falls far alle k < i:
Alk] > Ali] &

Indizes von A
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Entwickeln eines schnelleren Algorithmus

Gegeben: Array A mit Zahlen

Gesucht: Indizes /,j mit i < j sodass
Alj] — A[i] maximal ist.

Frage: Mussen wirklich alle Paare betrachtet

werden?
® nur lokale Minima / Maxima betrachten

m Kauf zum Zeitpunkt i nur falls far alle k < i:

Alk] > Ali]
m [dee:

= berechne fur jedes i € {0, ..., n— 1} den

Wert A'[i] = min{A[k] | 0 < k </}

Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung
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Entwickeln eines schnelleren Algorithmus

Gegeben: Array A mit Zahlen

Gesucht: Indizes /,j mit i < j sodass
Alj] — A[i] maximal ist.

Frage: Mussen wirklich alle Paare betrachtet

werden?
® nur lokale Minima / Maxima betrachten

m Kauf zum Zeitpunkt i nur falls far alle k < i:

Alk] > Ali]
m [dee:

= berechne fur jedes i € {0, ..., n— 1} den

Wert A'[i] = min{A[k] | 0 < k </}

WeArte von A

T

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

= finde Maximum durch Prifen von A[i]—A'[/]

far jedes i € {0,n — 1}
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Entwickeln eines schnelleren Algorithmus

Gegeben: Array A mit Zahlen

Gesucht: Indizes /,j mit i < j sodass
Alj] — A[i] maximal ist.

Frage: Mussen wirklich alle Paare betrachtet

werden?
® nur lokale Minima / Maxima betrachten

m Kauf zum Zeitpunkt i nur falls far alle k < i:

Alk] > Ali]
m [dee:

= berechne fur jedes i € {0, ..., n— 1} den

Wert A'[i] = min{A[k] | 0 < k </}

WeArte von A

T

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

= finde Maximum durch Prifen von A[i]—A'[/]

far jedes i € {0,n — 1}
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Entwickeln eines schnelleren Algorithmus

Gegeben: Array A mit Zahlen

Gesucht: Indizes /,j mit i < j sodass
Alj] — A[i] maximal ist.

Frage: Mussen wirklich alle Paare betrachtet

werden?
® nur lokale Minima / Maxima betrachten

m Kauf zum Zeitpunkt i nur falls far alle k < i:

Alk] > Ali]
m [dee:

= berechne fur jedes i € {0, ..., n— 1} den

Wert A'[i] = min{A[k] | 0 < k </}

WeArte von A

T

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

= finde Maximum durch Prifen von A[i]—A'[/]

far jedes i € {0,n — 1}
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Entwickeln eines schnelleren Algorithmus

Gegeben: Array A mit Zahlen

Gesucht: Indizes /,j mit i < j sodass
Alj] — A[i] maximal ist.

Frage: Mussen wirklich alle Paare betrachtet

werden?
® nur lokale Minima / Maxima betrachten

m Kauf zum Zeitpunkt i nur falls far alle k < i:

Alk] > Ali]
m [dee:

= berechne fur jedes i € {0, ..., n— 1} den

Wert A'[i] = min{A[k] | 0 < k </}

WeArte von A

T

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

= finde Maximum durch Prifen von A[i]—A'[/]

far jedes i € {0,n — 1}
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Entwickeln eines schnelleren Algorithmus

® [dee: Werte von A
= berechne fir jedes i € {0, n— 1} den Wert
A'li] = min{A[k] | 0 < k < i}

= finde Maximum durch Prifen von A[i]—A'[i] 7 'y
far jedes i € {0,n — 1}

Maxi(:um
)

Indizes von A
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Entwickeln eines schnelleren Algorithmus

®m [dee: Werte von A
= berechne fir jedes i € {0, n— 1} den Wert )
A/[I] — mln{A[k] ‘ 0 S k S I.} . . Maxi(:um
= finde Maximum durch Priifen von A[i]—A'[i/] [\/\ 1/ @ £y A
far jedes i € {0, n — 1} TS \ ?.'..
= Pseudocode: S
_

Indizes von A
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Entwickeln eines schnelleren Algorithmus

u [dee: Werte von A
= berechne fir jedes i € {0, n— 1} den Wert )
A/[I] = mln{A[k] ‘ 0 S k S I.} . . Maxi(:um
= finde Maximum durch Priifen von A[i]—A'[i/] [\/\ 1/ @ £y A
far jedes i € {0,n — 1} TS \ ?.'..
m Pseudocode: SV
profitmax(A : [N, n]) .
_

Indizes von A
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Entwickeln eines schnelleren Algorithmus

® [dee:
= berechne fir jedes i € {0, n— 1} den Wert

A'[i] = min{A[k] | 0 < k < i} : A,
= finde Maximum durch Priifen von A[i]—A'[i/] [\/J\ 1/ @ £

far jedes i € {0, n — 1}
® Pseudocode:
profitmax(A : [N, n])

= 00, min_i:= —1
max_profit := —1, profit_idx := (-1, —1)
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Entwickeln eines schnelleren Algorithmus

®m [dee: Werte von A
= berechne fir jedes i € {0, n— 1} den Wert )
A/[I] — mln{A[k] ‘ 0 S k S I.} . . Maxi(:um
= finde Maximum durch Priifen von A[i]—A'[i/] [\/\ 1/ @ £y A
fir jedes i € {0, n — 1}
® Pseudocode: Y
profitmax(A : [N, n]) VA
= 00, min_i:= —1 BVAEEE
max_profit := —1, profit_idx .= (-1, —1) A =
forie{0,..., n—1}do Indizes von A
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® [dee:
= berechne fir jedes i € {0, n— 1} den Wert

A'[i] = min{A[k] | 0 < k < i} : A,
= finde Maximum durch Priifen von A[i]—A'[i/] [\/J\ 1/ @ £

far jedes i € {0, n — 1}
® Pseudocode:
profitmax(A : [N, n])

= 00, min_i:= —1
max_profit := —1, profit_idx := (-1, —1)
forie{0,..., n—1}do
if Ali] < then: = Ali], min_i=i

= Al[i], min_i =i
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Entwickeln eines schnelleren Algorithmus

® |dee:

= berechne fir jedes i € {0, n— 1} den Wert
A'li] = min{A[k] | 0 < k < i}

= finde Maximum durch Prifen von A[i]—A'[/] .

far jedes i € {0, n — 1}
® Pseudocode:
profitmax(A : [N, n])

= 00, min_i:= —1
max_profit := —1, profit_idx := (-1, —1)
forie{0,..., n—1}do
if Ali] < then: = Ali], min_i=i
= A[i], min_i =i
if A[i] — > max_profit then:

max_profit := A[i]—
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Maxi(:um
)

, profit_idx = (min_i, i)
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Entwickeln eines schnelleren Algorithmus

AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Maxi(:um
)

® |dee: Werte von A
m berechne fur jedes i € {0, n— 1} den Wert )
A'lil = min{A[k] |0 < k < i} . \
= finde Maximum durch Priffen von A[i/]—A'[i] [N/ 1/ @ ¥y
fir jedes i € {0, n — 1}
m Pseudocode:
profitmax(A : [N, n])
= 00, min_i:= —1
max_profit := —1, profit_idx := (-1, —1)
for i c {0 ..... n — ].} do Analyse
if Ali] < then: = Ali], min_i=i
= A[i], min_i =i
if A[i] — > max_profit then:
max_profit := A[i]— , profit_idx = (min_i, i)

return profit_idx
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Pause?
® |dee: Werte von A
= berechne fir jedes i € {0, n— 1} den Wert )
A/[I] = mln{A[k] ‘ 0 S k S I.} . . Maxi(:um
= finde Maximum durch Priifen von A[i]—A'[i/] [\/\ 1/ @ £y N
fir jedes i € {0, n — 1} ST . N
® Pseudocode: R
profitmax(A : [N, n]) y  [Y
= 00, min_i:= —1 .
max_profit := —1, profit_idx := (—1, —1) ghld =
forie{0,..., n—1}do Analyse Indizes von A
if Ali] < then: = Ali], min_i=i _
= A[], min_i = i m L aufzeit: O(n)
if Ali] — > max_profit then: a Korrektheit zeigen:
max_profit := A[i]— , profit_idx = (min_i, i)

return profit_idx
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Abstraktionsebenen auf dem Speicher

hoch
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Manuelles Verwalten von Speicheradressen

tief
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Motivation: Datenstrukturen

Abstraktionsebenen auf dem Speicher

hoch
N

Datenstrukturen (z.B. Listen, Queues, etc.)

Arrays, verzeigerte Strukturen, Structs / Objekte

Manuelles Verwalten von Speicheradressen

tief
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® Laufzeit von Operationen auf DS nicht immer gleich
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Motivation: Amortisierte Analyse

® Laufzeit von Operationen auf DS nicht immer gleich
= z.B.: Operation meist gunstig, seltener teurer
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Motivation: Amortisierte Analyse

m Laufzeit von Operationen auf DS nicht immer gleich Beispiel: unbeschranktes Array
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m amortisierte Kosten: durchschnittliche Kosten pro
Operation in einer Folge von Operationen
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Beispiel: Binarzahler

Idee
® Array A verwaltet Bits
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Beispiel: Binarzahler

Idee
® Array A verwaltet Bits o|o|ofo|o|0|0]O

® Funktion increment() erhoht Zahler

Algorithmus
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Beispiel: Binarzahler
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® Array A verwaltet Bits o|o|ofo|o|0|0]O

® Funktion increment() erhoht Zahler

Algorithmus
m suche Stelle / mit rechtester 0
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Beispiel: Binarzahler
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® Array A verwaltet Bits o|o|ofo|o|0|0]O

® Funktion increment() erhoht Zahler

Algorithmus in Pseudocode
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Beispiel: Binarzahler

Idee
® Array A verwaltet Bits

® Funktion increment() erhoht Zahler

Algorithmus in Pseudocode

increment()
=20
while A[i] =1do
Alill:=0
I=1+1
Alil =1
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Beispiel: Binarzahler

Idee
® Array A verwaltet Bits

® Funktion increment() erhoht Zahler

Algorithmus in Pseudocode

increment()
=20
while A[i] =1do
Alill:=0
I=1+1
Alil =1

Laufzeit?
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Analyse: Aggregatmethode
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m teile durch Anzahl von Operationen oloJolofololo]1
Beobachtung olofofofoj0|1]0

m nicht jedes Bit flipt bei jeder Operation o|ojofo|ojo0f1]1
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18 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



18

Analyse: Aggregatmethode

Idee
m berechne Gesamtkosten
@ teile durch Anzahl von Operationen

Beobachtung
m nicht jedes Bit flipt bei jeder Operation

m A[Q] flipt jedes mal, A[1] jedes zweite, etc.

m A[] flipt bei jedem 2/-ten Inkrement
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Analyse: Aggregatmethode

Idee
m berechne Gesamtkosten
@ teile durch Anzahl von Operationen

Beobachtung
m nicht jedes Bit flipt bei jeder Operation

m A[Q] flipt jedes mal, A[1] jedes zweite, etc.

m A[] flipt bei jedem 2/-ten Inkrement
= Bei n Aufrufen: A[/] flipt [ 5; | mal

Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung

T

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Karlsruher Institut fur Technologie

Analyse: Aggregatmethode

Beobachtung

® nicht jedes Bit flipt bei jeder Operation 0]0]0]0f0]0]0]0
m A[O] flipt jedes mal, A[1] jedes zweite, etc. ojojojo]|o0|0]|0]1
» A[/] flipt bei jedem 2'-ten Inkrement olololololol1lo

® Bei n Aufrufen: A[/] flipt [ 5; | mal
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Analyse: Aggregatmethode

Beobachtung
® nicht jedes Bit flipt bei jeder Operation

m A[0] flipt jedes mal, A[1] jedes zweite, etc.

m A[i] flipt bei jedem 2/-ten Inkrement
® Bei n Aufrufen: A[/] flipt [ 5; | mal
In Summe ergibt sich fir k bits:

pa ey
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Analyse: Aggregatmethode @ =0 bt
Beobachtung

= nicht jedes Bit flipt bei jeder Operation 0]0/0]0j0]0]0O]0

m A[0] flipt jedes mal, A[1] jedes zweite, etc. ojo|o|o|o|o|0]1

» A[/] flipt bei jedem 2'-ten Inkrement olololololol1lo

® Bei n Aufrufen: A[/] flipt [ 5; | mal

In Summe ergibt sich fir k bits:

k—1 1
Yiolml<nY Zox ololololol1]ol1
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Analyse: Aggregatmethode @ =0 bt
Beobachtung

= nicht jedes Bit flipt bei jeder Operation 0]0/0]0j0]0]0O]0

m A[0] flipt jedes mal, A[1] jedes zweite, etc. ojo|o|o|o|o|0]1

» A[/] flipt bei jedem 2'-ten Inkrement olololololol1lo

® Bei n Aufrufen: A[/] flipt [ 5; | mal

In Summe ergibt sich fir k bits:

k—1 oo 1
Z;:oL%J<”Zi:07—2” olololo|of1]0]|1

19 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



T

Analyse: Aggregatmethode et
Beobachtung

= nicht jedes Bit flipt bei jeder Operation 0]0/0]0j0]0]0O]0

m A[0] flipt jedes mal, A[1] jedes zweite, etc. ojo|o|o|o|o|0]1

» A[/] flipt bei jedem 2'-ten Inkrement olololololol1lo

® Bei n Aufrufen: A[/] flipt [ 5; | mal

In Summe ergibt sich fir k bits:
k—1, n oo 1
2 im0 lzr) <nX oz =2n ofofofofof1]|o]|1

D.h.: pro Operation nur 2 Bit-Flips
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Analyse: Aggregatmethode

Beobachtung
® nicht jedes Bit flipt bei jeder Operation

m A[0] flipt jedes mal, A[1] jedes zweite, etc.

m A[i] flipt bei jedem 2/-ten Inkrement

 Bei n Aufrufen: A[/] flipt | 5; | mal

In Summe ergibt sich fir k bits:
Zf'(:_olt§J <nY Ty =2n

D.h.: pro Operation nur 2 Bit-Flips

Somit: amortisierte Kosten in O(1)

Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung
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Analyse mittels Charging
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Analyse mittels Charging

Idee
m teure Operationen legen Kosten um auf gunstige Operationen
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Analyse mittels Charging

Idee
m teure Operationen legen Kosten um auf gunstige Operationen

R[OOI O|O|O|O|O
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Analyse mittels Charging

Idee
m teure Operationen legen Kosten um auf gunstige Operationen

O|O0O|0|O0O|O0O|O0O|O0|O|O
O|rRr|O|0O|0O|O0O|O0|O|O
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Analyse mittels Charging

Idee
m teure Operationen legen Kosten um auf gunstige Operationen

R[OOI O|O|O|O|O
RIR|[O|IO|O|O|O|O|O
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Analyse mittels Charging

Idee
m teure Operationen legen Kosten um auf gunstige Operationen

RIO|IO0O|0O|0O0|0|O0|O0 |0
o|lo|l—|o|lo|lo|o|o|o|f---
o|lm|~r|lO|lOo|lOo|lOo|o|]--
RIRPPRPRIO|IOIOC|IOC|O|O |-
olo|lo|~|lo|lo|lo|lo|lo]---
~|lo|lo|l~|lo|lo|lo|lo|o]---
o|l—|lo|l—|o|lo|o|o|o|f--
RlR|lO|l—r|O|lO|lO|lOC|O]--
OO IH|IO|IO|IO|IO|IO |-
R|lo|lRr|Rr|O|lOo|lOo|lo|O]--
OlRIRHRIHRH|IOIO|IO|IO|IO |-
olo|lo|lo|~r|o|lo|lo|lo]--
~|lo|lo|lo|l~|lo|lo|lo|lo]---
o|lr|o|lo|lr|o|lo|lo|o]--
H|I=E|O|IOIR|IO|O|IO|O
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Analyse mittels Charging

Idee
m teure Operationen legen Kosten um auf gunstige Operationen

=
o

o

=

() Nl Nl
RHIO|IO|+
o|l—|o|~
HlR|lO|=
OO0
O[]
O]k
N RN e e
OO0
RH[O|lO|O|+
O|lrRr|O|O|(+
HIR[O|O|—
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Analyse mittels Charging

Idee
m teure Operationen legen Kosten um auf gunstige Operationen
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Analyse mittels Charging

Idee
m teure Operationen legen Kosten um auf gunstige Operationen
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Analyse mittels Charging

Idee
m teure Operationen legen Kosten um auf gunstige Operationen

—_
o
=
OO0 |+
=
o~
—_
OO0 |

20 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



AT

Analyse mittels Charging

Idee
m teure Operationen legen Kosten um auf gunstige Operationen
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Analyse mittels Charging

Idee
m teure Operationen legen Kosten um auf gunstige Operationen

Vorgehen hier:

—_

o

=
OO0 |+

=

=

=

OO0 |
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Analyse mittels Charging

Idee
m teure Operationen legen Kosten um auf gunstige Operationen

Vorgehen hier:
m lege Kosten von 10-flip auf letzte Operation welche zuvor 01-flip ausgefihrt hat

—_

o

=
OO0 |+

=

=

=

OO0 |
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Analyse mittels Charging

Idee
m teure Operationen legen Kosten um auf gunstige Operationen

Vorgehen hier:
m lege Kosten von 10-flip auf letzte Operation welche zuvor 01-flip ausgefihrt hat
= das geht fur jeden 10-flip

—_

o

=
OO0 |+

=

=

=

OO0 |
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Analyse mittels Charging

Idee
m teure Operationen legen Kosten um auf gunstige Operationen

Vorgehen hier:

m lege Kosten von 10-flip auf letzte Operation welche zuvor 01-flip ausgefihrt hat
= das geht fur jeden 10-flip

m pro Operation Ubrig:

—_

o

=
OO0 |+

=

=

=

OO0 |
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Analyse mittels Charging e M

Idee
m teure Operationen legen Kosten um auf gunstige Operationen

Vorgehen hier:
m lege Kosten von 10-flip auf letzte Operation welche zuvor 01-flip ausgefihrt hat
= das geht fur jeden 10-flip
m pro Operation Ubrig:
» Kosten fur 01-flip + evtl. far fremden 10-flip = amortisiert O(1)

|
O|O|O0|O|=

—_
o
=
OO0 |+
=
=
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Analyse: Potentialmethode
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Analyse: Potentialmethode

Idee
m definiere Potentialfunktion ¢(D;)

21 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Karlsruher Institut fur Technologie

Analyse: Potentialmethode

Idee
m definiere Potentialfunktion ¢(D;)
= Maf3 fir Unaufgeraumtheit von D zum Zeitpunkt /
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Analyse: Potentialmethode A“(IT

Idee
m definiere Potentialfunktion ®(D;)

= Maf3 fur Unaufgeraumtheit von D zum Zeitpunkt /
® definiere amortisierte Kosten ¢ = ¢;+®(D;)—®(D;_1)
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Analyse: Potentialmethode A“(IT

Idee
m definiere Potentialfunktion ®(D;)

= Maf3 fur Unaufgeraumtheit von D zum Zeitpunkt /
® definiere amortisierte Kosten ¢ = ¢;+®(D;)—®(D;_1)

tatsachliche
Kosten
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Analyse: Potentialmethode A“(IT

Idee
m definiere Potentialfunktion ®(D;)

= Maf3 fur Unaufgeraumtheit von D zum Zeitpunkt /
= definiere amortisierte Kosten & = ¢;+®(D;)—®(Dj-1)

Anstieg des

tatsachliche )
Potenzials

Kosten

21 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Analyse: Potentialmethode A“(IT
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Idee
m definiere Potentialfunktion ®(D;)

= Maf3 fur Unaufgeraumtheit von D zum Zeitpunkt /
® definiere amortisierte Kosten ¢ = ¢;+®(D;)—®(D;_1)

Definition sinnvoll?
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Analyse: Potentialmethode A“(IT
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Idee
m definiere Potentialfunktion ®(D;)

= Maf3 fur Unaufgeraumtheit von D zum Zeitpunkt /
® definiere amortisierte Kosten ¢ = ¢;+®(D;)—®(D;_1)

Definition sinnvoll?

n
26
i=1
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Analyse: Potentialmethode A“(IT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Idee
m definiere Potentialfunktion ®(D;)

= Maf3 fur Unaufgeraumtheit von D zum Zeitpunkt /
® definiere amortisierte Kosten ¢ = ¢;+®(D;)—®(D;_1)

Definition sinnvoll?

n

Z &= (¢+®(D;)—d(Dj1))

=1
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Analyse: Potentialmethode \“(IT

Idee
m definiere Potentialfunktion ®(D;)

= Maf3 fur Unaufgeraumtheit von D zum Zeitpunkt /
® definiere amortisierte Kosten ¢ = ¢;+®(D;)—®(D;_1)

Definition sinnvoll'?

Z & = Z ¢ + &(D;) — d(D;_; Z c) + Z (Di_1))

i=1
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Analyse: Potentialmethode A“(IT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Idee
m definiere Potentialfunktion ®(D;)

= Maf3 fur Unaufgeraumtheit von D zum Zeitpunkt /
® definiere amortisierte Kosten ¢ = ¢;+®(D;)—®(D;_1)

Definition sinnvoll?

Z & = Z(c; + ®(D;) — ¢(Dj-1)) = Z(Ci) + Z(‘D(Di) — ®(Dj-1))
= Z(Ci) + ®(Dn) — ®(Do)
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Analyse: Potentialmethode A“(IT

Idee
m definiere Potentialfunktion ®(D;)

= Maf3 fur Unaufgeraumtheit von D zum Zeitpunkt /
® definiere amortisierte Kosten ¢ = ¢;+®(D;)—®(D;_1)

Definition sinnvoll?

n

Z & =Y (ci+®(Di) = ®(Di1)) = (a)+ Z((D(Di) — ®(Dj-1))

=1 =

- Z(c;) + ®(D,) — (Do)

Falls ®(D,) > ®(Dy): amortisierte Kosten obere Schranke flr tatsachliche Kosten
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Analyse: Potentialmethode A“(IT

Idee
m definiere Potentialfunktion ®(D;)

= Maf3 fur Unaufgeraumtheit von D zum Zeitpunkt /
® definiere amortisierte Kosten ¢ = ¢;+®(D;)—®(D;_1)

Definition sinnvoll?

n

Z & =Y (ci+®(Di) = ®(Di1)) = (a)+ Z((D(Di) — ®(Dj-1))

=1 =

- Z(c;) + ®(D,) — (Do)

Falls ®(D,) > ®(Dy): amortisierte Kosten obere Schranke flr tatsachliche Kosten
= fordere ®(D;) > ®(Dy) f.a. i >0
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Analyse: Potentialmethode A“(IT

Idee
m definiere Potentialfunktion ®(D;)

= Maf3 fur Unaufgeraumtheit von D zum Zeitpunkt /
® definiere amortisierte Kosten ¢ = ¢;+®(D;)—®(D;_1)

Definition sinnvoll?

n

Z & =Y (ci+®(Di) = ®(Di1)) = (a)+ Z((D(Di) — ®(Dj-1))

=1 =

- Z(c;) + ®(D,) — (Do)

Falls ®(D,) > ®(Dy): amortisierte Kosten obere Schranke flr tatsachliche Kosten
= fordere ®(D;) > ®(Dy) f.a. i >0 oder: &(Dy) =0und ®(D;) >0fa.i>0
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Analyse: Potentialmethode

Potentialfunktion fur Binarzahler:
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Analyse: Potentialmethode

Potentialfunktion fir Binarzahler:
n def. ®(D;) = 3=y Alj] (Anzahl 1-bits zum Zeitpunkt /)
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Analyse: Potentialmethode

Potentialfunktion fir Binarzahler:
n def. ®(D;) = 3=y Alj] (Anzahl 1-bits zum Zeitpunkt /)

Dann ergibt sich:
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Analyse: Potentialmethode

Potentialfunktion fir Binarzahler:
n def. ®(D;) = 3=y Alj] (Anzahl 1-bits zum Zeitpunkt /)

Dann ergibt sich:
0 (D(DO) =0, (b(D,) >0fa.i>0
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Analyse: Potentialmethode

Potentialfunktion fir Binarzahler:
n def. ®(D;) = 3=y Alj] (Anzahl 1-bits zum Zeitpunkt /)

Dann ergibt sich:
®d(Dy)=0,9(D;)>0fa.i>0 gultige Pot.fun. :)
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Karlsruher Institut fur Technologie

Analyse: Potentialmethode

Potentialfunktion fir Binarzahler:
n def. ®(D;) = 3=y Alj] (Anzahl 1-bits zum Zeitpunkt /)

Dann ergibt sich:
®d(Dy)=0,9(D;)>0fa.i>0 gultige Pot.fun. :)

m tatsachliche Kosten: ¢; = #01-flips + #10-flips
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Analyse: Potentialmethode i s

Potentialfunktion fir Binarzahler:
n def. ®(D;) = 3=y Alj] (Anzahl 1-bits zum Zeitpunkt /)

Dann ergibt sich:
®d(Dy)=0,9(D;)>0fa.i>0 gultige Pot.fun. :)

m tatsachliche Kosten: ¢; = #01-flips + #10-flips

® Potentialanderung: #01-flips — #10-flips
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Analyse: Potentialmethode i s

Potentialfunktion fir Binarzahler:
n def. ®(D;) = 3=y Alj] (Anzahl 1-bits zum Zeitpunkt /)

Dann ergibt sich:
®d(Dy)=0,9(D;)>0fa.i>0 gultige Pot.fun. :)

m tatsachliche Kosten: ¢; = #01-flips + #10-flips

® Potentialanderung: #01-flips — #10-flips

m amort. Kosten: ¢ =
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Analyse: Potentialmethode i s

Potentialfunktion fir Binarzahler:
n def. ®(D;) = 3=y Alj] (Anzahl 1-bits zum Zeitpunkt /)

Dann ergibt sich:
®d(Dy)=0,9(D;)>0fa.i>0 gultige Pot.fun. :)

m tatsachliche Kosten: ¢; = #01-flips + #10-flips

® Potentialanderung: #01-flips — #10-flips

m amort. Kosten: ¢ =

LDefinition: amortisierte Kosten ¢, = c,-+<l>(D,-)—<I>(D,-_1)1
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Analyse: Potentialmethode i s

Potentialfunktion fir Binarzahler:
n def. ®(D;) = 3=y Alj] (Anzahl 1-bits zum Zeitpunkt /)

Dann ergibt sich:
®d(Dy)=0,9(D;)>0fa.i>0 gultige Pot.fun. :)

m tatsachliche Kosten: ¢; = #01-flips + #10-flips

® Potentialanderung: #01-flips — #10-flips

® amort. Kosten: ¢; = 2 - #01-flips

LDefinition: amortisierte Kosten ¢, = c,-+<l>(D,-)—<I>(D,-_1)1
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Analyse: Potentialmethode i s

Potentialfunktion fir Binarzahler:
n def. ®(D;) = 3=y Alj] (Anzahl 1-bits zum Zeitpunkt /)

Dann ergibt sich:
®d(Dy)=0,9(D;)>0fa.i>0 gultige Pot.fun. :)

m tatsachliche Kosten: ¢; = #01-flips + #10-flips

® Potentialanderung: #01-flips — #10-flips

®m amort. Kosten: ¢ = 2 - #01-flips < 2

LDefinition: amortisierte Kosten ¢, = c,-+<l>(D,-)—<I>(D,-_1)1
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Karlsruher Institut fur Technologie
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Beispiel 2: Stacks und Queues
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Beispiel 2: Stacks und Queues

Wiederholung
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Beispiel 2: Stacks und Queues ﬂ(".

Wiederholung

Queue )
@ push(e) O(1)
® pop() O(1)
m size() 0(1)
L z.B. mittels verketteter Liste
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Wiederholung |
Queue )
@ push(e) O(1)
® pop() O(1)
m size() O(1)
L z.B. mittels verketteter Liste ‘
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Wiederholung |
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Wiederholung |
Queue )
@ push(e) O(1)
® pop() O(1)
m size() O(1)
L z.B. mittels verketteter Liste ‘
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Beispiel 2: Stacks und Queues
Wiederholung |
Queue )
® push(e) O(1) ‘
® pop() O(1)
m size() 0(1)
L z.B. mittels verketteter Liste ‘
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Angenommen wir kdnnen Stacks (als Blackbox) verwenden.
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24 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



AT

Eine Queue aus Stacks

Operationen:

Stack A

25 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



AT

Eine Queue aus Stacks

Operationen:
@ push: 3,1,4

Stack A

25 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



AT

Eine Queue aus Stacks

Operationen:
@ push: 3,1,4

Stack A

25 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



AT

Eine Queue aus Stacks

Operationen:
@ push: 3,1,4

Stack A

25 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



AT

Eine Queue aus Stacks

Operationen:
@ push: 3,1,4

LEE)

3

Stack A

25 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



AT

Eine Queue aus Stacks

Operationen:
@ push: 3,1,4
® pop()

LEE)

3

Stack A

25 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



AT

Eine Queue aus Stacks

Operationen:
@ push: 3,1,4
® pop()

LEE)

3

Stack A Stack B

25 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



AT

Eine Queue aus Stacks

_>_h

Operationen:
@ push: 3,1,4
® pop()

©,
©,

Stack A Stack B

25 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



AT

Eine Queue aus Stacks
_ 4
Operationen: 1 }
@ push: 3,1,4
® pop()

©,
OO

Stack A Stack B

25 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



AT

Eine Queue aus Stacks

Operationen:
@ push: 3,1,4
® pop()

©,
OO

Stack A Stack B

25 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



AT

Eine Queue aus Stacks

Operationen:
@ push: 3,1,4
® pop()

©,
OO

Stack A Stack B

25 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



AT

Eine Queue aus Stacks

Operationen:
@ push: 3,1,4
® pop()

B

3

Stack A Stack B

25 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



AT

Eine Queue aus Stacks
_ 3
Operationen: !
@ push: 3,1,4
® pop()

©,
O,

Stack A Stack B

25 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Eine Queue aus Stacks ﬂ(".

—_—

Operationen:
@ push: 3,1,4
® pop()

® pop()

O

Stack A Stack B

25 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



25

Eine Queue aus Stacks

Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung

Operationen:

@ push: 3,1,4
® pop()

® pop()
® push: 1,5

Stack A

AT

Karlsruher Institut fur Technologie

O

Stack B

Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Eine Queue aus Stacks ﬂ(".

Operationen:
@ push: 3,1,4
® pop()

® pop()
0 gzzh: 1,5 % @

Stack A Stack B

25 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Eine Queue aus Stacks ﬂ(".

Algorithmische Umsetzung

Operationen:
@ push: 3,1,4
® pop()

® pop()
0 gzzh: 1,5 % @

Stack A Stack B

25 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Eine Queue aus Stacks ﬂ(".

Algorithmische Umsetzung

® push: auf A pushen Operationen:
@ push: 3,1,4
® pop()

® pop()
0 gzzh: 1,5 % @

Stack A Stack B

25 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



AT

Eine Queue aus Stacks

Algorithmische Umsetzung

® push: auf A pushen Operationen:
| pOop: m push: 3,1, 4
® pop()

® pop()
0 gzzh: 1,5 % @

Stack A Stack B

25 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



AT

Eine Queue aus Stacks

Algorithmische Umsetzung

® push: auf A pushen Operationen:
| pOop: m push: 3,1, 4
= falls B voll: von B poppen ® pop()

® pop()
0 gzzh: 1,5 % @

Stack A Stack B

25 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



AT

Eine Queue aus Stacks

Algorithmische Umsetzung

® push: auf A pushen Operationen:
| pOop: m push: 3,1, 4
= falls B voll: von B poppen ® pop()
a falls B leer: alles von A nach B verschieben ® pop() (5)
® push: 1,5 @ @

Stack A Stack B

25 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



AT

Eine Queue aus Stacks

Algorithmische Umsetzung

® push: auf A pushen O(1)  Operationen:
| pOop: m push: 3,1, 4
= falls B voll: von B poppen ® pop()
a falls B leer: alles von A nach B verschieben ® pop() (5)
® push: 1,5 @ @

Stack A Stack B

25 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



AT

Eine Queue aus Stacks

Algorithmische Umsetzung

® push: auf A pushen O(1)  Operationen:
| pOop: m push: 3,1, 4
= falls B voll: von B poppen O(1)  ®pop()
a falls B leer: alles von A nach B verschieben ® pop() (5)
® push: 1,5 @ @

Stack A Stack B

25 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Karlsruher Institut fur Technologie

Eine Queue aus Stacks

Algorithmische Umsetzung

® push: auf A pushen O(1)  Operationen:
| pOop: m push: 3,1, 4
= falls B voll: von B poppen O(1)  ®pop()
a falls B leer: alles von A nach B verschieben O(|A|) ®pop() (5)
® push: 1,5 @ @

Stack A Stack B

25 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



25

Eine Queue aus Stacks

Algorithmische Umsetzung
® push: auf A pushen
| pop:

= falls B voll: von B poppen

O(1)

O(

O(1)

= falls B leer: alles von A nach B verschieben O(

Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung

A

A

Operationen:

@ push: 3,1,4
® pop()

® pop()
® push: 1,5

()
@

Stack A

AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

O

Stack B

Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



AT

Analyse: Kontomethode

Stack A Stack B

26 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



AT

Analyse: Kontomethode

Idee

Stack A Stack B

26 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



AT

Analyse: Kontomethode

Idee
® glnstige Operationen bauen Guthaben auf

Stack A Stack B

26 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Analyse: Kontomethode A“(IT

Idee
® glnstige Operationen bauen Guthaben auf
® teure Operationen nutzen Guthaben

Stack A Stack B

26 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Analyse: Kontomethode A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Idee

® glnstige Operationen bauen Guthaben auf
® teure Operationen nutzen Guthaben

Umsetzung hier

Stack A Stack B

26 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Analyse: Kontomethode ﬂ(".

Idee
® glnstige Operationen bauen Guthaben auf
® teure Operationen nutzen Guthaben

Umsetzung hier
a Gesamtkosten linear in push und pop Aufrufen

Stack A Stack B

26 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Analyse: Kontomethode A“(IT

Idee
® glnstige Operationen bauen Guthaben auf
® teure Operationen nutzen Guthaben

Umsetzung hier
a Gesamtkosten linear in push und pop Aufrufen
m Bei push: zahle 3

Stack A Stack B

26 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Analyse: Kontomethode A“(IT

Idee
® glnstige Operationen bauen Guthaben auf
® teure Operationen nutzen Guthaben

Umsetzung hier
a Gesamtkosten linear in push und pop Aufrufen
m Bei push: zahle 3

Stack A Stack B

26 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Analyse: Kontomethode A“(IT

Idee
® glnstige Operationen bauen Guthaben auf
® teure Operationen nutzen Guthaben

Umsetzung hier
a Gesamtkosten linear in push und pop Aufrufen
m Bei push: zahle 3

Stack A Stack B

26 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Analyse: Kontomethode A“(IT

Idee
® glnstige Operationen bauen Guthaben auf
® teure Operationen nutzen Guthaben

Umsetzung hier
a Gesamtkosten linear in push und pop Aufrufen
m Bei push: zahle 3

Stack A Stack B

26 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Analyse: Kontomethode A“(IT

Idee
® glnstige Operationen bauen Guthaben auf
® teure Operationen nutzen Guthaben

Umsetzung hier
a Gesamtkosten linear in push und pop Aufrufen
m Bei push: zahle 3

Stack A Stack B

26 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Analyse: Kontomethode ﬂ(".

Idee
® glnstige Operationen bauen Guthaben auf
® teure Operationen nutzen Guthaben

Umsetzung hier

a Gesamtkosten linear in push und pop Aufrufen
m Bei push: zahle 3

m Bei pop: zahle 1

Stack A Stack B

26 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Analyse: Kontomethode ﬂ(".

Idee
® glnstige Operationen bauen Guthaben auf
® teure Operationen nutzen Guthaben

Umsetzung hier
a Gesamtkosten linear in push und pop Aufrufen
m Bei push: zahle 3
m Bei pop: zahle 1
= Falls B leer: nutze 2 Guthaben flr A.pop() und B.push()

Stack A Stack B

26 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Analyse: Kontomethode ﬂ(".

Idee
® glnstige Operationen bauen Guthaben auf !
® teure Operationen nutzen Guthaben

Umsetzung hier
a Gesamtkosten linear in push und pop Aufrufen
m Bei push: zahle 3
m Bei pop: zahle 1
= Falls B leer: nutze 2 Guthaben flr A.pop() und B.push()

Stack A Stack B

26 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Analyse: Kontomethode ﬂ(".

Idee
® glnstige Operationen bauen Guthaben auf }
® teure Operationen nutzen Guthaben

Umsetzung hier
a Gesamtkosten linear in push und pop Aufrufen
m Bei push: zahle 3
m Bei pop: zahle 1
= Falls B leer: nutze 2 Guthaben flr A.pop() und B.push()

Stack A Stack B

26 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Analyse: Kontomethode ﬂ(".

Idee
® glnstige Operationen bauen Guthaben auf
® teure Operationen nutzen Guthaben

Umsetzung hier
a Gesamtkosten linear in push und pop Aufrufen
m Bei push: zahle 3
m Bei pop: zahle 1
= Falls B leer: nutze 2 Guthaben flr A.pop() und B.push()

Stack A Stack B

26 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Analyse: Kontomethode ﬂ(".

Idee
® glnstige Operationen bauen Guthaben auf
® teure Operationen nutzen Guthaben

Umsetzung hier
a Gesamtkosten linear in push und pop Aufrufen
m Bei push: zahle 3
m Bei pop: zahle 1
= Falls B leer: nutze 2 Guthaben flr A.pop() und B.push()

Stack A Stack B

26 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Analyse: Kontomethode ﬂ(".

Idee
® glnstige Operationen bauen Guthaben auf
® teure Operationen nutzen Guthaben

Umsetzung hier
a Gesamtkosten linear in push und pop Aufrufen
m Bei push: zahle 3
m Bei pop: zahle 1
= Falls B leer: nutze 2 Guthaben flr A.pop() und B.push()

Stack A Stack B

26 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Analyse: Kontomethode ﬂ(".

Idee
® glnstige Operationen bauen Guthaben auf
® teure Operationen nutzen Guthaben

Umsetzung hier
a Gesamtkosten linear in push und pop Aufrufen
m Bei push: zahle 3
m Bei pop: zahle 1
= Falls B leer: nutze 2 Guthaben flr A.pop() und B.push() (fir alle Elemente in A)

Stack A Stack B

26 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Analyse: Kontomethode ﬂ(".

Idee
® glnstige Operationen bauen Guthaben auf
® teure Operationen nutzen Guthaben

Umsetzung hier
a Gesamtkosten linear in push und pop Aufrufen
m Bei push: zahle 3
m Bei pop: zahle 1
= Falls B leer: nutze 2 Guthaben flr A.pop() und B.push() (fir alle Elemente in A)
® Falls B voll: B.pop() mit Kosten 1

Stack A Stack B

26 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Analyse: Kontomethode ﬂ(".

Idee
® glnstige Operationen bauen Guthaben auf
® teure Operationen nutzen Guthaben

Umsetzung hier
a Gesamtkosten linear in push und pop Aufrufen
m Bei push: zahle 3
m Bei pop: zahle 1
= Falls B leer: nutze 2 Guthaben flr A.pop() und B.push() (fir alle Elemente in A)
® Falls B voll: B.pop() mit Kosten 1
a Konto wird nie negativ

Stack A Stack B

26 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Analyse: Kontomethode ﬂ(".

Idee
® glnstige Operationen bauen Guthaben auf
® teure Operationen nutzen Guthaben

Umsetzung hier

a Gesamtkosten linear in push und pop Aufrufen

m Bei push: zahle 3

m Bei pop: zahle 1
= Falls B leer: nutze 2 Guthaben flr A.pop() und B.push() (fir alle Elemente in A)
® Falls B voll: B.pop() mit Kosten 1

a Konto wird nie negativ

m 3,1 € ©(1) = konstante amortisierte Kosten

Stack A Stack B

26 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



AT

Analyse: Potentialmethode

Potentialfunktion

Stack A Stack B

27 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



AT

Analyse: Potentialmethode

Potentialfunktion
m Definiere ®(D;) = 2 - |A;| (Anzahl Elemente auf A zum Zeitpunkt /)

Stack A Stack B

27 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



AT

Analyse: Potentialmethode

Potentialfunktion
m Definiere ®(D;) = 2 - |A;| (Anzahl Elemente auf A zum Zeitpunkt /)

Analyse

Stack A Stack B

27 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Analyse: Potentialmethode A“(IT

Potentialfunktion
m Definiere ®(D;) = 2 - |A;| (Anzahl Elemente auf A zum Zeitpunkt /)

Analyse
®d(Dy)=0,9(D;)>0fa.i>0

Stack A Stack B

27 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Analyse: Potentialmethode A“(IT

Potentialfunktion
m Definiere ®(D;) = 2 - |A;| (Anzahl Elemente auf A zum Zeitpunkt /)

Analyse
2 ®(Dy)=0,9(D;)>0fa.i>0 (d.h.gultige Potentialfunktion)

Stack A Stack B

27 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Analyse: Potentialmethode A“(IT

Potentialfunktion
m Definiere ®(D;) = 2 - |A;| (Anzahl Elemente auf A zum Zeitpunkt /)

Analyse
2 ®(Dy)=0,9(D;)>0fa.i>0 (d.h.gultige Potentialfunktion)
m amortisierte Kosten push:

Stack A Stack B

27 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Analyse: Potentialmethode ﬂ(".

Potentialfunktion
m Definiere ®(D;) = 2 - |A;| (Anzahl Elemente auf A zum Zeitpunkt /)

Analyse
2 ®(Dy)=0,9(D;)>0fa.i>0 (d.h.gultige Potentialfunktion)
m amortisierte Kosten push:

Stack A Stack B

LDefinition: amortisierte Kosten ¢; = c,-+<l>(D,-)—<I>(D,-_1)W

27 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Analyse: Potentialmethode ﬂ(".

Potentialfunktion
m Definiere ®(D;) = 2 - |A;| (Anzahl Elemente auf A zum Zeitpunkt /)

Analyse
2 ®(Dy)=0,9(D;)>0fa.i>0 (d.h.gultige Potentialfunktion)

m amortisierte Kosten push:
mé =c + CD(D,) — (D(D,'_l)

Stack A Stack B

LDefinition: amortisierte Kosten ¢; = c,-+<l>(D,-)—<I>(D,-_1)W

27 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Analyse: Potentialmethode ﬂ(".

Potentialfunktion
m Definiere ®(D;) = 2 - |A;| (Anzahl Elemente auf A zum Zeitpunkt /)

Analyse
2 ®(Dy)=0,9(D;)>0fa.i>0 (d.h.gultige Potentialfunktion)

m amortisierte Kosten push:
e =c¢ + CD(D,) — (D(D,'_l) =3

Stack A Stack B

LDefinition: amortisierte Kosten ¢; = c,-+<l>(D,-)—<I>(D,-_1)W

27 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



AT

Analyse: Potentialmethode @ = b

Potentialfunktion
m Definiere ®(D;) = 2 - |A;| (Anzahl Elemente auf A zum Zeitpunkt /)

Analyse
2 ®(Dy)=0,9(D;)>0fa.i>0 (d.h.gultige Potentialfunktion)
m amortisierte Kosten push:
e =c¢ + CD(D,) — (D(D,'_l) =3
m amortisierte Kosten pop: Stack A Stack B
s =c + (D(D,) — (D(D,'_l)

LDefinition: amortisierte Kosten ¢; = c,-+<l>(D,-)—<I>(D,-_1)W

27 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



AT

Analyse: Potentialmethode @ = b

Potentialfunktion
m Definiere ®(D;) = 2 - |A;| (Anzahl Elemente auf A zum Zeitpunkt /)

Analyse
2 ®(Dy)=0,9(D;)>0fa.i>0 (d.h.gultige Potentialfunktion)

m amortisierte Kosten push:
WG =c + (D(D,) — (D(D,'_l) =3
® amortisierte Kosten pop: Stack A Stack B
s =c + (D(D,) — (D(D,'_l)
.C,':2-|A,'_1|—|—1

LDefinition: amortisierte Kosten ¢; = c,-+<l>(D,-)—<I>(D,-_1)W

27 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



AT

Analyse: Potentialmethode @ = b

Potentialfunktion
m Definiere ®(D;) = 2 - |A;| (Anzahl Elemente auf A zum Zeitpunkt /)

Analyse
2 ®(Dy)=0,9(D;)>0fa.i>0 (d.h.gultige Potentialfunktion)
m amortisierte Kosten push:
mé =c + (D(D,) — (D(D,'_l) =3
m amortisierte Kosten pop: Stack A Stack B
s =c + (D(D,) — (D(D,'_l)
.C,':2-|A,'_1|—|—1
a (D(D,) — q)(D,'_l) = —2’A;_1’

LDefinition: amortisierte Kosten ¢; = c,-+<l>(D,-)—<I>(D,-_1)W

27 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



AT

Analyse: Potentialmethode @ = b

Potentialfunktion
m Definiere ®(D;) = 2 - |A;| (Anzahl Elemente auf A zum Zeitpunkt /)

Analyse
2 ®(Dy)=0,9(D;)>0fa.i>0 (d.h.gultige Potentialfunktion)
m amortisierte Kosten push:
mé =c + (D(D,) — (D(D,'_l) =3
m amortisierte Kosten pop: Stack A Stack B
o =g+ oDj)-d(Di—1) =1
.C,':2-|A,'_1|—|—1
a (D(D,) — q)(D,'_l) = —2’A;_1’

LDefinition: amortisierte Kosten ¢; = c,-+<l>(D,-)—<I>(D,-_1)W

27 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



AT

Analyse: Potentialmethode @ = b

Potentialfunktion
m Definiere ®(D;) = 2 - |A;| (Anzahl Elemente auf A zum Zeitpunkt /)

Analyse
2 ®(Dy)=0,9(D;)>0fa.i>0 (d.h.gultige Potentialfunktion)
m amortisierte Kosten push:
mé =c + CD(D,) — (D(D,'_l) =3
m amortisierte Kosten pop: _amortisierte Kosten in O(1) Stack A Stack B
ol =c+®D;)—P(Dj-1) =1
.C,':2-|A,'_1|—|—1
a (D(D,) — q)(D,'_l) = —2’A;_1’

LDefinition: amortisierte Kosten ¢; = c,-+<l>(D,-)—<I>(D,-_1)W

27 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



