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x > A[m], also setze ‘ = 5
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Frage: Was wenn x = 10?
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Behauptung: Pseudocode ist korrekt.
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A[j ]− A[i ] maximal ist.



Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm – Algorithmen 1 - Übung Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen11

Entwickeln eines schnelleren Algorithmus

Werte von A

Indizes von A

Gegeben: Array A mit Zahlen

Gesucht: Indizes i ; j mit i < j sodass
A[j ]− A[i ] maximal ist.

Frage: Müssen wirklich alle Paare betrachtet
werden?



Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm – Algorithmen 1 - Übung Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen11

Entwickeln eines schnelleren Algorithmus

Werte von A

Indizes von A

Gegeben: Array A mit Zahlen

Gesucht: Indizes i ; j mit i < j sodass
A[j ]− A[i ] maximal ist.

Frage: Müssen wirklich alle Paare betrachtet
werden?



Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm – Algorithmen 1 - Übung Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen11

Entwickeln eines schnelleren Algorithmus

Werte von A

Indizes von A

Gegeben: Array A mit Zahlen

Gesucht: Indizes i ; j mit i < j sodass
A[j ]− A[i ] maximal ist.

Frage: Müssen wirklich alle Paare betrachtet
werden?

nur lokale Minima / Maxima betrachten



Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm – Algorithmen 1 - Übung Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen11

Entwickeln eines schnelleren Algorithmus

Werte von A

Indizes von A

Gegeben: Array A mit Zahlen

Gesucht: Indizes i ; j mit i < j sodass
A[j ]− A[i ] maximal ist.

Frage: Müssen wirklich alle Paare betrachtet
werden?

nur lokale Minima / Maxima betrachten



Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm – Algorithmen 1 - Übung Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen11

Entwickeln eines schnelleren Algorithmus

Werte von A

Indizes von A

Gegeben: Array A mit Zahlen

Gesucht: Indizes i ; j mit i < j sodass
A[j ]− A[i ] maximal ist.

Frage: Müssen wirklich alle Paare betrachtet
werden?

nur lokale Minima / Maxima betrachten



Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm – Algorithmen 1 - Übung Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen11

Entwickeln eines schnelleren Algorithmus

Werte von A

Indizes von A

Gegeben: Array A mit Zahlen

Gesucht: Indizes i ; j mit i < j sodass
A[j ]− A[i ] maximal ist.

Frage: Müssen wirklich alle Paare betrachtet
werden?

nur lokale Minima / Maxima betrachten



Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm – Algorithmen 1 - Übung Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen11

Entwickeln eines schnelleren Algorithmus

Werte von A

Indizes von A

Gegeben: Array A mit Zahlen

Gesucht: Indizes i ; j mit i < j sodass
A[j ]− A[i ] maximal ist.

Frage: Müssen wirklich alle Paare betrachtet
werden?

nur lokale Minima / Maxima betrachten



Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm – Algorithmen 1 - Übung Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen11

Entwickeln eines schnelleren Algorithmus

Werte von A

Indizes von A

Gegeben: Array A mit Zahlen

Gesucht: Indizes i ; j mit i < j sodass
A[j ]− A[i ] maximal ist.

Frage: Müssen wirklich alle Paare betrachtet
werden?

nur lokale Minima / Maxima betrachten



Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm – Algorithmen 1 - Übung Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen11

Entwickeln eines schnelleren Algorithmus

Werte von A

Indizes von A

Gegeben: Array A mit Zahlen

Gesucht: Indizes i ; j mit i < j sodass
A[j ]− A[i ] maximal ist.

Frage: Müssen wirklich alle Paare betrachtet
werden?

nur lokale Minima / Maxima betrachten



Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm – Algorithmen 1 - Übung Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen11

Entwickeln eines schnelleren Algorithmus

Werte von A

Indizes von A

Gegeben: Array A mit Zahlen

Gesucht: Indizes i ; j mit i < j sodass
A[j ]− A[i ] maximal ist.

Frage: Müssen wirklich alle Paare betrachtet
werden?

nur lokale Minima / Maxima betrachten



Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm – Algorithmen 1 - Übung Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen11

Entwickeln eines schnelleren Algorithmus

Werte von A

Indizes von A

Gegeben: Array A mit Zahlen

Gesucht: Indizes i ; j mit i < j sodass
A[j ]− A[i ] maximal ist.

Frage: Müssen wirklich alle Paare betrachtet
werden?

nur lokale Minima / Maxima betrachten
Kauf zum Zeitpunkt i nur falls für alle k < i :
A[k] > A[i ]



Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm – Algorithmen 1 - Übung Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen11

Entwickeln eines schnelleren Algorithmus

Werte von A

Indizes von A

Gegeben: Array A mit Zahlen

Gesucht: Indizes i ; j mit i < j sodass
A[j ]− A[i ] maximal ist.

Frage: Müssen wirklich alle Paare betrachtet
werden?

nur lokale Minima / Maxima betrachten
Kauf zum Zeitpunkt i nur falls für alle k < i :
A[k] > A[i ]



Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm – Algorithmen 1 - Übung Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen11

Entwickeln eines schnelleren Algorithmus

Werte von A

Indizes von A

Gegeben: Array A mit Zahlen

Gesucht: Indizes i ; j mit i < j sodass
A[j ]− A[i ] maximal ist.

Frage: Müssen wirklich alle Paare betrachtet
werden?

nur lokale Minima / Maxima betrachten
Kauf zum Zeitpunkt i nur falls für alle k < i :
A[k] > A[i ]

Idee:
berechne für jedes i ∈ {0; : : : ; n − 1} den
Wert A′[i ] = min{A[k] | 0 ≤ k ≤ i}



Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm – Algorithmen 1 - Übung Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen11

Entwickeln eines schnelleren Algorithmus

Werte von A

Indizes von A

Gegeben: Array A mit Zahlen

Gesucht: Indizes i ; j mit i < j sodass
A[j ]− A[i ] maximal ist.

Frage: Müssen wirklich alle Paare betrachtet
werden?

nur lokale Minima / Maxima betrachten
Kauf zum Zeitpunkt i nur falls für alle k < i :
A[k] > A[i ]

Idee:
berechne für jedes i ∈ {0; : : : ; n − 1} den
Wert A′[i ] = min{A[k] | 0 ≤ k ≤ i}
finde Maximum durch Prüfen von A[i ]−A′[i ]
für jedes i ∈ {0; n − 1}



Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm – Algorithmen 1 - Übung Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen11

Entwickeln eines schnelleren Algorithmus

Werte von A

Indizes von A

Gegeben: Array A mit Zahlen

Gesucht: Indizes i ; j mit i < j sodass
A[j ]− A[i ] maximal ist.

Frage: Müssen wirklich alle Paare betrachtet
werden?

nur lokale Minima / Maxima betrachten
Kauf zum Zeitpunkt i nur falls für alle k < i :
A[k] > A[i ]

Idee:
berechne für jedes i ∈ {0; : : : ; n − 1} den
Wert A′[i ] = min{A[k] | 0 ≤ k ≤ i}
finde Maximum durch Prüfen von A[i ]−A′[i ]
für jedes i ∈ {0; n − 1}



Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm – Algorithmen 1 - Übung Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen11

Entwickeln eines schnelleren Algorithmus

Werte von A

Indizes von A

Gegeben: Array A mit Zahlen

Gesucht: Indizes i ; j mit i < j sodass
A[j ]− A[i ] maximal ist.

Frage: Müssen wirklich alle Paare betrachtet
werden?

nur lokale Minima / Maxima betrachten
Kauf zum Zeitpunkt i nur falls für alle k < i :
A[k] > A[i ]

Idee:
berechne für jedes i ∈ {0; : : : ; n − 1} den
Wert A′[i ] = min{A[k] | 0 ≤ k ≤ i}
finde Maximum durch Prüfen von A[i ]−A′[i ]
für jedes i ∈ {0; n − 1}



Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm – Algorithmen 1 - Übung Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen11

Entwickeln eines schnelleren Algorithmus

Werte von A

Indizes von A

Gegeben: Array A mit Zahlen

Gesucht: Indizes i ; j mit i < j sodass
A[j ]− A[i ] maximal ist.

Frage: Müssen wirklich alle Paare betrachtet
werden?

nur lokale Minima / Maxima betrachten
Kauf zum Zeitpunkt i nur falls für alle k < i :
A[k] > A[i ]

Idee:
berechne für jedes i ∈ {0; : : : ; n − 1} den
Wert A′[i ] = min{A[k] | 0 ≤ k ≤ i}
finde Maximum durch Prüfen von A[i ]−A′[i ]
für jedes i ∈ {0; n − 1}



Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm – Algorithmen 1 - Übung Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen11

Entwickeln eines schnelleren Algorithmus

Werte von A

Indizes von A

Gegeben: Array A mit Zahlen

Gesucht: Indizes i ; j mit i < j sodass
A[j ]− A[i ] maximal ist.

Frage: Müssen wirklich alle Paare betrachtet
werden?

nur lokale Minima / Maxima betrachten
Kauf zum Zeitpunkt i nur falls für alle k < i :
A[k] > A[i ]

Idee:
berechne für jedes i ∈ {0; : : : ; n − 1} den
Wert A′[i ] = min{A[k] | 0 ≤ k ≤ i}
finde Maximum durch Prüfen von A[i ]−A′[i ]
für jedes i ∈ {0; n − 1}



Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm – Algorithmen 1 - Übung Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen11

Entwickeln eines schnelleren Algorithmus

Werte von A

Indizes von A

Gegeben: Array A mit Zahlen

Gesucht: Indizes i ; j mit i < j sodass
A[j ]− A[i ] maximal ist.

Frage: Müssen wirklich alle Paare betrachtet
werden?

nur lokale Minima / Maxima betrachten
Kauf zum Zeitpunkt i nur falls für alle k < i :
A[k] > A[i ]

Idee:
berechne für jedes i ∈ {0; : : : ; n − 1} den
Wert A′[i ] = min{A[k] | 0 ≤ k ≤ i}
finde Maximum durch Prüfen von A[i ]−A′[i ]
für jedes i ∈ {0; n − 1}



Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm – Algorithmen 1 - Übung Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen11

Entwickeln eines schnelleren Algorithmus

Werte von A

Indizes von A

Gegeben: Array A mit Zahlen

Gesucht: Indizes i ; j mit i < j sodass
A[j ]− A[i ] maximal ist.

Frage: Müssen wirklich alle Paare betrachtet
werden?

nur lokale Minima / Maxima betrachten
Kauf zum Zeitpunkt i nur falls für alle k < i :
A[k] > A[i ]

Idee:
berechne für jedes i ∈ {0; : : : ; n − 1} den
Wert A′[i ] = min{A[k] | 0 ≤ k ≤ i}
finde Maximum durch Prüfen von A[i ]−A′[i ]
für jedes i ∈ {0; n − 1}



Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm – Algorithmen 1 - Übung Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen11

Entwickeln eines schnelleren Algorithmus

Werte von A

Indizes von A

Gegeben: Array A mit Zahlen

Gesucht: Indizes i ; j mit i < j sodass
A[j ]− A[i ] maximal ist.

Frage: Müssen wirklich alle Paare betrachtet
werden?

nur lokale Minima / Maxima betrachten
Kauf zum Zeitpunkt i nur falls für alle k < i :
A[k] > A[i ]

Idee:
berechne für jedes i ∈ {0; : : : ; n − 1} den
Wert A′[i ] = min{A[k] | 0 ≤ k ≤ i}
finde Maximum durch Prüfen von A[i ]−A′[i ]
für jedes i ∈ {0; n − 1}



Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm – Algorithmen 1 - Übung Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen11

Entwickeln eines schnelleren Algorithmus

Werte von A

Indizes von A

Gegeben: Array A mit Zahlen

Gesucht: Indizes i ; j mit i < j sodass
A[j ]− A[i ] maximal ist.

Frage: Müssen wirklich alle Paare betrachtet
werden?

nur lokale Minima / Maxima betrachten
Kauf zum Zeitpunkt i nur falls für alle k < i :
A[k] > A[i ]

Idee:
berechne für jedes i ∈ {0; : : : ; n − 1} den
Wert A′[i ] = min{A[k] | 0 ≤ k ≤ i}
finde Maximum durch Prüfen von A[i ]−A′[i ]
für jedes i ∈ {0; n − 1}



Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm – Algorithmen 1 - Übung Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen11

Entwickeln eines schnelleren Algorithmus

Werte von A

Indizes von A

Gegeben: Array A mit Zahlen

Gesucht: Indizes i ; j mit i < j sodass
A[j ]− A[i ] maximal ist.

Frage: Müssen wirklich alle Paare betrachtet
werden?

nur lokale Minima / Maxima betrachten
Kauf zum Zeitpunkt i nur falls für alle k < i :
A[k] > A[i ]

Idee:
berechne für jedes i ∈ {0; : : : ; n − 1} den
Wert A′[i ] = min{A[k] | 0 ≤ k ≤ i}
finde Maximum durch Prüfen von A[i ]−A′[i ]
für jedes i ∈ {0; n − 1}

aktuelles Maximum



Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm – Algorithmen 1 - Übung Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen11

Entwickeln eines schnelleren Algorithmus

Werte von A

Indizes von A

Gegeben: Array A mit Zahlen

Gesucht: Indizes i ; j mit i < j sodass
A[j ]− A[i ] maximal ist.

Frage: Müssen wirklich alle Paare betrachtet
werden?

nur lokale Minima / Maxima betrachten
Kauf zum Zeitpunkt i nur falls für alle k < i :
A[k] > A[i ]

Idee:
berechne für jedes i ∈ {0; : : : ; n − 1} den
Wert A′[i ] = min{A[k] | 0 ≤ k ≤ i}
finde Maximum durch Prüfen von A[i ]−A′[i ]
für jedes i ∈ {0; n − 1}

aktuelles Maximum

. . .



Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm – Algorithmen 1 - Übung Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen11

Entwickeln eines schnelleren Algorithmus

Werte von A

Indizes von A

Gegeben: Array A mit Zahlen

Gesucht: Indizes i ; j mit i < j sodass
A[j ]− A[i ] maximal ist.

Frage: Müssen wirklich alle Paare betrachtet
werden?

nur lokale Minima / Maxima betrachten
Kauf zum Zeitpunkt i nur falls für alle k < i :
A[k] > A[i ]

Idee:
berechne für jedes i ∈ {0; : : : ; n − 1} den
Wert A′[i ] = min{A[k] | 0 ≤ k ≤ i}
finde Maximum durch Prüfen von A[i ]−A′[i ]
für jedes i ∈ {0; n − 1}

. . .



Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm – Algorithmen 1 - Übung Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen11

Entwickeln eines schnelleren Algorithmus

Werte von A

Indizes von A

Gegeben: Array A mit Zahlen

Gesucht: Indizes i ; j mit i < j sodass
A[j ]− A[i ] maximal ist.

Frage: Müssen wirklich alle Paare betrachtet
werden?

nur lokale Minima / Maxima betrachten
Kauf zum Zeitpunkt i nur falls für alle k < i :
A[k] > A[i ]

Idee:
berechne für jedes i ∈ {0; : : : ; n − 1} den
Wert A′[i ] = min{A[k] | 0 ≤ k ≤ i}
finde Maximum durch Prüfen von A[i ]−A′[i ]
für jedes i ∈ {0; n − 1}

. . .



Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm – Algorithmen 1 - Übung Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen11

Entwickeln eines schnelleren Algorithmus

Werte von A

Indizes von A

Gegeben: Array A mit Zahlen

Gesucht: Indizes i ; j mit i < j sodass
A[j ]− A[i ] maximal ist.

Frage: Müssen wirklich alle Paare betrachtet
werden?

nur lokale Minima / Maxima betrachten
Kauf zum Zeitpunkt i nur falls für alle k < i :
A[k] > A[i ]

Idee:
berechne für jedes i ∈ {0; : : : ; n − 1} den
Wert A′[i ] = min{A[k] | 0 ≤ k ≤ i}
finde Maximum durch Prüfen von A[i ]−A′[i ]
für jedes i ∈ {0; n − 1}

. . .

Maximum



Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm – Algorithmen 1 - Übung Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen12

Entwickeln eines schnelleren Algorithmus

Idee:
berechne für jedes i ∈ {0; n− 1} den Wert
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Somit: amortisierte Kosten in O(1)
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Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm – Algorithmen 1 - Übung Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen21

Analyse: Potentialmethode

Idee
definiere Potentialfunktion Φ(Di )

Maß für Unaufgeräumtheit von D zum Zeitpunkt i
definiere amortisierte Kosten ĉi = ci+Φ(Di )−Φ(Di−1)
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Wiederholung

Queue

push(e)

pop()

O(1)

O(1)

size() O(1)
z.B. mittels verketteter Liste

Stack

push(e)

pop()

O(1)

O(1)

size() O(1)
z.B. mittels verketteter Liste

Frage
Angenommen wir können Stacks (als Blackbox) verwenden.
(Wie) können wir daraus eine Queue bauen?
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push: 3, 1, 4



Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm – Algorithmen 1 - Übung Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen25

Eine Queue aus Stacks

Stack A

Operationen:

3

push: 3, 1, 4



Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm – Algorithmen 1 - Übung Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen25

Eine Queue aus Stacks

Stack A

Operationen:

3

push: 3, 1, 4

1



Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm – Algorithmen 1 - Übung Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen25

Eine Queue aus Stacks

Stack A

Operationen:

3

push: 3, 1, 4

1

4



Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm – Algorithmen 1 - Übung Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen25

Eine Queue aus Stacks

Stack A

Operationen:

3

push: 3, 1, 4

1

4pop()



Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm – Algorithmen 1 - Übung Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen25

Eine Queue aus Stacks

Stack A

Operationen:

3

push: 3, 1, 4

1

4pop()

Stack B



Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm – Algorithmen 1 - Übung Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen25

Eine Queue aus Stacks

Stack A

Operationen:

3

push: 3, 1, 4

1

pop()

Stack B

4



Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm – Algorithmen 1 - Übung Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen25

Eine Queue aus Stacks

Stack A

Operationen:

3

push: 3, 1, 4

1

pop()

Stack B

4

4



Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm – Algorithmen 1 - Übung Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen25

Eine Queue aus Stacks

Stack A

Operationen:

3

push: 3, 1, 4

1

pop()

Stack B

4



Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm – Algorithmen 1 - Übung Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen25

Eine Queue aus Stacks

Stack A

Operationen:

3

push: 3, 1, 4

pop()

Stack B

4

1



Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm – Algorithmen 1 - Übung Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen25

Eine Queue aus Stacks

Stack A

Operationen:
push: 3, 1, 4

pop()

Stack B

4

1

3



Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm – Algorithmen 1 - Übung Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen25

Eine Queue aus Stacks

Stack A

Operationen:
push: 3, 1, 4

pop()

Stack B

4

1

3



Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm – Algorithmen 1 - Übung Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen25

Eine Queue aus Stacks

Stack A

Operationen:
push: 3, 1, 4

pop()

Stack B

4

1

pop()



Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm – Algorithmen 1 - Übung Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen25

Eine Queue aus Stacks

Stack A

Operationen:
push: 3, 1, 4

pop()

Stack B

4

pop()
push: 1,5



Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm – Algorithmen 1 - Übung Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen25

Eine Queue aus Stacks

Stack A

Operationen:
push: 3, 1, 4

pop()

Stack B

4

pop()
push: 1,5

1

5



Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm – Algorithmen 1 - Übung Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen25

Eine Queue aus Stacks

Stack A

Operationen:
push: 3, 1, 4

pop()

Stack B

4

pop()
push: 1,5

1

5

Algorithmische Umsetzung



Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm – Algorithmen 1 - Übung Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen25

Eine Queue aus Stacks

Stack A

Operationen:
push: 3, 1, 4

pop()

Stack B

4

pop()
push: 1,5

1

5

Algorithmische Umsetzung
push: auf A pushen



Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm – Algorithmen 1 - Übung Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen25

Eine Queue aus Stacks

Stack A

Operationen:
push: 3, 1, 4

pop()

Stack B

4

pop()
push: 1,5

1

5

Algorithmische Umsetzung
push: auf A pushen
pop:



Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm – Algorithmen 1 - Übung Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen25

Eine Queue aus Stacks

Stack A

Operationen:
push: 3, 1, 4

pop()

Stack B

4

pop()
push: 1,5

1

5

Algorithmische Umsetzung
push: auf A pushen
pop:

falls B voll: von B poppen



Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm – Algorithmen 1 - Übung Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen25

Eine Queue aus Stacks

Stack A

Operationen:
push: 3, 1, 4

pop()

Stack B

4

pop()
push: 1,5

1

5

Algorithmische Umsetzung
push: auf A pushen
pop:

falls B voll: von B poppen
falls B leer: alles von A nach B verschieben



Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm – Algorithmen 1 - Übung Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen25

Eine Queue aus Stacks

Stack A

Operationen:
push: 3, 1, 4

pop()

Stack B

4

pop()
push: 1,5

1

5

Algorithmische Umsetzung
push: auf A pushen
pop:

falls B voll: von B poppen
falls B leer: alles von A nach B verschieben

O(1)



Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm – Algorithmen 1 - Übung Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen25

Eine Queue aus Stacks

Stack A

Operationen:
push: 3, 1, 4

pop()

Stack B

4

pop()
push: 1,5

1

5

Algorithmische Umsetzung
push: auf A pushen
pop:

falls B voll: von B poppen
falls B leer: alles von A nach B verschieben

O(1)

O(1)



Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm – Algorithmen 1 - Übung Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen25

Eine Queue aus Stacks

Stack A

Operationen:
push: 3, 1, 4

pop()

Stack B

4

pop()
push: 1,5

1

5

Algorithmische Umsetzung
push: auf A pushen
pop:

falls B voll: von B poppen
falls B leer: alles von A nach B verschieben

O(1)

O(1)
O(|A|)



Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm – Algorithmen 1 - Übung Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen25

Eine Queue aus Stacks

Stack A

Operationen:
push: 3, 1, 4

pop()

Stack B

4

pop()
push: 1,5

1

5

Algorithmische Umsetzung
push: auf A pushen
pop:

falls B voll: von B poppen
falls B leer: alles von A nach B verschieben

O(1)

O(1)
O(|A|)

O(|A|)



Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm – Algorithmen 1 - Übung Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen26

Analyse: Kontomethode

Stack A Stack B



Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm – Algorithmen 1 - Übung Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen26

Analyse: Kontomethode

Stack A Stack B

Idee



Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm – Algorithmen 1 - Übung Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen26

Analyse: Kontomethode

Stack A Stack B

Idee
günstige Operationen bauen Guthaben auf



Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm – Algorithmen 1 - Übung Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen26

Analyse: Kontomethode

Stack A Stack B

Idee
günstige Operationen bauen Guthaben auf
teure Operationen nutzen Guthaben



Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm – Algorithmen 1 - Übung Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen26

Analyse: Kontomethode

Stack A Stack B

Idee
günstige Operationen bauen Guthaben auf
teure Operationen nutzen Guthaben

Umsetzung hier



Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm – Algorithmen 1 - Übung Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen26

Analyse: Kontomethode

Stack A Stack B

Idee
günstige Operationen bauen Guthaben auf
teure Operationen nutzen Guthaben

Umsetzung hier
Gesamtkosten linear in push und pop Aufrufen



Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm – Algorithmen 1 - Übung Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen26

Analyse: Kontomethode

Stack A Stack B

Idee
günstige Operationen bauen Guthaben auf
teure Operationen nutzen Guthaben

Umsetzung hier
Gesamtkosten linear in push und pop Aufrufen
Bei push: zahle 3



Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm – Algorithmen 1 - Übung Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen26

Analyse: Kontomethode

Stack A Stack B

Idee
günstige Operationen bauen Guthaben auf
teure Operationen nutzen Guthaben

Umsetzung hier
Gesamtkosten linear in push und pop Aufrufen
Bei push: zahle 3



Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm – Algorithmen 1 - Übung Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen26

Analyse: Kontomethode

Stack A Stack B

Idee
günstige Operationen bauen Guthaben auf
teure Operationen nutzen Guthaben

Umsetzung hier
Gesamtkosten linear in push und pop Aufrufen
Bei push: zahle 3



Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm – Algorithmen 1 - Übung Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen26

Analyse: Kontomethode

Stack A Stack B

Idee
günstige Operationen bauen Guthaben auf
teure Operationen nutzen Guthaben

Umsetzung hier
Gesamtkosten linear in push und pop Aufrufen
Bei push: zahle 3



Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm – Algorithmen 1 - Übung Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen26

Analyse: Kontomethode

Stack A Stack B

Idee
günstige Operationen bauen Guthaben auf
teure Operationen nutzen Guthaben

Umsetzung hier
Gesamtkosten linear in push und pop Aufrufen
Bei push: zahle 3



Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm – Algorithmen 1 - Übung Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen26

Analyse: Kontomethode

Stack A Stack B

Idee
günstige Operationen bauen Guthaben auf
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teure Operationen nutzen Guthaben

Umsetzung hier
Gesamtkosten linear in push und pop Aufrufen
Bei push: zahle 3
Bei pop: zahle 1
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Falls B leer: nutze 2 Guthaben für A.pop() und B.push() (für alle Elemente in A)
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Stack A Stack B

Idee
günstige Operationen bauen Guthaben auf
teure Operationen nutzen Guthaben

Umsetzung hier
Gesamtkosten linear in push und pop Aufrufen
Bei push: zahle 3
Bei pop: zahle 1

Falls B voll: B.pop() mit Kosten 1

3; 1 ∈ Θ(1) ⇒ konstante amortisierte Kosten
Konto wird nie negativ

Falls B leer: nutze 2 Guthaben für A.pop() und B.push() (für alle Elemente in A)
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Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm – Algorithmen 1 - Übung Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen27

Analyse: Potentialmethode

Definiere Φ(Di ) = 2 · |Ai | (Anzahl Elemente auf A zum Zeitpunkt i)

Stack A Stack B

Potentialfunktion

Analyse
Φ(D0) = 0, Φ(Di ) ≥ 0 f.a. i > 0 (d.h. gültige Potentialfunktion)
amortisierte Kosten push:

Definition: amortisierte Kosten ĉi = ci+Φ(Di )−Φ(Di−1)

ĉi = ci +Φ(Di )− Φ(Di−1) = 3

amortisierte Kosten pop:
ĉi = ci +Φ(Di )− Φ(Di−1)

ci = 2 · |Ai−1|+ 1

Φ(Di )− Φ(Di−1) = −2|Ai−1|

= 1
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Analyse: Potentialmethode

Definiere Φ(Di ) = 2 · |Ai | (Anzahl Elemente auf A zum Zeitpunkt i)

Stack A Stack B

Potentialfunktion

Analyse
Φ(D0) = 0, Φ(Di ) ≥ 0 f.a. i > 0 (d.h. gültige Potentialfunktion)
amortisierte Kosten push:

Definition: amortisierte Kosten ĉi = ci+Φ(Di )−Φ(Di−1)

ĉi = ci +Φ(Di )− Φ(Di−1) = 3

amortisierte Kosten pop:
ĉi = ci +Φ(Di )− Φ(Di−1)

ci = 2 · |Ai−1|+ 1

Φ(Di )− Φ(Di−1) = −2|Ai−1|

= 1

amortisierte Kosten in O(1)


