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Parametrisierte Algorithmen \
Wintersemester 2022/2023 A

Thomas Blasius & Marcus Wilhelm Karlsruher Institut fiir Technologie

Ubungsblatt 5

Abgabe bis 19. Januar 2023

Aufgabe 1: Sterne 8 Punkte

Ein 5-Stern ist folgender Graph:

O

iy

Gegeben einem ungerichteten Graphen G = (V,E) und Parameter k soll entschieden werden, ob G
mindestens k knotendisjunkte induzierte 5-Sterne enthilt. Verwende color coding um zu zeigen,
dass dieses Problem in FPT liegt.

Aufgabe 2: LONGEST CYCLE 12 Punkte

Gegeben sei ein Graph G = (V,E) und ein Parameter k. Bei LONGEST CYCLE geht es darum, zu
entscheiden ob es in G einen Kreis der Lange mindestens k in G gibt. Gib einen FPT-Algorithmus
fiir dieses Problem an.

Aufgabe 3: Dominating Set auf speziellen Graphen 10 Punkte

Betrachte folgende parametrisierte Variante von DOMINATING SET. Der Graph G ist gegeben
zusammen mit einer Knotenordnung V' = {vy,...,v,}. Die Linge einer Kante {v;,v;} ist |i — j|.
Der Parameter k ist die maximale Kantenlénge in G. Gib einen FPT-Algorithmus an, der diese
Parametrisierung von DOMINATING SET l6st.
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Wintersemester 2022/2023 A

Thomas Blasius & Marcus Wilhelm Karlsruher Institut fiir Technologie

Ubungsblatt 4

Abgabe bis 22. Dezember 2022

Aufgabe 1: VERTEX COVER in bipartiten Graphen 7+7 = 14 Punkte
Teilaufgabe (a) Zeige, dass die LP-Relaxierung des ILPs zu VERTEX COVER eine ganzzahlige
optimale Losung hat, wenn der Graph bipartit ist.

Hinweis: Zeige, dass die zugehorige Matrix total unimodular ist.

Teilaufgabe (b) Benutze den Dualititssatz, um den Satz von Kénig zu beweisen. Der Satz von
Konig besagt, dass das minimale Vertex Cover und das maximale Matching in einem bipartiten
Graphen die gleiche Kardinalitat haben.

Aufgabe 2: Max SAT 5+ 11 = 16 Punkte

Gegeben sei eine boolesche Formel ¢ (in KNF) mit n Variablen und m Klauseln. Bei dem Problem
Max Sar soll eine Variablenbelegung gefunden werden, die méglichst viele Klauseln erfiillt.

Teilaufgabe (a) Gib sichere Reduktionsregeln an, die einen Kern mit maximal 2k Klauseln und k
Variablen liefern, wobei k die Losungsgrofie ist.

Hinweis: Benutze den Satz von Hall, um die Anzahl der Variablen zu reduzieren.

Satz (Hall’s Theorem). Sei G = (Vy U V5, E) ein bipartiter Graph. Es gibt genau dann ein Matching in

G, das alle Knoten von V; abdeckt, wenn |X| < |[N(X)| fiir jede Teilmenge X C Vy. Andernfalls kann
eine inklusionsminimale Menge X C V; mit|X| > |[N(X)| effizient gefunden werden.

Teilaufgabe (b) Gib einen FPT-Algorithmus fiir die folgende Parametrisierung ,above 3 mit
Parameter k an: Gibt es eine Variablenbelegung, die mindestens 5 + k Klauseln erfillt?

Hinweis: Betrachte Klauseln mit nur einer Variable getrennt von grofieren Klauseln und zeige
zunichst, dass viele grofiere Klauseln dazu fiihren, dass es eine grofie Losung gibt.

Thomas Blasius - Parametrisierte Algorithmen

AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Ubungsblatt 4 A{]]

Karlsruher Institut fur Technologie

Gegeben: Formel ¢ in KNF, mit n Variablen und m Klauseln
Teilaufgabe (a) Kern mit k Variablen, mit 2k Klauseln
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Gegeben: Formel ¢ in KNF, mit n Variablen und m Klauseln
Teilaufgabe (a) Kern mit k Variablen, mit 2k Klauseln
Gesucht: Belegung mit mindestenz k erfiullten Klauseln
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Gegeben: Formel ¢ in KNF, mit n Variablen und m Klauseln
Teilaufgabe (a) Kern mit k Variablen, mit 2k Klauseln
Gesucht: Belegung mit mindestenz k erfiullten Klauseln

® Falls m > 2k: JA-Instanz:
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Ubungsblatt 4

Gegeben: Formel ¢ in KNF, mit n Variablen und m Klauseln
Teilaufgabe (a) Kern mit k Variablen, mit 2k Klauseln
Gesucht: Belegung mit mindestenz k erfiullten Klauseln

® Falls m > 2k: JA-Instanz:

m Beliebige Belegung B oder ihr Komplement erfullt mindestenz die
Halfte der Klauseln
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Gegeben: Formel ¢ in KNF, mit n Variablen und m Klauseln
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Gegeben: Formel ¢ in KNF, mit n Variablen und m Klauseln
Teilaufgabe (a) Kern mit k Variablen, mit 2k Klauseln
Gesucht: Belegung mit mindestenz k erfiullten Klauseln

® Falls m > 2k: JA-Instanz:
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Halfte der Klauseln
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Ubungsblatt 4

Gegeben: Formel ¢ in KNF, mit n Variablen und m Klauseln
Teilaufgabe (a) Kern mit k Variablen, mit 2k Klauseln
Gesucht: Belegung mit mindestenz k erfiullten Klauseln

® Falls m > 2k: JA-Instanz:

m Beliebige Belegung B oder ihr Komplement erfullt mindestenz die

Halfte der Klauseln
m P emm mm lwom B

[] = [ I [
®m Falls n > k: Satz von Hall
Klauseln
Variablen o
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Ubungsblatt 4

Gegeben: Formel ¢ in KNF, mit n Variablen und m Klauseln
Teilaufgabe (a) Kern mit k Variablen, mit 2k Klauseln
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Ubungsblatt 4

Gegeben: Formel ¢ in KNF, mit n Variablen und m Klauseln
Teilaufgabe (a) Kern mit k Variablen, mit 2k Klauseln
Gesucht: Belegung mit mindestenz k erfiullten Klauseln

® Falls m > 2k: JA-Instanz:

m Beliebige Belegung B oder ihr Komplement erfullt mindestenz die

Halfte der Klauseln
m P emm mm lwom B

H = | | | |1
® Falls n > k: Satz von Hall
. . : Klauseln
m Falls Matching mit allen Variablen: Variablen (v.C) e E
) €
JA-Instanz g.d.w.
a Sonst: finde inkl. min. Menge von Vari- veC

ablen X mit |X| > |[N(X)|
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Gegeben: Formel ¢ in KNF, mit n Variablen und m Klauseln
Teilaufgabe (a) Kern mit k Variablen, mit 2k Klauseln
Gesucht: Belegung mit mindestenz k erfiullten Klauseln

® Falls m > 2k: JA-Instanz:

m Beliebige Belegung B oder ihr Komplement erfullt mindestenz die

Halfte der Klauseln
m P emm mm lwom B

H = | | | |1
® Falls n > k: Satz von Hall
. . : Klauseln
m Falls Matching mit allen Variablen: Variablen W.Cl e E
) €

JA-Instanz g.d.w.

m Sonst: finde inkl. min. Menge von Vari- veC
ablen X mit | X| > |N(X)|

m fur x € X hat X\ x perfektes Matching (e

m reduziere Instanz um X und N(X)
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Gegeben: Formel ¢ in KNF, mit n Variablen und m Klauseln
Teilaufgabe (b) FPT Algo fur mindestenz 2 + k erflllte Klauseln
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Gegeben: Formel ¢ in KNF, mit n Variablen und m Klauseln
Teilaufgabe (b) FPT Algo fur mindestenz 2 + k erflllte Klauseln

® Reduktionsregel 1: Zwei unare Klauseln {v} und {-v}
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Gegeben: Formel ¢ in KNF, mit n Variablen und m Klauseln
Teilaufgabe (b) FPT Algo fur mindestenz 2 + k erflllte Klauseln

® Reduktionsregel 1: Zwei unare Klauseln {v} und {-v}
= entferne Klausen, suche Lésung der GroRe 2 +k—1 = ™2 +k
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Gegeben: Formel ¢ in KNF, mit n Variablen und m Klauseln
Teilaufgabe (b) FPT Algo fur mindestenz 2 + k erflllte Klauseln

® Reduktionsregel 1: Zwei unare Klauseln {v} und {-v}
= entferne Klausen, suche Lésung der GroRe 2 +k—1 = ™2 +k

® Setze u := #unare Klauseln, g := #grolSere Klauseln
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Gegeben: Formel ¢ in KNF, mit n Variablen und m Klauseln
Teilaufgabe (b) FPT Algo fur mindestenz 2 + k erflllte Klauseln

® Reduktionsregel 1: Zwei unare Klauseln {v} und {-v}
= entferne Klausen, suche Lésung der GroRe 2 +k—1 = ™2 +k

® Setze u := #unare Klauseln, g := #grolSere Klauseln
= Nach Regel 1: u < 2 + k (oder JA-Instanz)
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Gegeben: Formel ¢ in KNF, mit n Variablen und m Klauseln
Teilaufgabe (b) FPT Algo fur mindestenz 2 + k erflllte Klauseln

® Reduktionsregel 1: Zwei unare Klauseln {v} und {-v}
= entferne Klausen, suche Lésung der GroRe 2 +k—1 = ™2 +k

® Setze u := #unare Klauseln, g := #grolSere Klauseln
= Nach Regel 1: u < 2 + k (oder JA-Instanz)

® Probabilistische Methode: E[X] > k = Pr[X > k] >0
Betrachte Anzahl erfullter Klauseln X bei uniform zufalliger Belegung
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® Probabilistische Methode: E[X] > k = Pr[X > k] >0
Betrachte Anzahl erfullter Klauseln X bei uniform zufalliger Belegung

m
2 X
i=1

m g < 4k, sonst JA-Instanz
em=u+g<Z+k+4k=7+5k=m <10k

m
EIX]=E = ZE[X,-] > % + %g = g + % = 2+ 7 Klauseln erfullbar
i=1
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AT

Ubungsblatt 4

Gegeben: Formel ¢ in KNF, mit n Variablen und m Klauseln
Teilaufgabe (b) FPT Algo fur mindestenz 2 + k erflllte Klauseln

® Reduktionsregel 1: Zwei unare Klauseln {v} und {-v}
= entferne Klausen, suche Lésung der GroRe 2 +k—1 = ™2 +k

® Setze u := #unare Klauseln, g := #grolSere Klauseln
= Nach Regel 1: u < 2 + k (oder JA-Instanz)

® Probabilistische Methode: E[X] > k = Pr[X > k] >0
Betrachte Anzahl erfullter Klauseln X bei uniform zufalliger Belegung

m
2 X
i=1

m g < 4k, sonst JA-Instanz
em=u+g<Z+k+4k=7+5k=m <10k
m Frage nun: sind & + k < 6k Klauseln erfullbar?

m
EIX]=E = ZE[X,-] > % + %g = g + % = 2+ 7 Klauseln erfullbar
i=1
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AT

Ubungsblatt 4

Gegeben: Formel ¢ in KNF, mit n Variablen und m Klauseln
Teilaufgabe (b) FPT Algo fur mindestenz 2 + k erflllte Klauseln

® Reduktionsregel 1: Zwei unare Klauseln {v} und {-v}
= entferne Klausen, suche Lésung der GroRe 2 +k—1 = ™2 +k

® Setze u := #unare Klauseln, g := #grolSere Klauseln
= Nach Regel 1: u < 2 + k (oder JA-Instanz)

® Probabilistische Methode: E[X] > k = Pr[X > k] >0
Betrachte Anzahl erfullter Klauseln X bei uniform zufalliger Belegung

m
2 X
i=1

m g < 4k, sonst JA-Instanz
em=u+g<Z+k+4k=7+5k=m <10k
m Frage nun: sind 7 + k < 6k Klauseln erfullbar? = Teilaufgabe (a)

m
EIX]=E = ZE[X,-] > % + %g = g + % = 2+ 7 Klauseln erfullbar
i=1
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