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Aufgabe 1: Kontaktvermeidung

Zuerst stellen wir fest, dass das Problem für 𝑑 = 0 Vertex Cover entspricht. Dies inspiriert uns

zu folgender Kernbildung.

Reduktionsregel 1. Falls ein Knoten 𝑣 mit Grad mehr als 𝑑 + 𝑘 existiert, muss er zur Lösung

hinzugefügt werden. Lösche 𝑣 und dekrementiere 𝑘 um 1.

Sicherheit:Wenn 𝑣 nicht zur Lösung hinzugefügt wird, dannmüsstenmehr als 𝑘 seiner Nachbarn zur
Lösung hinzugefügt werden, damit 𝑣 einen Knotengrad von höchstens 𝑑 erreicht. Jede JA-Instanz

muss also 𝑣 zur Lösung hinzufügen.

Reduktionsregel 2. Falls ein Knoten 𝑣 keine Nachbarn hat, lösche 𝑣.
Sicherheit: Da 𝑣 keine inzidenten Kanten hat ist er für die Lösbarkeit der Instanz nicht relevant.

Reduktionsregel 3. Falls es eine Kante 𝑒 = {𝑢, 𝑣} zwischen zwei Knoten 𝑢, 𝑣 mit deg(𝑢) ≤ 𝑑 und
deg(𝑣) ≤ 𝑑 gibt, lösche 𝑒. Sicherheit: Die Regel beeinflusst nicht, welche Knoten Grad über 𝑑 haben

und auch nicht die Adjazenzen solcher Knoten. Folglich ist die resultierende Instanz genau dann

lösbar, wenn die ursprüngliche es war.

Kerngröße. Wir zeigen nun, dass nach erschöpfender Anwendung der obigen Regeln ein

polynomieller Kern vorliegt. Hierzu nehmen wir an, dass JA-Instanz vorliegt und zeigen, dass

diese nicht zu groß sein kann.

Sei 𝑋 mit |𝑋 | ≤ 𝑘 eine Lösung, d.h. nach Löschen von 𝑋 hat jeder Knoten in 𝐺 höchstens Grad

𝑑. Dann ist |𝑁 (𝑋 )| ≤ 𝑘 ⋅ (𝑘 + 𝑑), da Regel 1 nicht anwendbar ist und kein Knoten Grad mehr als

𝑑 + 𝑘 hat. Gleichzeitig muss aber jeder Knoten 𝑣 mit mehr als 𝑑 Nachbarn hatte und nicht in 𝑋 ist,

Nachbarn in 𝑋 haben. Knoten die mit höchstens 𝑑 Nachbarn haben wegen Regel 2 und 3 genau

einen Nachbar der dann Grad mindestenz 𝑑 haben muss. Jeder Knoten hat also höchstens Distanz

2 zu einem Knoten in 𝑋 . Da kein Knoten mehr als 𝑑 + 𝑘 Nachbarn hat und |𝑋 | ≤ 𝑘, ist die Größe
der Instanz polynomiell durch 𝑑 + 𝑘 beschränkt.

Da die Reduktionsregeln offensichtlich in Polynomialzeit ausführbar sind, ergibt sich so die

gewünschte Kernbildung.
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Aufgabe 2: Edge Clique Cover

Reduktionsregel 1. Lösche Knoten ohne Kante

Sicher: Diese Knoten können in keiner Clique vorkommen, die eine Kante abdeckt.

Reduktionsregel 2. Seien Knoten 𝑎 und 𝑏 echte Zwillinge. Kontrahiere die Kante (a, b) und
verschmelze die Knoten. Wenn 𝑎 und 𝑏 keine weiteren Nachbarn als sich selbst haben, dann

reduziere 𝑘 um 1,

Sicher: Sei 𝐶 eine Clique, die o.B.d.A. 𝑎 enthält. Es ist nie verkehrt, 𝐶 zu vergrößern. Da die Nach-

barschaften von 𝑎 und 𝑏 identisch sind, können wir auch 𝑏 noch zu 𝐶 hinzufügen. Wenn wir einen

von zwei Zwillingen also in einer Clique haben, können wir den anderen auch immer zu dieser

hinzufügen. Hatten wir vor dem Anwenden der Regel eine Ja-Instanz, haben wir danach auch noch

eine, da wir die Kanten von 𝑏 immer mit der vergrößerten Version von 𝐶 abdecken können und

wir so also auch einfach 𝑏 weglassen können. Hatten wir vor dem Verschmelzen eine Nein-Instanz,

haben wir auch nach dem Verschmelzen eine Nein-Instanz, da das Verschmelzen von 𝑎 und 𝑏 keine
benötigten Cliquen entfernt, da 𝑏 immer auch durch die erweiterte 𝐶-Clique abgedeckt werden
kann, ohne dass zusätzliche Cliquen benötigt werden. Falls 𝑎 und 𝑏 keine weiteren Nachbarn

haben, müssen wir ihre Kante immer abdecken und die Instanz ist genau dann eine Ja-Instanz,

wenn die verkleinerte auch eine ist.

Polynomiell ausführbar: Für alle 𝑛2 Knotenpaare die Nachbarschaften zu vergleichen, um zu ent-

scheiden ob sie verschmelzt werden können, sowie das Updaten des Graphen sind in polynomieller

Zeit möglich.

Um den Beweis der Korrektheit zu vereinfachen, zeigen wir zunächst folgendes Lemma:

Lemma 2.1. Seien 𝑎 und 𝑏 zwei beliebige verschiedene Knoten im Kern. Die Cliquen, in denen 𝑎
vorkommt, sind nicht die selben, in denen auch 𝑏 vorkommt.

Proof. Nach Reduktionsregel 1 kommen beide in mindestens einer Clique vor. Angenommen

das Lemma gilt nicht und es wären die selben Cliquen, dann hätten sie in jeder der Cliquen die

selbe Nachbarschaft und dann wäre folglich auch die komplette Nachbarschaft der beiden Knoten

identisch und sie wären echte Zwillinge. Das ist aber nach Reduktionsregel 2 ausgeschlossen, was

ein Widerspruch ist.

Nun können wir die eigentlich gewünschte Aussage zeigen.

Theorem 2.2. Nach dem wiederholten Anwenden der beiden Reduktionsregeln auf einer lösbare Edge
Clique Cover Instanz mit 𝑘 Cliquen, ist der Kern maximal 2𝑘 Knoten groß.
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Proof. Da es 𝑘 Cliquen gibt, gibt es maximal 2𝑘 verschiedene Kombinationen, in welchen Cliquen

ein Knoten enthalten ist. Da diese Kombination an Cliquen nach unserem Lemma paarweise

unterschiedlich sind, kann es maximal 2𝑘 Knoten im Kern geben.

Aufgabe 3: Anwendung von Lenstra

Teilaufgabe (a) Variety Subset Sum Seien 𝑧1,… , 𝑧𝑘 die Unterschiedlichen Zahlen in 𝐴 und sei

𝑚𝑖 die Anzahl Vorkommnisse von 𝑧𝑖. Wir stellen folgendes LP auf, wobei die Variable 𝑥𝑖 dafür
steht, wie oft 𝑧𝑖 in der Lösung vorkommt (für 𝑖 ∈ 1,… ,𝑘).

Maximiere:

𝑖≤𝑎
∑
𝑖=1

𝑥𝑖

Nebenbedingungen: für alle 𝑥𝑖 mit 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘: 0 ≤ 𝑥𝑖 ≤ 𝑚𝑖

𝑖≤𝑘
∑
𝑖=1

𝑥𝑖 ⋅ 𝑧𝑖 = 𝑏

Mit der ersten Menge an Nebenbedingungen wird sichergestellt, dass jede Zahl nur so oft gewählt

werden kann, wie sie in 𝐴 vorhanden ist. Die zweite Nebenbedingung sorgt dafür, dass die Werte

der gewählten Zahlen in Summe genau 𝑏 ergeben.

Die Maximierungsfunktion ist egal, da jede gültige Lösung des ILP auch eine gültige Lösung für

Variety Subset Sum darstellt. Da die Anzahl der Variablen genau 𝑘 ist, folgt mit dem Theorem

von Lenstra, dass Variety Subset Sum mit Parameter 𝑘 in FPT ist.

Teilaufgabe (b) Makespan Scheduling

Der Schedule einer Maschine kann ist 𝑘 Zeitschritte lang und kann nur zwischen 0 bis 𝑘 Jobs

beinhalten. Jeder dieser Jobs kann nur eine Länge von 1 bis 𝑘 haben. Es gibt also weniger als

(𝑘 + 1)𝑘 verschiedene Schedules  und für jedes 𝑠 ∈  können wir eine Variable 𝑥𝑠 erzeugen.

Nun müssen wir wieder mithilfe von Nebenbedingungen sicherstellen, dass nur alle gültigen

Lösungen des ILPs auch valide Schudulings sind.

Eigenschaft 1: nur𝒎Maschinen Um zu gewährleisten, dass zu jedem Zeitpunkt nur maximal

𝑚Maschinen arbeiten, legen wir fest, dass nur maximal 𝑚 Schedules gewählt werden dürfen. Dies

erfüllen wir, indem wir die Summe unserer (𝑘 + 1)𝑘 Variablen mit 𝑚 begrenzen, und jede einzelne

nicht negativ sein darf:

0 ≤ ∑
𝑠∈

𝑥𝑠 ≤ 𝑚
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Eigenschaft 2: Abarbeiten der 𝒏 Jobs Hierfür setzen wir zunächst alle Variablen auf 0, deren

Schedules nicht realisierbar sind, weil ihre Gesamtlänge 𝑘 übersteigt, oder die Anzahl Jobs einer
Größe die durch 𝑝1,… , 𝑝𝑛 verfügbare Anzahl Jobs dieser Größe übersteigt. Die verbleibenden
Variablen  ′

repräsentieren nun alle Schedules, die auch theoretisch umsetzbar sind. Wir schreiben

𝑛𝑡 für die Anzahl Jobs mit Länge 𝑡 und 𝑛(𝑠,𝑡) für die Anzahl Jobs mit Länge 𝑡 in Schedule 𝑠. Dann
fügen wir für jede der 𝑘 Jobgrößen eine weitere Nebenbedingung ein, die sicherstellt, dass die

Anzahl Vorkommnisse dieser Jobgröße genau 𝑛𝑡 ergibt:

Für Jobgröße 1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑘: 𝑛𝑡 = ∑
𝑠∈ ′

𝑛(𝑠,𝑡) ⋅ 𝑥𝑠

Maximierungsfunktion Die Maximierungsfunktion ist egal, da jede gültige Lösung eine Lö-

sung für Makespan Scheduling darstellt.

Da die Anzahl Variablen durch eine Funktion in 𝑘 beschränkt ist, folgt mit Lenstra, dass das

Problem in FPT liegt.
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