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Lösung

Werkzeug: Reduktionen zwischen
Problemen
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Bunte Cliquen
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ein Partitionierung der Knoten. Gibt es eine Clique V ′ ⊆
V der Größe k , sodass |V ′ ∩ Vi | = 1 für alle i? V1, V2, V3
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CLIQUE

Instanz von MC CLIQUE:
(G′, 3, (V1, V2, V3))

ersetzte v ∈ V durch
v1, ... , vk mit v i ∈ Vi

für uv ∈ E verbinde ui mit v j

für alle i ̸= j
k = k ′
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sei v1

π(1), ... , vk
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bilden



Thomas Bläsius – Parametrisierte Algorithmen Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen6

Bunte Cliquen

Problem: MULTICOLORED CLIQUE
Sei G = (V , E) ein Graph, k ein Parameter und (V1, ... , Vk)
ein Partitionierung der Knoten. Gibt es eine Clique V ′ ⊆
V der Größe k , sodass |V ′ ∩ Vi | = 1 für alle i? V1, V2, V3

Reduktion: von MULTICOLORED CLIQUE auf CLIQUE

Instanz von MC CLIQUE:
(G, 3, (V1, V2, V3))



Thomas Bläsius – Parametrisierte Algorithmen Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen6

Bunte Cliquen

Problem: MULTICOLORED CLIQUE
Sei G = (V , E) ein Graph, k ein Parameter und (V1, ... , Vk)
ein Partitionierung der Knoten. Gibt es eine Clique V ′ ⊆
V der Größe k , sodass |V ′ ∩ Vi | = 1 für alle i? V1, V2, V3

Reduktion: von MULTICOLORED CLIQUE auf CLIQUE

Instanz von MC CLIQUE:
(G, 3, (V1, V2, V3))

Instanz (G′, 3)
von CLIQUE

lösche Kanten zwischen gleich-
farbigen Knoten
k ′ = k



Thomas Bläsius – Parametrisierte Algorithmen Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen6

Bunte Cliquen

Problem: MULTICOLORED CLIQUE
Sei G = (V , E) ein Graph, k ein Parameter und (V1, ... , Vk)
ein Partitionierung der Knoten. Gibt es eine Clique V ′ ⊆
V der Größe k , sodass |V ′ ∩ Vi | = 1 für alle i? V1, V2, V3

Reduktion: von MULTICOLORED CLIQUE auf CLIQUE

Instanz von MC CLIQUE:
(G, 3, (V1, V2, V3))

Instanz (G′, 3)
von CLIQUE

lösche Kanten zwischen gleich-
farbigen Knoten
k ′ = k

G hat bunte Clique der Größe k ⇒ G′ hat Clique der Größe k
aus der bunten Clique wurden keine Kanten gelöscht
damit bleibt sie eine Clique der Größe k in G′



Thomas Bläsius – Parametrisierte Algorithmen Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen6

Bunte Cliquen

Problem: MULTICOLORED CLIQUE
Sei G = (V , E) ein Graph, k ein Parameter und (V1, ... , Vk)
ein Partitionierung der Knoten. Gibt es eine Clique V ′ ⊆
V der Größe k , sodass |V ′ ∩ Vi | = 1 für alle i? V1, V2, V3

Reduktion: von MULTICOLORED CLIQUE auf CLIQUE

Instanz von MC CLIQUE:
(G, 3, (V1, V2, V3))

Instanz (G′, 3)
von CLIQUE

lösche Kanten zwischen gleich-
farbigen Knoten
k ′ = k

G hat bunte Clique der Größe k ⇒ G′ hat Clique der Größe k

G′ hat Clique der Größe k ⇒ G hat bunte Clique der Größe k

aus der bunten Clique wurden keine Kanten gelöscht
damit bleibt sie eine Clique der Größe k in G′

in G′ gibt es keine adjazente Knoten der gleichen Farbe
jede Clique muss bunt sein
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Bisherige FPT-Reduktionen

CLIQUEINDEPENDENT SET MULTICOLORED CLIQUE
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Bisherige FPT-Reduktionen

CLIQUEINDEPENDENT SET MULTICOLORED CLIQUE MULTICOLORED IS

(genauso wie für INDEPENDENT SET ↔ CLIQUE)
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Dominating Set

V ′ ⊆ V , sodass
∀v ∈ V : |N[v ]∩V ′| ≥ 1

DOMINATING SET

Ziel
wähle möglichst wenige Knoten aus
für jeden Knoten gilt: er selbst oder ein Nachbar ist ausgewählt

M5 I N

A

P

U

S

E
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∀e ∈ E : |e ∩ V ′| ≤ 1

MC INDEPENDENT SET

V ′ ⊆ V , sodass
∀v ∈ V : |N[v ]∩V ′| ≥ 1

DOMINATING SET

Reduziere MULTICOLORED INDEPENDENT SET auf DOMINATING SET
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Ein Element aus jeder Farbklasse
Knoten xi mit Kanten zu allen Knoten in Vi und ohne weitere Kanten

Problem: man könnte xi wählen

x1 x2 x3

(erzwingt die Wahl mindestens eines Knotens aus Vi ∪ {xi})
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Problem: man könnte xi wählen
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Lösung: erstelle weiteren Knoten yi genauso
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(xi und yi zu wählen ist zu teuer für ein DS der Größe k)
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(xi und yi zu wählen ist zu teuer für ein DS der Größe k)
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Bisherige FPT-Reduktionen

CLIQUEINDEPENDENT SET MULTICOLORED CLIQUE MULTICOLORED IS

DOMINATING SET
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Bisherige FPT-Reduktionen

CLIQUEINDEPENDENT SET MULTICOLORED CLIQUE MULTICOLORED IS

DOMINATING SETLässt sich die letzte Reduktion auch umkehren?
wissen wir nicht; Vermutung: nicht umkehrbar
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hier reicht üblicherweise ein Begriff: NP-Schwere
es gibt aber auch intermediate-Probleme (angenommen P ̸= NP)
es ist allerdings kein natürliches Problem aus NPI bekannt
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Und jetzt?
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WEIGHTED CIRCUIT SATISFIABILITY

Boolesche Schaltkreise
gerichteter azyklischer Graph (DAG) mit folgenden Knotentypen:
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Problem: WEIGHTED CIRCUIT SATISFIABILITY (WCS)
Gegeben ein Boolescher Schaltkreis und ein Parameter k .
Gibt es eine erfüllende Belegung mit Gewicht genau k?

Gewicht einer Belegung = Anzahl verwendeter 1en
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Reduktionen so weit das Auge reicht

V ′ ⊆ V , sodass
∀e ∈ E : |e∩V ′| ≤ 1

INDEPENDENT SET

INDEPENDENT SET → WCS

∧

¬¬¬
∨∨∨

out

WCS

b

a

c

d

e
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Weft

a

∨ ∨ ∨ ∨ ∨
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¬ ¬ ¬ ¬ ¬

∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨

a

∧

out

Definition
Der Weft eines Booleschen Schaltkreises ist die maximale Anzahl an
Knoten mit Eingangsgrad > 2 auf einem gerichteten Pfad.

b c d e

b c d e
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Definition
Der Weft eines Booleschen Schaltkreises ist die maximale Anzahl an
Knoten mit Eingangsgrad > 2 auf einem gerichteten Pfad.

Weft 1

Weft 2
b c d e

b c d e

Problem
WCS[t] ist WCS eingeschränkt auf Schaltkreise
mit konstanter Tiefe und Weft maximal t.
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Der Weft eines Booleschen Schaltkreises ist die maximale Anzahl an
Knoten mit Eingangsgrad > 2 auf einem gerichteten Pfad.

Weft 1

Weft 2
b c d e

b c d e

Problem
WCS[t] ist WCS eingeschränkt auf Schaltkreise
mit konstanter Tiefe und Weft maximal t.

Definition
Die Klasse W [t] enthält die Probleme, die eine
parametrisierte Reduktion auf WCS[t ] zulassen.

Eben gesehen

DOMINATING SET ∈ W [2]
INDEPENDENT SET ∈ W [1] ⊆ W [2]
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Bisherige FPT-Reduktionen

CLIQUEINDEPENDENT SET MULTICOLORED CLIQUE MULTICOLORED IS

DOMINATING SETWCS[2]
WCS[1]
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WCS[1]

Weitere Reduktionen
man kann auch WCS[1] auf INDEPENDENT SET reduzieren
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WCS[1]

Weitere Reduktionen
man kann auch WCS[1] auf INDEPENDENT SET reduzieren
und WCS[2] auf DOMINATING SET
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Bisherige FPT-Reduktionen

CLIQUEINDEPENDENT SET MULTICOLORED CLIQUE MULTICOLORED IS

DOMINATING SETWCS[2]
WCS[1]

Weitere Reduktionen
man kann auch WCS[1] auf INDEPENDENT SET reduzieren
und WCS[2] auf DOMINATING SET
man kann also jedes Problem aus W [1] auf IS reduzieren
solche Probleme nennt man W [1]-vollständig
analog ist DS W [2]-vollständig

W [2]W [1]

beachte: W [1] ⊆ W [2]
außerdem gilt: FPT ⊆ W [1] ⊆ W [2]

FPT3-HITTING SET

VERTEX COVER

Warum?
Warum?
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Zusammenfassung

Die W-Hierarchie
Komplexitätsklassen FPT ⊆ W [1] ⊆ W [2] ⊆ W [3] ⊆ · · ·
W [t ] definiert über ein prototypisches vollständiges Problem WCS[t ]:
L ∈ W [t ] ⇔ L auf WCS[t ] reduzierbar (mittels FPT-Reduktion)
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man weiß trotzdem: ich finde keinen FPT-Algo, weil sich da ein funda-
mentales ungelöstes Problem versteckt, nicht weil ich zu dumm bin
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