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Courcelles Theorem

Vorherige Vorlesungen
® dynamische Programme uber Baumzerlegungen
m |iefert FPT-Algorithmus (bezgl. Baumweite) fur sehr viele Probleme:

VERTEX CovER  MaAXCuT STEINER TREE  HAMILTON CYyCLE LONGEST CycLE CYCLE PACKING

DOMINATING SET ODD CYcLE TRANSVERSAL LONGEST PATH CONNECTED DOMINATING SET
INDEPENDENT SET FEeEDBACK VERTEX SET HAMILTON PATH CoNNECTED VERTEX COVER
CHROMATIC NUMBER CONNECTED FEEDBACK VERTEX SET

Heute

® Metatheorem der Form: wenn ein Problem Eigenschaft XY hat, dann
gibt es einen FPT-Algorithmus (bezgl. Baumweite)

® Theorem wird hier nicht bewiesen
® aber ich verrate euch, was XY ist
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MSO; auf Graphen *‘(IT

(MSO = Monadische Pradikatenlogik zweiter Ordnung)

Beispiel: Was druckt die folgende Formel aus?
@mG=(V,E)ist ein Graphund X C V
®minc(v,e) fur ve Vund e € E ist wahr & v ist ein Endpunkt von e

A(X) = vYQV[(Elu,veXU EYAvEY)
=(JeceTuvexinc(u,e) Ainc(v,e) Auc YAV ¢ Y)|
® Losung: A(X) =wahr & X C V induziert zusammenh. Graphen

Was erlaubt MS0O,?
Second Order: zusatzlich zur Quantifizierung uber Elemente (first or-
der) auch uber Relationen first order:  second order:

\VlveV vYCV V x V \V/ xVxV
nur einstellig Relationen

>+ Quantifizierung Uber V und uber E erlaubt V,cy Vece Vvicv VeECE
(MSO; erlaubt nur Quantifizierung uber V)
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Probleme in MSO,

Problem: HAMILTONKREIS
Gibt es in einem gegebenen Graphen einen Kreis, der
| alle Knoten enthalt?

~

Drucke die Existenz eines Hamiltonkreises in MSO, aus
® beachte: C C E ist Losung & G[C] ist zusammenh. und 2-reqgular
® grobe Formel:

hamiltonisch = 3¢ conn(C) AV, deg2(v, C)

® Zusammenhang:
conn(C) = Vycy|(Fyvevt € YAV EY)
=(JeccTueyIvgy inc(u, €) Ainc(v, e)]

® Knotengrad 2:
deg2(v, C) = Je, e,cc| €1 # €2 NINC(V, €1) ANc(V, €2)A
(Vesecinc(v, e3) = (e3=€1V €3 = €2)) |
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Courcelles Theorem

~N

Theorem (ohne Beweis)

Sei ¢ eine MSO, Formel und sei G ein Graph zusammen mit einer Aus-
wertung fur alle freien Variablen von ¢ und mit einer Baumzerlegung
der Weite t. Dann gibt es einen Algorithmus, der in (||, t) - n Zeit testet

ob o von G erfullt wird (fur eine berechenbare Funktion f).

Beispiel

® die Eigenschaft einen Hamiltonkreis zu haben kann mit einer konstant
grofSen MSO, Formel ausgedruckt werden

® = HAMILTONKREIS hat einen FPT-Algorithmus bezgl. Baumweite

Was machen die ,,freien Variablen“?
® nutzlich, falls Eingabe z.B. aus G = (V, E) und X C V besteht

® Beispiel: bei STEINER BAuM ist zusatzlich zum Graphen eine Menge von
Terminalknoten gegeben
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~N

Theorem (ohne Beweis)

Sei ¢ eine MSO, Formel und sei G ein Graph zusammen mit einer Aus-
wertung fur alle freien Variablen von ¢ und mit einer Baumzerlegung
der Weite t. Dann gibt es einen Algorithmus, der in (||, t) - n Zeit testet
\ob ¢ von @G erfullt wird (fur eine berechenbare Funktion f).

Beispiel 2: k-VERTEX COVER
® grobe Formel:

K-vC = Ixcy(ve(X) A size-k(X))
® Abdeckung aller Kanten:
VC(X) = VecEdvex inc(v, e)
® maximal k Knoten:
size-k(X) =V, vevVo € XV - VVgXVWV=VIVV=WaV -V V1=V
(fir k + 1 Knoten ist einer nicht in X oder zwei der Knoten sind gleich)

Achtung: |p| = |k-vc| hangt von k ab

= Courcelles Theorem liefert nur einen FPT-Algorithmus bezgl. beider
Parameter kK und t
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Courcelles Theorem - Optimierung A“(IT

~N

Theorem (ohne Beweis)

Sei ¢ eine MSO, Formel mit p freien monadischen Variablen Xj, ... X, und
sel a(xy, ..., Xp) €ine affine Funktion. Sei G ein Graph zusammen mit einer
Baumzerlegung der Weite t und mit einer Auswertung fur alle freien
Variablen von ¢ aulder Xj, ..., X,. Dann gibt es einen Algorithmus, der in
f(|¢|, t)-n Zeit Auswertungen fur Xj, ... X, findet, sodass ¢(Xi, ..., Xp) = true

und «(|Xil, ..., | Xp|) maximal oder minimal.
\_

Beispiel: VERTEX COVER

® eine freie Variable X C V

mZiel 1: X ist Vertex Cover: o(X) = vc(X) = Vecedyex inc(v, e)
m Ziel 2: X ist minimal unter allen Vertex Covern: a(x) = x
= || Ist konstant

= FPT-Algorithmus fur VERTEX COVER bezgl. Baumweite

p
Erinnerung affine Funktion: a(x1, ..., Xp) = a + >_ aiX;
i=1
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Was ist das Problem?

Noch ein Beispiel
®G=(V,E) ist der gezeigte Graphund T ={P,A,U,S,E} C V

B o(X) = VYQV[(HU,VETU cYAVEY)

=(FuvevIeext € Y AV ¢ Y Ainc(u, €) Anc(v, e))]
®a(X)=x
® Aufgabe: finde X C E, sodass «(|X|) minimal ist

® Losung: zusammenh. Teilgraph mit minimaler Kantenzahl, der alle
Knoten aus T enthalt = STEINER BAuM
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https://onlineumfrage.kit.edu/evasys/online.php?p=MIJUMY
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Intervallgraphen
Definition b5
® Menge von n Intervallen {/;,...,I;} IN R I T A

.Graph G=(V!E)r V={V1:---,Vn}r E={{V,‘, Vj}‘ llmlj#Q} V2 Vs
®/,..., I, heilst Intervallreprasentation von G w@

® ein Graph ist ein Intervallgraph < er hat eine Intervallrepr. “vs 9

Was ist die Pfadweite eines Intervaligraphen?

® sei w(@) die CliquengrofRe und pw(G) die Pfadweite von G

®es gilt: pw(G) < w(G) — 1 (Intervallreprasentation liefert Pfadzerlegung)
®und: pw(G) > w(G) — 1 (Knoten einer Clique teilen sich eine Bag)
2= pw(G) =w(@) — 1

Intervallweite
® interval-width(G) = min{w(@) | G € G’ und G ist Intervallgraph}
® = pw(G) = interval-width(G) — 1
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Definition )
Ein Graph G ist chordal, wenn er eine Schnittreprasentation mit Teil-
\béumen eines Baumes hat. (statt Teilpfade eines Pfades, wie bei Intervallgraphen)
Vo v Vo Ve
Vi Intervallgraph ' chordaler Graph
V3 Vs

. . V5
Intervallreprasentation

i Is 4

Schnittreprasentation mit

Teilbaumen eines Baums
V5

2 vy Y5 Schnittreprasentation mit

Teilpfaden eines Pfads
V3

Aquivalente Definition
® G chordal & G hat keinen induzierten Kreis der Lange 4 oder mehr

Chordalweite
® chordal-width(G) = min{w(G) | G € G’ und G ist chordal}
® = tw(G) = chordal-width(G) — 1
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Zusammenfassung

Courcelles Theorem
® Problem in MSO, ausdruckbar = FPT bezuglich Baumweite

® machtiges Tool, da sich viele Probleme in MSO, ausdrucken lassen
® Achtung: Courcelle liefert nur sehr schlechte Laufzeiten:

k

m f(k) ist mehrfach exponentiell; denk an: o2

m HOohe des Potenzturms nicht durch eine Konstante beschrankt
(linear in der Anzahl alternierender ¥ und 3 Quantoren)

Chordale Graphen
® Baumweite = minimale Cliquenzahl von chordalem Supergraphen

® Ubrigens: die Cliguenzahl eines chordalen Graphen (und eine entspre-
chende Baumzerlegung) kann man leicht ausrechnen
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