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Wiederholung: Beschrankter Suchbaum

Problem: VERTEX COVER Q
Gegeben sind ein Graph G = (V, E) und ein Parameter k.

Gibt es ein Vertex Cover der Grolse k?
(Knotenmenge V' C V miten V' #( fur alle e € E) O

.

noch zu uberdeckender Teilgraph gewahlte Knoten & uberdeckte Kanten
@ Gibt es ein Vertex Cover mit

maximal kK = 3 Knoten?
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Kernbildung und Suchbaume

Branch-and-Reduce
® wende Reduktionsregeln so
lange wie moglich an

®m keine Regel anwendbar: ver-
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Kernbildung und Suchbaume

® wende Reduktionsregeln so Name V] E] L ve T
. iy . Social networks:
I an g e wie m Og l IC h an ca-GrQc 5242 14,484 24125 2783 0.1
. . ca-HepTh 9877 25,973 4553.0 4981 0.2
m keine Regel anwendbar: ver-
: : wiki-Vote 7115 100,762 2249.0 2249 0.0
ZWel g e einMma I ca-HepPh 12,008 118,489 5722.5 7012 0.1
o L. email-Enron 36,692 183,831 12,559.5 14,437 0.6
O fU r VERTEX COVER Seh r eﬁ;IZIent ca-AstroPh 18,772 198,050 9218.5 12,012 01
1 i email-EuAll 265,214 364,481 18,315.5 18,316 0.1
N d er Pra XI5 soc-Epinions1 75,879 405,740 22,080.0 22,280 11
soc-Slashdot0811 77,360 469,180 23,936.0 24,046 0.2
soc-Slashdot0902 82,168 504,230 25,657.5 25,770 02
dblp-2010 300,647 807700  138,634.5 166,234 2.0
youtube-links 1,138,499 2,990,443  276,684.0 278125 1.0
dblp-2011 933,258 3,353,618 4270935 498,969 48
wiki-Talk 2,394,385 4,659,565 56,111.5 56,163 13
petster-friendships-cat 149,700 5,448,197 40,975.0 41,103 3.0
petster-friendships-dog 426,820 8,543,549 149,419.5 150,117 5.8
youtube-u-growth 3,223,589 9,376,594  834,673.5 840,060 2.6
flickr-links 1,715255 15,555,041 4675855 474,637 21
petster-carnivore 623,766 15,695,166  290,474.0 371,189 3.6
libimseti 220,970 17233144 93,378.0 93,676 16428
soc-pokec 1,632,803 22,301,964  781,066.0 = -
flickr-growth 2,302,925 22,838,276  632,011.0 640,921 2.8
soc-LiveJournall 4847571 42,851,237 2,110,273.5 2,215,668 115
hollywood-2009 1107243 56,375,711 553,223.0 890,039 26.8
hollywood-2011 1,985,306 114,492,816  992,238.0 1657357 50.5
orkut-links 3,072,441 117,185,083 1,519,101.5 = =

Akibaa, Iwata: Branch-and-reduce exponential/FPT algorithms in
practice: A case study of vertex cover (2016)
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® wende Reduktionsregeln so Name V] E] L ve T
. iy . Social networks:
I an g e wie m Og l IC h an ca-GrQc 5242 14,484 24125 2783 0.1
. . ca-HepTh 9877 25973 4553.0 4981 0.2
m keine Regel anwendbar: ver-
: : wiki-Vote 7115 100,762 2249.0 2249 0.0
ZWel g e einMma I ca-HepPh 12,008 118,489 5722.5 7012 0.1
. P email-Enron 36,692 183,831 12,559.5 14,437 0.6
O fU r VERTEX COVER Seh r eﬁ;IZIent ca-AstroPh 18,772 198,050 9218.5 12,012 0.1
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soc-Slashdot0811 77,360 469,180 23,936.0 24,046 0.2
= = soc-Slashdot0902 82,168 504,230 25,6575 25,770 0.2
F PT' S 1C htwe iIse dblp-2010 300,647 807,700  138,6345 166,234 2.0
= : _ youtube-links 1,138,499 2,990,443 2766840 278,125 1.0
|ae rkl d rt' warum d asin d er Pra dblp-2011 933,258 3,353,618 4270935 498,969 48
X | S g Ut f un kt| on ie rt wiki-Talk 2,394,385 4,659,565 56,111.5 56,163 13
petster-friendships-cat 149,700 5,448,197 40,975.0 41,103 3.0
petster-friendships-dog 426,820 8,543,549 1494195 150,117 58
youtube-u-growth 3,223,589 9,376,594  834,673.5 840,060 26
flickr-links 1,715255 15,555,041  467,585.5 474,637 2.1
petster-carnivore 623,766 15,695,166 290,474.0 371,189 3.6
libimseti 220970 17233144 93,378.0 93,676 16428
soc-pokec 1,632,803 22,301,964  781,066.0 - "
flickr-growth 2,302,925 22838276  632,011.0 640,921 2.8
soc-LiveJournall 4847571 42,851,237 21102735 2215668 11.5
hollywood-2009 1107243 56,375,711  553223.0 890,039 26.8
hollywood-2011 1,985,306 114,492,816  992,238.0 1,657357 50.5
orkut-links 3,072,441 117,185,083 1,519,101.5 ” =

Akibaa, Iwata: Branch-and-reduce exponential/FPT algorithms in
practice: A case study of vertex cover (2016)
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. iy . Social networks:
I an g e wie m Og l IC h an ca-GrQc 5242 14,484 24125 2783 0.1
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N d er Pra XI5 soc-Epinionst1 75,879 405,740 22,080.0 22,280 11
soc-Slashdot0811 77,360 469,180 23,936.0 24,046 02
. . soc-Slashdot0902 82,168 504,230 25,6575 25,770 02
F PT' S 1C htwe iIse dblp-2010 300,647 807,700  138,6345 166234 2.0
= : _ youtube-links 1138499 2,990,443 2766840 278,125 1.0
|ae rkl d rt' warum d asin d er Pra dblp-2011 933258 3,353,618 4270935 498,969 48
X | S g Ut f un kt| on ie rt wiki-Talk 2,394,385 4,659,565 56,111.5 56,163 13
petster-friendships-cat 149,700 5,448,197 40,975.0 41,103 3.0
- : petster-friendships-dog 426,820 8,543,549 1494195 150,117 58
LW| rklich? 1 youtube-u-growth 3223589 9376594 8346735 840,060 26
flickr-links 1,715255 15,555,041  467,585.5 474,637 21
petster-carnivore 623,766 15,695,166 290,474.0 371,189 3.6
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flickr-growth 2,302,925 22,838,276 6320110 640921 28
soc-LiveJournall 4847571 42851237 21102735 2,215,668 115
hollywood-2009 1107243 56,375,711 5532230 890,039 26.8
hollywood-2011 1985306 114,492,816 9922380 1,657,357 50.5
orkut-links 3,072,441 117,185,083 15191015 . =

Akibaa, Iwata: Branch-and-reduce exponential/FPT algorithms in
practice: A case study of vertex cover (2016)
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Branch-and-Reduce Pw— -
® wende Reduktionsregeln so Name V] E] L ve T
. iy . Social networks:

I an g e wie m Og l IC h an ca-GrQc 5242 14,484 24125 2783 0.1
. . ca-HepTh 9877 25,973 4553.0 4981 0.2
m keine Regel anwendbar: ver-
: : wiki-Vote 7115 100,762 2249.0 2249 0.0
ZWel g e einMma I ca-HepPh 12,008 118,489 5722.5 7012 0.1
. P email-Enron 36,692 183,831 12,559.5 14,437 0.6
O fU r VERTEX COVER Se h r eﬁ;l ZlE nt ca-AstroPh 18,772 198,050 9218.5 12,012 0.1
1 i email-EuAll 265,214 364,481 18,315.5 18,316 0.1
N d er Pra XI5 soc-Epinions1 75,879 405,740 22,080.0 22,280 11
soc-Slashdot0811 77.360 469,180 23,936.0 24,046 0.2
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I I I wiki-Talk 2,394,385 4,659,565 56,111.5 56,163 13
XIS g Ut fU n ktl onie rt petster-friendships-cat 149,700 5,448,197 40,975.0 41,103 3.0
k . : : petster-friendships-dog 426,820 8,543,549 1494195 150,117 58
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. soc-pokec 1,632,803 22,301,964  781,066.0 - -
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. hollywood-2011 1,985,306 114,492,816  992,238.0 1,657,357 50.5
d er I— P' LO sun g orkut-links 3,072,441 117,185,083 1,519,101.5 ” =

Akibaa, Iwata: Branch-and-reduce exponential/FPT algorithms in
practice: A case study of vertex cover (2016)
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® sei /(G) untere Schranke fur das minimale Vertex Cover in G
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Bessere Parameter als Losungsgrof3e
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® Beispiel: /. p(G) = optimale Losung der LP-Relaxierung
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Untere Schranken und Parameter

Bessere Parameter als Losungsgrof3e

® sei /(G) untere Schranke fur das minimale Vertex Cover in G
® /(@) sollte effizient berechenbar sein

® Beispiel: /. p(G) = optimale Losung der LP-Relaxierung

Problem: VERTEX COVER ABOVE LP Q
Gegeben sind ein Graph G = (V, E) und ein Parameter k.

Gibt es ein Vertex Cover der Grolse 7, p(G) + k?
(Knotenmenge V' C V miten V' #0 far alle e € E) O

.
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Gegeben sind ein Graph G = (V, E) und ein Parameter k.

Gibt es ein Vertex Cover der Grolse 7, p(G) + k?
(Knotenmenge V' C V miten V' #0 far alle e € E) O

.

Heute
® FPT-Algorithmus fur VERTEX COVER ABOVE LP

® beachte: vc(G) (bisheriger Parameter) ist meist deutlich groRer als
ve(@) — ¢ p(G) (neuer Parameter)
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nicht Vil =n, dann reduziere auf G
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Karlsruher Institut fur Technologie

Branch-and-Reduce

Reduktionsregel

® wenn die LP-Relaxierung eine Losung hat, bei der
nicht Vil =n, dann reduziere auf G

Verzweigungsregel
m fur eine Kante uv, betrachte die Instanzen G — u
und G—v

LWie muss der Parameter angepasst werden?)

Reduktionsregel
m es werden | V4| Knoten zum VC hinzugefugt

B lp(Gy) = (p(G) — [ VA
® G hat VC der GrofSe 7 p(G) + k &
G% hat VC der GrolSe ng(G) + K — |V1| = KLP(G%) + K
= der Parameter wird nicht verandert

Verzweigungsregel
. . - Problem: VERTEX COVER ABOVE LP
® ein Knoten zum VC hlnzugefugt Gegeben sind ein Graph G = (V, E) und ein Parameter k.

Gibt es ein Vertex Cover der GroBe /.p(G) + k?
(Knotenmenge V' C V mit en V' # 0 flr alle e € E)
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Branch-and-Reduce ot

Reduktionsregel

® wenn die LP-Relaxierung eine Losung hat, bei der
nicht Vil =n, dann reduziere auf G

Verzweigungsregel
m fur eine Kante uv, betrachte die Instanzen G — u
und G—v

LWie muss der Parameter angepasst werden?)

Reduktionsregel
m es werden | V4| Knoten zum VC hinzugefugt

B lp(Gy) = (p(G) — [ VA

® G hat VC der GrofSe 7 p(G) + k &
G% hat VC der GrolSe ng(G) + K — |V1| = KLP(G%) + K

= der Parameter wird nicht verandert

Verzweigungsregel
. . - Problem: VERTEX COVER ABOVE LP
® ein Knoten zum VC hlnzugefugt Gegeben sind ein Graph G = (V, E) und ein Parameter k.

Gibt es ein Vertex Cover der GroBe /.p(G) + k?

® aber wie verandert sich /.p(G)? (Knotenmenge V' C V mit en V' #0 fur alle e ¢ E)
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Untere Schranken

Wie groB ist ¢, p(G)? Wie verandert es sich beim Branching?

(& —W)
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Untere Schranken

Wie groB ist ¢, p(G)? Wie verandert es sich beim Branching?

0,5 (M) 0,5
NL e
. T~

untere Schranke: 1,5 2
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Karlsruher Institut fur Technologie

Wie groB ist ¢, p(G)? Wie verandert es sich beim Branching?

Untere Schranken

0 1
(A—Y

untere Schranke: 1,5 2
nach Branching: 1 1
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Karlsruher Institut fur Technologie

Wie groB ist £, p(G — v)? A\‘(IT

Lemma
Die LP-L6sung, die alles auf J setzt ist die einzige Losung genau dann,
wenn pr(G— V) = pr(G) — % fur alle v e V.

\_

Beweis
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Wie groB ist £, p(G — v)? A\‘(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

~

Lemma
Die LP-L6sung, die alles auf J setzt ist die einzige Losung genau dann,
wenn ELP(G— V) = pr(G) — % fur alle v e V.

.

Beweis

alles auf ; ist die einzige Loésung < ¢, p(G — v) = (1p(G) — 5 fur alle ve V
® angenommen, es gibt eine Losung mit x, = 1 fur einen Knoten v

® die gleichen Werte (abgesehen von x,) liefern Losung fur G — v
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Wie grobB ist 4.p(G — v)? A\‘(IT
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wenn ELP(G— V) = pr(G) — % fur alle v e V.
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® die gleichen Werte (abgesehen von x,) liefern Losung fur G — v

® also hat G — v eine Losung der GrolSe /,p(G) — 1
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alles auf ; ist die einzige Losung = ¢, p(G — v) = (1p(G) — 5 fUr alle ve V
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® dann gibt es Losung fur G — v mit Wert maximal /. p(G) — 1
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Lemma
Die LP-L6sung, die alles auf J setzt ist die einzige Losung genau dann,

wenn ELP(G— V) = pr(G) — % fur alle v e V.

.

Beweis
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® also hat G — v eine Losung der GrolSe /,p(G) — 1

alles auf ; ist die einzige Losung = ¢, p(G — v) = (1p(G) — 5 fUr alle ve V
mklar: ¢,p(G— v) < £p(G) — 5 (I6sche v aus Lésung fir G)
® angenommen, {p(G — V) < {1p(G) — %

® dann gibt es Losung fur G — v mit Wert maximal /.p(G) — 1
® hinzufugen von v mit x, = 1 liefert optimale Losung fur G
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AT

Branch-and-Reduce

Reduktionsregel
® wenn die LP-Relaxierung eine Losung hat, bei der
nicht Vil =n, dann reduziere auf G

® Parameter bleibt unverandert

Problem: VERTEX COVER ABOVE LP
Gegeben sind ein Graph G = (V, E) und ein Parameter k.

Gibt es ein Vertex Cover der GroBe /.p(G) + k?
(Knotenmenge V' C V mit en V' # 0 flr alle e € E)
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Reduktionsregel

® wenn die LP-Relaxierung eine Losung hat, bei der
nicht Vil =n, dann reduziere auf G

® Parameter bleibt unverandert

Reduktionsregel ist sicher
® siehe Beweis zur Kernbildung in letzter Vorlesung
® Parameter unverandert lassen ist korrekt: vorhin gesehen
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Gegeben sind ein Graph G = (V, E) und ein Parameter k.

Gibt es ein Vertex Cover der GroBe /.p(G) + k?
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Branch-and-Reduce

Reduktionsregel

® wenn die LP-Relaxierung eine Losung hat, bei der
nicht Vil =n, dann reduziere auf G

® Parameter bleibt unverandert
Verzweigungsregel LWie muss der Parameter angepasst werden?w

® fur eine Kante uv, betrachte die Instanzen G-uund G- v
® es wird ein Knoten zum VC hinzugefugt
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® G hat VC der Grolke /. p(G) + k &
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= Parameter um ; verringern  [temma

Die LP-L6sung, die alles auf } setzt ist die einzige Lésung
genau dann, wenn {p(G - v) = {1p(G) — 3 fur alle ve V.

Problem: VERTEX COVER ABOVE LP
Gegeben sind ein Graph G = (V, E) und ein Parameter k.

Gibt es ein Vertex Cover der GroBe /.p(G) + k?
(Knotenmenge V' C V mit en V' # 0 flr alle e € E)
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® wenn die LP-Relaxierung eine Losung hat, bei der
nicht Vil =n, dann reduziere auf G

® Parameter bleibt unverandert

Verzweigungsregel
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= verkleinere k um J (in beiden Instanzen)
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Branch-and-Reduce

Reduktionsregel

® wenn die LP-Relaxierung eine Losung hat, bei der
nicht Vil =n, dann reduziere auf G

® Parameter bleibt unverandert

Verzweigungsregel
m fur eine Kante uv, betrachte die Instanzen G—uund G- v
= verkleinere k um J (in beiden Instanzen)

Laufzeit
® Verzweigungsbaum hat maximal 2k Level

m und damit maximal 22 = 4% Blatter
@ Reduktionsregel: polynomiell

. Lemma |
Wle? Die LP-L6sung, die alles auf } setzt ist die einzige Lésung

genau dann, wenn {p(G - v) = {1p(G) — 3 fur alle ve V.

Problem: VERTEX COVER ABOVE LP
Gegeben sind ein Graph G = (V, E) und ein Parameter k.

Gibt es ein Vertex Cover der GroBe /.p(G) + k?
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Branch-and-Reduce

Reduktionsregel

® wenn die LP-Relaxierung eine Losung hat, bei der
nicht Vil =n, dann reduziere auf G

® Parameter bleibt unverandert

Verzweigungsregel
m fur eine Kante uv, betrachte die Instanzen G—uund G- v
= verkleinere k um J (in beiden Instanzen)

Laufzeit
® Verzweigungsbaum hat maximal 2k Level

m und damit maximal 22 = 4% Blatter
@ Reduktionsregel: polynomiell

. Lemma |
Wle? > Nutze das Lemma! Die LP-L6sung, die alles auf } setzt ist die einzige Lésung

genau dann, wenn {p(G - v) = {1p(G) — 3 fur alle ve V.

Problem: VERTEX COVER ABOVE LP
Gegeben sind ein Graph G = (V, E) und ein Parameter k.

Gibt es ein Vertex Cover der GroBe /.p(G) + k?
(Knotenmenge V' C V mit en V' # 0 flr alle e € E)
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Karlsruher Institut fur Technologie

Problem: VERTEX COVER ABOVE LP o
Gegeben sind ein Graph G = (V, E) und ein Parameter k.

Gibt es ein Vertex Cover der Grolse /. p(G) + k?
(Knotenmenge V' C V miten V' #( fur alle e € E) O

Zusammenfassung

.

Theorem
Fir VERTEX COVER ABOVE LP gibt es einen FPT-Algo mit Laufzeit 4% . n©0),
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Problem: VERTEX COVER ABOVE LP o
Gegeben sind ein Graph G = (V, E) und ein Parameter k.

Gibt es ein Vertex Cover der Grolse /. p(G) + k?
(Knotenmenge V' C V miten V' #( fur alle e € E) O

Zusammenfassung

.

Theorem
Fir VERTEX COVER ABOVE LP gibt es einen FPT-Algo mit Laufzeit 4% . n©0),

.

LWie sieht das duale Programm des VERTEX COVER LPs aus?)

LWas konnen wir daraus schlussfolgern?)
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Zusammenfassung

Problem: VERTEX COVER ABOVE LP o
Gegeben sind ein Graph G = (V, E) und ein Parameter k.

Gibt es ein Vertex Cover der Grolse /. p(G) + k?
(Knotenmenge V' C V miten V' #( fur alle e € E) O

.

Theorem
Fir VERTEX COVER ABOVE LP gibt es einen FPT-Algo mit Laufzeit 4% . n©0),

Matching als untere Schranken
m die Grolse /y(G) eines maximalen Matchings in G ist untere Schranke
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® beachte: /u(G) < /. p(G) (Dualitat der linearen Programme)
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Zusammenfassung

Problem: VERTEX COVER ABOVE LP o
Gegeben sind ein Graph G = (V, E) und ein Parameter k.

Gibt es ein Vertex Cover der Grolse /. p(G) + k?
(Knotenmenge V' C V miten V' #( fur alle e € E) O

.

Theorem
Fir VERTEX COVER ABOVE LP gibt es einen FPT-Algo mit Laufzeit 4% . n©0),

Matching als untere Schranken

m die Grolse /y(G) eines maximalen Matchings in G ist untere Schranke
® beachte: /u(G) < /. p(G) (Dualitat der linearen Programme)

® Algo von heute zeigt auch FPT fur VERTEX COVER ABOVE MATCHING
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® beachte: /u(G) < /. p(G) (Dualitat der linearen Programme)

® Algo von heute zeigt auch FPT fur VERTEX COVER ABOVE MATCHING

Bessere untere Schranke
® 2/ p(G) — /u(@) ist ebenfalls eine untere Schranke
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Zusammenfassung

Problem: VERTEX COVER ABOVE LP o
Gegeben sind ein Graph G = (V, E) und ein Parameter k.
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Matching als untere Schranken
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® Algo von heute zeigt auch FPT fur VERTEX COVER ABOVE MATCHING

Bessere untere Schranke
® 2/ p(G) — /u(@) ist ebenfalls eine untere Schranke

® die Schranke ist starker als 7, p(G)
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Zusammenfassung

~

Problem: VERTEX COVER ABOVE LP o
Gegeben sind ein Graph G = (V, E) und ein Parameter k.

Gibt es ein Vertex Cover der Grolse /. p(G) + k?
(Knotenmenge V' C V miten V' #( fur alle e € E) O

.

Theorem
Fir VERTEX COVER ABOVE LP gibt es einen FPT-Algo mit Laufzeit 4% . n©0),

Matching als untere Schranken

m die Grolse /y(G) eines maximalen Matchings in G ist untere Schranke
® beachte: /u(G) < /. p(G) (Dualitat der linearen Programme)

® Algo von heute zeigt auch FPT fur VERTEX COVER ABOVE MATCHING

Bessere untere Schranke
® 2/ p(G) — /u(@) ist ebenfalls eine untere Schranke

m die Schranke ist starker als ¢, p(G)
® VERTEX COVER ABOVE 2/ p(QG) — {m(G) ist FPT
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