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Wiederholung: Beschränkter Suchbaum

Problem: VERTEX COVER
Gegeben sind ein Graph G = (V , E) und ein Parameter k .
Gibt es ein Vertex Cover der Größe k?

(Knotenmenge V ′ ⊆ V mit e ∩ V ′ ̸= ∅ für alle e ∈ E)
noch zu überdeckender Teilgraph gewählte Knoten & überdeckte Kanten

Gibt es ein Vertex Cover mit
maximal k = 3 Knoten?
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Kernbildung und Suchbäume

Branch-and-Reduce
wende Reduktionsregeln so
lange wie möglich an
keine Regel anwendbar: ver-
zweige einmal

branch reduce
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sei ℓ(G) untere Schranke für das minimale Vertex Cover in G
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Gibt es ein Vertex Cover der Größe ℓLP(G) + k?

(Knotenmenge V ′ ⊆ V mit e ∩ V ′ ̸= ∅ für alle e ∈ E)

Heute
FPT-Algorithmus für VERTEX COVER ABOVE LP
beachte: vc(G) (bisheriger Parameter) ist meist deutlich größer als
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Thomas Bläsius – Parametrisierte Algorithmen Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen6

Branch-and-Reduce

Reduktionsregel
wenn die LP-Relaxierung eine Lösung hat, bei der
nicht |V1

2
| = n, dann reduziere auf G1

2

G1

G0

G1
2

Problem: VERTEX COVER ABOVE LP
Gegeben sind ein Graph G = (V , E) und ein Parameter k .
Gibt es ein Vertex Cover der Größe ℓLP(G) + k?

(Knotenmenge V ′ ⊆ V mit e ∩ V ′ ̸= ∅ für alle e ∈ E)



Thomas Bläsius – Parametrisierte Algorithmen Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen6

Branch-and-Reduce

Reduktionsregel
wenn die LP-Relaxierung eine Lösung hat, bei der
nicht |V1

2
| = n, dann reduziere auf G1

2

G1

G0

G1
2

Verzweigungsregel
für eine Kante uv , betrachte die Instanzen G − u
und G − v

Problem: VERTEX COVER ABOVE LP
Gegeben sind ein Graph G = (V , E) und ein Parameter k .
Gibt es ein Vertex Cover der Größe ℓLP(G) + k?

(Knotenmenge V ′ ⊆ V mit e ∩ V ′ ̸= ∅ für alle e ∈ E)



Thomas Bläsius – Parametrisierte Algorithmen Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen6

Branch-and-Reduce

Reduktionsregel
wenn die LP-Relaxierung eine Lösung hat, bei der
nicht |V1

2
| = n, dann reduziere auf G1

2

G1

G0

G1
2

Verzweigungsregel
für eine Kante uv , betrachte die Instanzen G − u
und G − v

Wie muss der Parameter angepasst werden?

Problem: VERTEX COVER ABOVE LP
Gegeben sind ein Graph G = (V , E) und ein Parameter k .
Gibt es ein Vertex Cover der Größe ℓLP(G) + k?

(Knotenmenge V ′ ⊆ V mit e ∩ V ′ ̸= ∅ für alle e ∈ E)



Thomas Bläsius – Parametrisierte Algorithmen Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen6

Branch-and-Reduce

Reduktionsregel
wenn die LP-Relaxierung eine Lösung hat, bei der
nicht |V1

2
| = n, dann reduziere auf G1

2

G1

G0

G1
2

Verzweigungsregel
für eine Kante uv , betrachte die Instanzen G − u
und G − v

Reduktionsregel
es werden |V1| Knoten zum VC hinzugefügt

Wie muss der Parameter angepasst werden?

Problem: VERTEX COVER ABOVE LP
Gegeben sind ein Graph G = (V , E) und ein Parameter k .
Gibt es ein Vertex Cover der Größe ℓLP(G) + k?

(Knotenmenge V ′ ⊆ V mit e ∩ V ′ ̸= ∅ für alle e ∈ E)



Thomas Bläsius – Parametrisierte Algorithmen Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen6

Branch-and-Reduce

Reduktionsregel
wenn die LP-Relaxierung eine Lösung hat, bei der
nicht |V1

2
| = n, dann reduziere auf G1

2

G1

G0

G1
2

Verzweigungsregel
für eine Kante uv , betrachte die Instanzen G − u
und G − v

Reduktionsregel

ℓLP(G1
2
) = ℓLP(G) − |V1|

es werden |V1| Knoten zum VC hinzugefügt

Wie muss der Parameter angepasst werden?

Problem: VERTEX COVER ABOVE LP
Gegeben sind ein Graph G = (V , E) und ein Parameter k .
Gibt es ein Vertex Cover der Größe ℓLP(G) + k?

(Knotenmenge V ′ ⊆ V mit e ∩ V ′ ̸= ∅ für alle e ∈ E)



Thomas Bläsius – Parametrisierte Algorithmen Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen6

Branch-and-Reduce

Reduktionsregel
wenn die LP-Relaxierung eine Lösung hat, bei der
nicht |V1

2
| = n, dann reduziere auf G1

2

G1

G0

G1
2

Verzweigungsregel
für eine Kante uv , betrachte die Instanzen G − u
und G − v

Reduktionsregel

ℓLP(G1
2
) = ℓLP(G) − |V1|

es werden |V1| Knoten zum VC hinzugefügt

G hat VC der Größe ℓLP(G) + k ⇔
G1

2
hat VC der Größe ℓLP(G) + k − |V1| = ℓLP(G1

2
) + k

Wie muss der Parameter angepasst werden?

Problem: VERTEX COVER ABOVE LP
Gegeben sind ein Graph G = (V , E) und ein Parameter k .
Gibt es ein Vertex Cover der Größe ℓLP(G) + k?

(Knotenmenge V ′ ⊆ V mit e ∩ V ′ ̸= ∅ für alle e ∈ E)



Thomas Bläsius – Parametrisierte Algorithmen Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen6

Branch-and-Reduce

Reduktionsregel
wenn die LP-Relaxierung eine Lösung hat, bei der
nicht |V1

2
| = n, dann reduziere auf G1

2

G1

G0

G1
2

Verzweigungsregel
für eine Kante uv , betrachte die Instanzen G − u
und G − v

Reduktionsregel

ℓLP(G1
2
) = ℓLP(G) − |V1|

es werden |V1| Knoten zum VC hinzugefügt

G hat VC der Größe ℓLP(G) + k ⇔
G1

2
hat VC der Größe ℓLP(G) + k − |V1| = ℓLP(G1

2
) + k

⇒ der Parameter wird nicht verändert

Wie muss der Parameter angepasst werden?

Problem: VERTEX COVER ABOVE LP
Gegeben sind ein Graph G = (V , E) und ein Parameter k .
Gibt es ein Vertex Cover der Größe ℓLP(G) + k?

(Knotenmenge V ′ ⊆ V mit e ∩ V ′ ̸= ∅ für alle e ∈ E)



Thomas Bläsius – Parametrisierte Algorithmen Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen6

Branch-and-Reduce

Reduktionsregel
wenn die LP-Relaxierung eine Lösung hat, bei der
nicht |V1

2
| = n, dann reduziere auf G1

2

G1

G0

G1
2

Verzweigungsregel
für eine Kante uv , betrachte die Instanzen G − u
und G − v

Reduktionsregel

ℓLP(G1
2
) = ℓLP(G) − |V1|

es werden |V1| Knoten zum VC hinzugefügt

G hat VC der Größe ℓLP(G) + k ⇔
G1

2
hat VC der Größe ℓLP(G) + k − |V1| = ℓLP(G1

2
) + k

⇒ der Parameter wird nicht verändert
Verzweigungsregel

Wie muss der Parameter angepasst werden?

Problem: VERTEX COVER ABOVE LP
Gegeben sind ein Graph G = (V , E) und ein Parameter k .
Gibt es ein Vertex Cover der Größe ℓLP(G) + k?

(Knotenmenge V ′ ⊆ V mit e ∩ V ′ ̸= ∅ für alle e ∈ E)



Thomas Bläsius – Parametrisierte Algorithmen Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen6

Branch-and-Reduce

Reduktionsregel
wenn die LP-Relaxierung eine Lösung hat, bei der
nicht |V1

2
| = n, dann reduziere auf G1

2

G1

G0

G1
2

Verzweigungsregel
für eine Kante uv , betrachte die Instanzen G − u
und G − v

Reduktionsregel

ℓLP(G1
2
) = ℓLP(G) − |V1|

es werden |V1| Knoten zum VC hinzugefügt

G hat VC der Größe ℓLP(G) + k ⇔
G1

2
hat VC der Größe ℓLP(G) + k − |V1| = ℓLP(G1

2
) + k

⇒ der Parameter wird nicht verändert
Verzweigungsregel
ein Knoten zum VC hinzugefügt

Wie muss der Parameter angepasst werden?

Problem: VERTEX COVER ABOVE LP
Gegeben sind ein Graph G = (V , E) und ein Parameter k .
Gibt es ein Vertex Cover der Größe ℓLP(G) + k?

(Knotenmenge V ′ ⊆ V mit e ∩ V ′ ̸= ∅ für alle e ∈ E)



Thomas Bläsius – Parametrisierte Algorithmen Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen6

Branch-and-Reduce

Reduktionsregel
wenn die LP-Relaxierung eine Lösung hat, bei der
nicht |V1

2
| = n, dann reduziere auf G1

2

G1

G0

G1
2

Verzweigungsregel
für eine Kante uv , betrachte die Instanzen G − u
und G − v

Reduktionsregel

ℓLP(G1
2
) = ℓLP(G) − |V1|

es werden |V1| Knoten zum VC hinzugefügt

G hat VC der Größe ℓLP(G) + k ⇔
G1

2
hat VC der Größe ℓLP(G) + k − |V1| = ℓLP(G1

2
) + k

⇒ der Parameter wird nicht verändert
Verzweigungsregel
ein Knoten zum VC hinzugefügt
aber wie verändert sich ℓLP(G)?

Wie muss der Parameter angepasst werden?

Problem: VERTEX COVER ABOVE LP
Gegeben sind ein Graph G = (V , E) und ein Parameter k .
Gibt es ein Vertex Cover der Größe ℓLP(G) + k?

(Knotenmenge V ′ ⊆ V mit e ∩ V ′ ̸= ∅ für alle e ∈ E)



Thomas Bläsius – Parametrisierte Algorithmen Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen7

Untere Schranken
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Wie groß ist ℓLP(G)? Wie verändert es sich beim Branching?
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Untere Schranken
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Wie groß ist ℓLP(G − v)?

Lemma
Die LP-Lösung, die alles auf 1

2 setzt ist die einzige Lösung genau dann,
wenn ℓLP(G − v ) = ℓLP(G) − 1

2 für alle v ∈ V .

Beweis
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Branch-and-Reduce

G1

G0

G1
2

Reduktionsregel
wenn die LP-Relaxierung eine Lösung hat, bei der
nicht |V1

2
| = n, dann reduziere auf G1

2

Parameter bleibt unverändert

Problem: VERTEX COVER ABOVE LP
Gegeben sind ein Graph G = (V , E) und ein Parameter k .
Gibt es ein Vertex Cover der Größe ℓLP(G) + k?

(Knotenmenge V ′ ⊆ V mit e ∩ V ′ ̸= ∅ für alle e ∈ E)
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Reduktionsregel ist sicher
siehe Beweis zur Kernbildung in letzter Vorlesung
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Zusammenfassung

Problem: VERTEX COVER ABOVE LP
Gegeben sind ein Graph G = (V , E) und ein Parameter k .
Gibt es ein Vertex Cover der Größe ℓLP(G) + k?

(Knotenmenge V ′ ⊆ V mit e ∩ V ′ ̸= ∅ für alle e ∈ E)

Theorem
Für VERTEX COVER ABOVE LP gibt es einen FPT-Algo mit Laufzeit 4k · nO(1).
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Zusammenfassung

Problem: VERTEX COVER ABOVE LP
Gegeben sind ein Graph G = (V , E) und ein Parameter k .
Gibt es ein Vertex Cover der Größe ℓLP(G) + k?

(Knotenmenge V ′ ⊆ V mit e ∩ V ′ ̸= ∅ für alle e ∈ E)

Theorem
Für VERTEX COVER ABOVE LP gibt es einen FPT-Algo mit Laufzeit 4k · nO(1).

Wie sieht das duale Programm des VERTEX COVER LPs aus?

Was können wir daraus schlussfolgern?
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Zusammenfassung

Problem: VERTEX COVER ABOVE LP
Gegeben sind ein Graph G = (V , E) und ein Parameter k .
Gibt es ein Vertex Cover der Größe ℓLP(G) + k?
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Theorem
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die Größe ℓM(G) eines maximalen Matchings in G ist untere Schranke
beachte: ℓM(G) ≤ ℓLP(G) (Dualität der linearen Programme)
Algo von heute zeigt auch FPT für VERTEX COVER ABOVE MATCHING
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Zusammenfassung

Problem: VERTEX COVER ABOVE LP
Gegeben sind ein Graph G = (V , E) und ein Parameter k .
Gibt es ein Vertex Cover der Größe ℓLP(G) + k?

(Knotenmenge V ′ ⊆ V mit e ∩ V ′ ̸= ∅ für alle e ∈ E)

Theorem
Für VERTEX COVER ABOVE LP gibt es einen FPT-Algo mit Laufzeit 4k · nO(1).

Matching als untere Schranken
die Größe ℓM(G) eines maximalen Matchings in G ist untere Schranke
beachte: ℓM(G) ≤ ℓLP(G) (Dualität der linearen Programme)
Algo von heute zeigt auch FPT für VERTEX COVER ABOVE MATCHING

Bessere untere Schranke
2ℓLP(G) − ℓM(G) ist ebenfalls eine untere Schranke
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