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Nachtrag: VERTEX CovER COMPRESSION

Problem: VERTEX COVER COMPRESSION
Gegeben sind ein Graph G, ein Parameter k und ein VC Z der GrofSe

k+1in G. Gibt es ein VC der GrofSe k in G?

Idee
® rate eine Teilmenge X C Z; ¥|=Z2\ X

mgibtesVC Z' mit |Z|<kund Z'nZ=X7?

Fall 1: G[Y] enthalt Kante = Z’ existiert nicht
Fall 2: sonst qilt:

® 7' muss alle Nachbarn N(Y) von ¥ enthalten
B X UN(Y) ist ein VC

m es gibt das gewlinschte VC Z' & [X|UIN(Y)| < k

Algorithmus
® wende obige Prozedur auf jede Teilmenge X C Z an

m es gibt 2%+1 solche Teilmengen
m Laufzeit O(m) fir jedes X = insgesamt O(2Xm)
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Nachtrag: Iterative Kompression

Problem: VERTEX COVER COMPRESSION
Gegeben sind ein Graph G, ein Parameter k und ein VC Z der GrofSe
k+1in G. Gibt es ein VC der GroRe k in G?

Gerade gesehen: O(2fm)-Algorithmus fiir VERTEx CovER COMPRESSION

Algorithmus fur VERTEX COVER
® teriere uber die Subgraphen G; bestehend aus den Knoten vy, ..., V;
® |nitialisierung: in G, bilden alle Knoten ein VC der GrolSe k
® Annahme fur i > k: fur G;_1 kennen wir ein VC X;_; der Grolse k
®= X, U{y}istein VC der Grolse k+1 in G;
® verwende Algo fur VERTEX CoOVER COMPRESSION:
a Fall 1: G, hat ein VC der Grolse k = weiter mit G, 1

a Fall 2: G, hat kein VC der Grofle k = G hat kein VC der Grolse k =
Abbruch

= Algo flr VERTEX CovER mit Laufzeit O(2Xnm)
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Nachtrag: Grundlegende Techniken

Beschrankter Suchbaum (Bounded Search Tree)
® fUr eine Instanz (A, k) bilde, in Zeit n°, (A4, k1), ..., (Aq, Kg), SOdasSs:

(A, k) ist losbar < (A}, k;) ist I0sbar far ein i € [1, d]
® beschranke d durch eine Funktion f;(k) (A, k)

® beschranke Verzweigungstiefe durch £ (k) K v A
(A, k1) | = | (Ags Ka)

¥ 3y X ¥ 3 1

(Beispiel: Parameter wird in jedem Schritt kleiner)
m = FPT-Algo mit Laufzeit O(f; (k)= n°)

Kernbildung (Kernelization)
® wende sukzessive sichere Reduktionsregeln an
® zeige: ubrig bleibt ein Kern, dessen GrofSe nur von k abhangt

Iterative Kompression (Iterative Compression)

® Kompressionsalgo: l0ost das Problem unter der Annahme eine etwas zu
grofSe Losung zu kennen

® vergrolSere Instanz schrittweise und halte initiale Losung durch wieder-
holte Kompression klein
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Wiederholung: Beschrankter Suchbaum e e

Problem: VERTEX COVER a
Gegeben sind ein Graph G = (V, E) und ein Parameter k.
Gibt es ein Vertex Cover der GrolRe k?

(Knotenmenge V' C V miten V' #( fur alle e € E) O
noch zu uberdeckender Teilgraph gewahlte Knoten & uberdeckte Kanten
Jede Kante muss noch Uberdeckt Gibt es ein Vertex Cover mit
werden — wahle eine beliebige maximal kK = 3 Knoten?

— T
f? K fur Kante {u, v} muss u oder v enthalten sein i&i
( — binare Entscheidung W

o) L» O Losungen der o
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Wiederholung: Beschrankterer Suchbaum

Geht es schneller?
m Ziel: reduziere die GroRe des Suchbaums (bisher: 2% Blatter)
® Verzweigungsregel bisher: fur Kante {u, v} wahle entweder u oder v

® neue Verzweigungsregel: fur Knoten v wahle entweder v oder N(v)
bisher fﬁ jetzt @

N NN RAT] Lok

Wie viele Blatter hat der resultierende Baum abhangig von k?
@ wahle fur v immer einen Knoten mit Grad > 2

T(k—1)+T(k-2), furk>2

1, sonst

m obere Schranke fur #Blatter: T(k) = {

m wir erhalten: T(k) < 11,6181 heute
® Wie kommt man auf 1,6181? Geht es besser? —— nachste Vertesung
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Allgemeine Verzweigung

® fur Instanz (G, k) erzeuge ¢ Kind-Instanzen (Gy, k1), ..., (Gy, k)

® (G, k) losbar & mindestens eine der Instanzen (G, k;) losbar
mseid=k—K (Parameter wird in Kind-Instanz G; um d; kleiner)
® Verzweigungsvektor: (dy, ..., d,)

Bisher gesehen
m Verzweigungsvektor (1,1) = BaumgrofRRe 2%
m Verzweigungsvektor (1,2) = BaumgrofRe 1,6181%

Wie beweist man die BaumgrofBe?
® rate Basis \
m zeige T(k) < ¢- \¥ mittels Induktion (gleich mehr)

Wie rat man die Basis?
® finde Nullstelle eines Polynoms (gleich mehr)

® WolframAlpha hilft beim Losen
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Baumgrofle

Beispiel: Verzweigungsvektor (1, 2)

® Rekurrenz: ) < T(k—1)+T(k—-2), furk>2
1, sonst

m Behauptung: T(k) < 1,6181*

Beweis

mlA:k<2=T(k)=1<1,6181%

mlS.: T(k)=T(k—1)+T(k—2)
<1,6181%7"+1,6181%2
=1,6181472.(1,6181 +1) < 1,6181"

L J

-
<1,61812~2,6182
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Beispiel: Verzweigungsvektor (1, 2)
" Rekurrenz: rg o { T =D+ Tk -2), firk>2
)1, sonst

m finde moglichst kleines \ > 0, sodass: T(k) < ¢- )\

mwahle )\, sodass: ¢- M > ¢ M1 4 ¢ 2k2
(dann gilt: T(k) = T(k—1)+T(k—2)<c- \T14+c. A2 < ¢.\K)

ml0se: A" —A-1=0 % Wolfram
a "geratene“ Lésung: )\ — 1+2\/§ S 1,6181 X6 -x*3-x'2-1=0|

Allgemein

® Verzweigungsvektor: (di, ..., dy)
| d = Maximum der d;
ml9se: 0= 9 — A9 ... rd-d S VU
® Beispiel: Verzweigungsvektor (3, 4, 6)

miose: 0=20— )3 —\2 -1

20t
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Zuruck zu VErRTEX COVER e el W

Verzweigungsvektor | (1,1) | (1,2) | (1,8) | (1,4) | (1,5) | (2,3) | (3,3) | (3,3,6) | (3,4,6)
Basis b | 2 | 1618 | 1,466 | 1,381 | 1,325 | 1,325 | 1,26 | 1,342 | 1,305

Bisher gesehen
® fur eine Kante uv, wahle u oder v — Verzweigungsvektor (1,1)
® fur Knoten v mit deg(v) > 2, wahle v oder N(v) — Vektor (1, 2)

LWarum gibt es immer einen Knoten v mit deg(v) > 2?1

Geht es besser?
® gibt es auch immer ein v € V mit deg(v) > 37 O/o_o

| falls nicht: G besteht aus Pfaden und Kreisen
mdeg(v) <2 furalle veV = in poly-Zeit |losbar

® also: fur Knoten v mit deg(v) > 3, wahle v oder N(v) — Vektor 1,3)

Geht es noch besser?
® VERTEX COVER ist NP-schwer fur Graphen mit Maximalgrad 3

® Verzweigungsvektor (1,4) erhalt man nicht genauso leicht
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Was passiert hier? A\‘(IT
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Was erreicht man mit der folgenden Konstruktion?

Antwort

® G hat VC der GrofRe k & G hat VC der Grolse k + 1
® Grad von E wurde von 4 auf 3 reduziert
® |asst sich auf hohere Grade verallgemeinern

® man kann so also zeigen, dass VERTEX CoveRr fur Graphen mit Maximal-
grad 3 NP-schwer ist
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Lieber eliminieren als ignhorieren

Knoten mit kleinem Grad
® eben: ignoriere Knoten v wenn deg(v) = 1 bzw. deg(v) =2

@ jetzt: eliminiere solche Knoten

Warum sollte das besser sein?
® |[nstanz verkleinern ist immer gut

® schrankt im weiteren Verlauf die Klasse der moglichen Instanzen ein

® hilft bei der Argumentation fur spatere Falle (fUr v € V qilt deg(v) > 3)
Regel 1: es gibt v € V mit deg(v) =1

m es ist nie sinnvoll v zu wahlen —_—

® wahle also Nachbarn w von v

Beachte
m das ist nicht wirklich eine Verzweigungsregel, sondern eine Redukti-

onsregel (bzw. Verzweigung mit Vektor (1))
m verschlechtert die Basis in der Laufzeit aber sicher nicht
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Knoten mit Grad 2

Regel 2: es gibt v e V mit deg(v) =2 (sei N(v) = {a, b}) (V)

® falls a gewahlt wird, macht es keinen Sinn v zu wahlen
® wahle entweder a und b oder keinen der beiden : :

® keinen der beiden ist problematisch, wenn ab ¢ E

Fall 2.1: abc E
® zwei der drei Knoten mussen gewahlt werden

®m es ist immer besser a und b zu wahlen
® keine Verzweigung notig

Fall 2.2: |[N(a)u N(b)| > 3 --(@) -0 VO

® Bsp: aund b haben je einen anderen Nachbarn O (V)

® wahle {a, b} oder N(a) u N(b) — Vektor (2,3) o
Fall 2.3: N(a) UN(b) = {v, w} @.@@ v, O o O

® es ist immer besser v und w zu wahlen W)

® keine Verzweigung notig T

Verzweigungsvektor | (1,1) | (1,.2) | (1,3) | (1.4 | (1.5) | (2.3) | (3.3) | (3,3,6) | (3,4,6)
Basis b | 2 | 1618 | 1,466 | 1,381 | 1,325 | 1,325 | 1,26 | 1,342 | 1,305
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Knoten mit Grad 2

Grobe Strategie bei Knoten mit Grad 2
® Fallunterscheidung, wie ,unabhangig” die Nachbarschaft von v ist

m Fall 2.1: Nachbarn sind direkt verbunden
®m Fall 2.3: Nachbarn teilen sich Nachbarn
® Fall 2.2: halbwegs unabhangige Nachbarschaften

© © ©
~-@—®- @ B @ B
: : 0 0

® unabhangige Nachba;‘schaften = grofse Vereinigungen von Nachbar-
schaften = gute Verzweigungsvektoren

® abhangige Nachbarschaften = wegdiskutierbar (mittels Reduktion)

Ziel im Folgenden
® ahnliches Vorgehen fur deg(v) =3
® nutze, dass deg(u) >3 furalleue V

Verzweigungsvektor | (1,1) | (1,.2) | (1,3) | (1.4 | (1.5) | (2.3) | (3.3) | (3,3,6) | (3,4,6)
Basis b | 2 | 1618 | 1,466 | 1,381 | 1,325 | 1,325 | 1,26 | 1,342 | 1,305
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Knoten mit Grad 3

Regel 3: es gibt v ¢ V mit deg(v) =3 (sei N(v) ={a, b, c})
Fall 3.1: paarweise disjunkte Nachbarschaften N(a), N(b), N(c), N(v)
® Moglichkeit 1: wahle a nicht
= N(a) muss gewahlt werden
® Moglichkeit 2: wahle a
a Moglichkeit 2.1: wahle zusatzlich b

= es macht keinen Sinn v zu wahlen = wahle ¢
m Moglichkeit 2.2: wahle weder ¢ noch b

= N(b) U N(c) muss gewahlt werden

Verzweigungsvektor | (1,1) | (1,2) | (1,8) | (1,4) | (1,5 | (2.3) | (3,3) | (3.3,6)

Basis b | 2 | 1618 | 1,466 | 1,381 | 1,325 | 1,325 | 1,26 | 1,342
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Knoten mit Grad 3 ot

Regel 3: es gibt ve V mit deg(v) =3
Fall 3.2: abc E
® Moglichkeit 1: wahle ¢ nicht
= N(c¢) muss gewahlt werden
® Moglichkeit 2: wahle ¢

= es macht keinen Sinn v zu wahlen ™
= wahle zusatzlich {a, b}

® Verzweigungsvektor: (3, 3)

Fall 3.3: aund b haben gem. Nachbarn w
® Moglichkeit 1: wahle {v, w}
® Moglichkeit 2: wahle {a, b}

= es macht keinen Sinn v zu wahlen

= wahle zusatzlich ¢
® Verzweigungsvektor: (2, 3)

Verzweigungsvektor | (1,1) | (1,2) | (1,8) | (1,4) |
Basis b | 2 | 1,618 | 1,466 | 1,381 |
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Bisheriger Stand ol

Regel 1: es gibt v € V mit deg(v) =1 i — i
Regel 2: es gibt v € V mit deg(v ﬁ

Lo~ o&)@@@ @

Regel 3: es gibt ve V mit deg

AL A B £

Regel 4: es gibt v € V mit deg(v) = 4 O_%_O % m

= Gesamtlaufzeit: 1,381%. n®) O%‘D
Verzweigungsvektor | (1,1) | (1,2) | (1,3) | (1,4 | (1,5) (3,3,6) | (3.4,6)
Basis b | 2 | 1,618 | 1,466 | 1,381 | 1,325 | 1325 | 126 | 1,342 | 1,305

17 Thomas Blasius - Parametrisierte Algorithmen Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Geht es noch besser? *‘(IT

ut far Technologie

Regel 1: es gibt v € V mit deg(v)
Regel 2: es gibt v € V mit deg(v)

(2,3)
Regel 3: es gibt v e V mit deg(v) =3

059] (03] (@3

Regel 4: es gibt v e V mit deg(v) > 5

| (1,deg(v) |
Regel 5: alle Knoten haben Grad 4
(1,4)

1
2

Behauptung: die Gesamtlaufzeit ist 1,342% . n©(1)

Intuitive Begrundung: Regel 5 kann in jedem Teilbaum nur ein Mal
angewendet werden = Verzweigungsvektor (1,4) kann man ignorieren

Verzweigungsvektor | (1,1) | (1,.2) | (1,3) | (1.4 | (1.5) | (2.3) | (3.3) | (3,3,6) | (3,4,6)
Basis b | 2 | 1618 | 1,466 | 1,381 | 1,325 | 1,325 | 1,26 | 1,342 | 1,305
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Zusammenfassung & Literaturhinweis

Theorem
VERTEX COVER mit der LésungsgrofRe k als Parameter kann in 1,342k . n©()
Zeit gelost werde.

Beschrankte Suchbaume
® mit besseren Verzweigungsregeln kann man die Basis verkleinern

® Verzweigungsvektoren helfen bei der Analyse
® Nutzung des ,,schlechtesten” aller Verzweigungsvektoren liefert poten-

tiell u ngenaue Schranke (Bsp: verzweige meist mit (5, 5); selten mit (1, 1))
Kleinere Basis
® beste Basis seit 2010: O(1,2738 + kn) doi.org/10.1016/] . tcs.2010.06.026
® Preprint von 2022: O*(1,252 98¥) arxiv.org/abs/2205.08022
® siehe auch: http://fpt.wikidot.com/fpt-races
Problem (k) vertices in kernel Reference/Comments
Vertex Cover 1.27384 2k 1
Connected Vertex Cover ok no k241 26, randomized algorithm
Multiway Cut 2k not known 21, 38: Q(k**1)-vertex kernel with s terminals
Directed Multiway Cut 20(K*) no k2 34
Almost-2-SAT (VC-PM) 2.3146* O{k‘s) 37, 38, randomized kernel
Multicut 90(K) no KW 22, 35
Pathwidth One Deletinn Set 4 ARk (2 28
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