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Algorithmen 1

Sortieren: Mergesort, Quicksort, untere Schranke
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Anmerkung: untere Laufzeitschranken A“(IT

Der Algorithmus benétigt ©2(n?) Schritte — Was bedeutet das?
m Interpretation 1: auf allen Eingaben ist die Laufzeit mindestens quadratisch
m Interpretation 2: es gibt Eingaben, sodass die Laufzeit mindestens quadratisch ist
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Anmerkung: untere Laufzeitschranken A“(IT

Der Algorithmus benétigt ©2(n?) Schritte — Was bedeutet das?
m Interpretation 1: auf allen Eingaben ist die Laufzeit mindestens quadratisch
m Interpretation 2: es gibt Eingaben, sodass die Laufzeit mindestens quadratisch ist

Was gilt fur die Vorlesung?
® auBBer explizit angegeben sprechen wir immer Uber den Worst Case
® also: Interpretation 2
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Anmerkung: untere Laufzeitschranken A“(IT

Der Algorithmus benétigt ©2(n?) Schritte — Was bedeutet das?
m Interpretation 1: auf allen Eingaben ist die Laufzeit mindestens quadratisch
m Interpretation 2: es gibt Eingaben, sodass die Laufzeit mindestens quadratisch ist

Was gilt fur die Vorlesung?
® auBBer explizit angegeben sprechen wir immer Uber den Worst Case
® also: Interpretation 2

Warum machen wir das so?
® Interpretation 1 betrachtet den Best Case — der ist selten relevant

® Interpretation 2 nitzlich in verschiedenen Situationen:
= jeder Algo hat Laufzeit Q(n?)“ — es gibt keinen sub-quadratischen Algo

= ein konkreter Algo hat Laufzeit Q(n?) und O(n?)“ — die Laufzeit ist im Worst Case
zwischen quadratisch und kubisch
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Gegeben

® n Elemente aus einer geordneten Menge (z.B. Zahlen)
Gesucht

m sortierte Folge dieser Elemente (z.B. als Array oder Liste)
L—»(0,1,4,5,7,9,13,17,28,32,37,48,63, 76, 82, 89)
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Sortieren A“(IT
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Gegeben
® n Elemente aus einer geordneten Menge (z.B. Zahlen)

Gesucht
m sortierte Folge dieser Elemente (z.B. als Array oder Liste)

C+(0,1,4,5,7,9,13,17,28, 32,37, 48, 63, 76, 82, 89)

Insertion Sort
m fige Elemente nach und nach ein

® halte Folge dabeli sortiert
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Sortieren A“(IT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Gegeben

® n Elemente aus einer geordneten Menge (z.B. Zahlen)
Gesucht

m sortierte Folge dieser Elemente (z.B. als Array oder Liste)
L—»(0,1,4,5,7,9,13,17,28,32,37,48,63, 76, 82, 89)

Insertion Sort bisher sortierte Teilfolge:

m fige Elemente nach und nach ein ()

® halte Folge dabeli sortiert
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Sortieren A“(IT
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Gegeben
® n Elemente aus einer geordneten Menge (z.B. Zahlen)

Gesucht
m sortierte Folge dieser Elemente (z.B. als Array oder Liste)

C+(0,1,4,5,7,9,13,17,28, 32,37, 48, 63, 76, 82, 89)

Insertion Sort bisher sortierte Teilfolge:
m fige Elemente nach und nach ein ()
= halte Folge dabei sortiert 13
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Sortieren A“(IT
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Gegeben

® n Elemente aus einer geordneten Menge (z.B. Zahlen)
Gesucht

m sortierte Folge dieser Elemente (z.B. als Array oder Liste)
L—»(0,1,4,5,7,9,13,17,28,32,37,48,63, 76, 82, 89)

Insertion Sort bisher sortierte Teilfolge:

m fige Elemente nach und nach ein (13)

® halte Folge dabeli sortiert

Thomas Blasius — Algorithmen 1 Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



3

Sortieren A“(IT
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Gegeben
® n Elemente aus einer geordneten Menge (z.B. Zahlen)

Gesucht
m sortierte Folge dieser Elemente (z.B. als Array oder Liste)

C+(0,1,4,5,7,9,13,17,28, 32,37, 48, 63, 76, 82, 89)

Insertion Sort bisher sortierte Teilfolge:
= flge Elemente nach und nach ein (13)
® halte Folge dabei sortiert 17
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Sortieren A“(IT
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Gegeben

® n Elemente aus einer geordneten Menge (z.B. Zahlen)
Gesucht

m sortierte Folge dieser Elemente (z.B. als Array oder Liste)
L—»(0,1,4,5,7,9,13,17,28,32,37,48,63, 76, 82, 89)

Insertion Sort bisher sortierte Teilfolge:

m fige Elemente nach und nach ein (13, 17)

® halte Folge dabeli sortiert
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Sortieren A“(IT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Gegeben
® n Elemente aus einer geordneten Menge (z.B. Zahlen)

Gesucht
m sortierte Folge dieser Elemente (z.B. als Array oder Liste)

C+(0,1,4,5,7,9,13,17,28, 32,37, 48, 63, 76, 82, 89)

Insertion Sort bisher sortierte Teilfolge:
m fige Elemente nach und nach ein (13,17)
= halte Folge dabei sortiert o
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Sortieren A“(IT
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Gegeben

® n Elemente aus einer geordneten Menge (z.B. Zahlen)
Gesucht

m sortierte Folge dieser Elemente (z.B. als Array oder Liste)
L—»(0,1,4,5,7,9,13,17,28,32,37,48,63, 76, 82, 89)

Insertion Sort bisher sortierte Teilfolge:

m fige Elemente nach und nach ein (0,13, 17)

® halte Folge dabeli sortiert
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Sortieren A“(IT
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Gegeben
® n Elemente aus einer geordneten Menge (z.B. Zahlen)

Gesucht
m sortierte Folge dieser Elemente (z.B. als Array oder Liste)

C+(0,1,4,5,7,9,13,17,28, 32,37, 48, 63, 76, 82, 89)

Insertion Sort bisher sortierte Teilfolge:
m fige Elemente nach und nach ein (0,13,17)
= halte Folge dabei sortiert B
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Sortieren A“(IT
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Gegeben

® n Elemente aus einer geordneten Menge (z.B. Zahlen)
Gesucht

m sortierte Folge dieser Elemente (z.B. als Array oder Liste)
L—»(0,1,4,5,7,9,13,17,28,32,37,48,63, 76, 82, 89)

Insertion Sort bisher sortierte Teilfolge:

® flge Elemente nach und nach ein (0,5,13,17)

® halte Folge dabeli sortiert
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Sortieren A“(IT
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Gegeben
® n Elemente aus einer geordneten Menge (z.B. Zahlen)

Gesucht
m sortierte Folge dieser Elemente (z.B. als Array oder Liste)

C+(0,1,4,5,7,9,13,17,28, 32,37, 48, 63, 76, 82, 89)

Insertion Sort bisher sortierte Teilfolge:
= flge Elemente nach und nach ein (0,5,13,17)
® halte Folge dabei sortiert 76
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Sortieren A“(IT
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Gegeben

® n Elemente aus einer geordneten Menge (z.B. Zahlen)
Gesucht

m sortierte Folge dieser Elemente (z.B. als Array oder Liste)
L—»(0,1,4,5,7,9,13,17,28,32,37,48,63, 76, 82, 89)

Insertion Sort bisher sortierte Teilfolge:
= fge Elemente nach und nach ein (0,5,13,17,76)

® halte Folge dabeli sortiert
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Sortieren A“(IT
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Gegeben
® n Elemente aus einer geordneten Menge (z.B. Zahlen)

Gesucht
m sortierte Folge dieser Elemente (z.B. als Array oder Liste)

C+(0,1,4,5,7,9,13,17,28, 32,37, 48, 63, 76, 82, 89)

Insertion Sort bisher sortierte Teilfolge:
= flge Elemente nach und nach ein (0,5,13,17,76)
® halte Folge dabei sortiert 28
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Sortieren A“(IT
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Gegeben

® n Elemente aus einer geordneten Menge (z.B. Zahlen)
Gesucht

m sortierte Folge dieser Elemente (z.B. als Array oder Liste)
L—»(0,1,4,5,7,9,13,17,28,32,37,48,63, 76, 82, 89)

Insertion Sort bisher sortierte Teilfolge:
= fge Elemente nach und nach ein (0,5,13,17, 28, 76)

® halte Folge dabeli sortiert
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Sortieren A“(IT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Gegeben
® n Elemente aus einer geordneten Menge (z.B. Zahlen)
Gesucht
m sortierte Folge dieser Elemente (z.B. als Array oder Liste)
L—»(0,1,4,5,7,9,13,17,28,32,37,48,63, 76, 82, 89)
Insertion Sort bisher sortierte Teilfolge:
= fge Elemente nach und nach ein (0,5,13,17, 28, 76)
m halte Folge dabei sortiert
m Bearbeitung des iten Elements:
® suchen in Folge der Lange / — 1
= einflgen in Folge der Lange / — 1
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Sortieren A“(IT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Gegeben

® n Elemente aus einer geordneten Menge (z.B. Zahlen)
Gesucht

m sortierte Folge dieser Elemente (z.B. als Array oder Liste)
L—»(0,1,4,5,7,9,13,17, 28, 32,37,48,63, 76, 82, 89)

Insertion Sort bisher sortierte Teilfolge:

® flge Elemente nach und nach ein (0,5,13,17, 28, 76)

® halte Folge dabeli sortiert

m Bearbeitung des iten Elements:

= suchen in Folge der Lange i — 1 binare Suche: O(log n)
= einfugen in Folge der Lange i — 1 einflgen: O(1)

Thomas Blasius — Algorithmen 1 Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



3

Sortieren A“(IT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Gegeben

® n Elemente aus einer geordneten Menge (z.B. Zahlen)
Gesucht

m sortierte Folge dieser Elemente (z.B. als Array oder Liste)
L—»(0,1,4,5,7,9,13,17, 28, 32,37,48,63, 76, 82, 89)

Insertion Sort bisher sortierte Teilfolge:

® flge Elemente nach und nach ein (0,5,13,17, 28, 76)

® halte Folge dabeli sortiert

m Bearbeitung des iten Elements:

= suchen in Folge der Lange i — 1 binare Suche: O(logn) | O(log n) pro Element
= einfugen in Folge der Lange i — 1 einflgen: O(1) | = O(nlogn) gesamt
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Sortieren

Gegeben

Gesucht

Insertion Sort
m fige Elemente nach und nach ein

m halte Folge dabei sortiert

m Bearbeitung des iten Elements:
® suchen in Folge der Lange / — 1
= einflgen in Folge der Lange i — 1

Thomas Blasius — Algorithmen 1

AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

® n Elemente aus einer geordneten Menge (z.B. Zahlen)

m sortierte Folge dieser Elemente (z.B. als Array oder Liste)
L—»(0,1,4,5,7,9,13,17, 28, 32,37,48,63, 76, 82, 89)

bisher sortierte Teilfolge:
(0,5,13,17,28,76)

fur Arrays (random access)

binare Suche: O(logn) | O(log n) pro Element
einflgen: O(1) | = O(nlogn) gesamt
fur Listen

Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen
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Sortieren A“(IT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Gegeben
® n Elemente aus einer geordneten Menge (z.B. Zahlen)

Gesucht
m sortierte Folge dieser Elemente (z.B. als Array oder Liste)

C+(0,1,4,5,7,9,13,17,28, 32,37, 48, 63, 76, 82, 89)

Insertion Sort bisher sortierte Teilfolge:

= fge Elemente nach und nach ein (0,5,13,17, 28, 76)

m halte Folge dabei sortiert

m Bearbeitung des iten Elements: fur Arrays (random access)
= suchen in Folge der Lange i — 1 binare Suche: O(logn) | O(log n) pro Element
= einfugen in Folge der Lange i — 1 einflgen: O(l)} = O(nlog n) gesamt

® wir kennen noch keine Datenstruktur, mit der wir schnell suchen und einfiagen kbnnen
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Sortieren A“(IT
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Gegeben
® n Elemente aus einer geordneten Menge (z.B. Zahlen)

Gesucht
m sortierte Folge dieser Elemente (z.B. als Array oder Liste)

C+(0,1,4,5,7,9,13,17,28, 32,37, 48, 63, 76, 82, 89)

Insertion Sort bisher sortierte Teilfolge:

= fge Elemente nach und nach ein (0,5,13,17, 28, 76)

m halte Folge dabei sortiert

m Bearbeitung des iten Elements: Liste Array
= suchen in Folge der Lange i — 1 O(/) O(log i)
= einflgen in Folge der Lange i — 1 O(1) O(i)
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Sortieren A“(IT
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Gegeben
® n Elemente aus einer geordneten Menge (z.B. Zahlen)

Gesucht
m sortierte Folge dieser Elemente (z.B. als Array oder Liste)

C+(0,1,4,5,7,9,13,17,28, 32,37, 48, 63, 76, 82, 89)

Insertion Sort bisher sortierte Teilfolge:
= fge Elemente nach und nach ein (0,5,13,17, 28, 76)
m halte Folge dabei sortiert
m Bearbeitung des iten Elements: Liste Array
= suchen in Folge der Lange i — 1 O(/) O(log i)
= einflgen in Folge der Lange i — 1 O(1) O(i)
Kosten in Schritt i +1:  ©(/) o(i)

Thomas Blasius — Algorithmen 1 Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



3

Sortieren A“(IT
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Gegeben
® n Elemente aus einer geordneten Menge (z.B. Zahlen)

Gesucht
m sortierte Folge dieser Elemente (z.B. als Array oder Liste)
L—»(0,1,4,5,7,9,13,17, 28, 32,37,48,63, 76, 82, 89)

Insertion Sort bisher sortierte Teilfolge:

= fge Elemente nach und nach ein (0,5,13,17, 28, 76)

m halte Folge dabei sortiert

m Bearbeitung des iten Elements: Liste Array
= suchen in Folge der Lange i — 1 O(/) O(log i)
= einflgen in Folge der Lange i — 1 O(1) O(i)

o Kosten in Schritt i + 1:  ©(/) o(i)
m Laufzeit: S ©(i) = ©(n?)

=1
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Sortieren A“(IT
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Gegeben
® n Elemente aus einer geordneten Menge (z.B. Zahlen)

Gesucht
m sortierte Folge dieser Elemente (z.B. als Array oder Liste)
L—»(0,1,4,5,7,9,13,17, 28, 32,37,48,63, 76, 82, 89)

Insertion Sort bisher sortierte Teilfolge:
= fge Elemente nach und nach ein (0,5,13,17, 28, 76)
m halte Folge dabei sortiert
m Bearbeitung des iten Elements: Liste Array
= suchen in Folge der Lange i — 1 O(/) O(log i)
= einflgen in Folge der Lange i — 1 O(1) O(i)
o Kosten in Schritt i + 1:  ©(/) (i)
m Laufzeit: S ©(i) = ©(n?) _ _ _ |
i—1 heute: zwei andere Algorithmen mit ©(nlog n) Laufzeit
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Sortieren mittels Teileund Herrsche B

Instanz zerlegen Teile I6sen kombinieren
1 @00680)
U [I l B\ —" 0000000000
1V T—@pnum

\
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Karlsruher

Sortieren mittels Teile und Herrsche

Instanz zerlegen Teile I6sen kombinieren

Y X
@EELEOOEEEE
T—~@pEEn —

—_—

Mergesort: arbeite beim Zusammenfigen

(i) () o e
T (ommeeIEY) —
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Sortieren mittels Teile und Herrsche =2 o
Instanz zerlegen Teile I6sen <l l l l l> kombinieren
/ \

— 0000000000
T—~@mEEE—

Mergesort: arbeite beim Zusammenfigen

i
7
1N
\‘/

Quicksort: arbeite beim Zerlegen

3
A\
'\‘/'
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Karlsruher

Sortieren mittels Teile und Herrsche

Instanz zerlegen Teile I6sen kombinieren

Y X
@EELEOOEEEE
T—~@pEEn —

|

Mergesort: arbeite beim Zusammenfigen

¢
7
1
\‘/

Zwei offene Fragen

® Wie setzt man das im Detail um?

Quicksort: arbeite beim Zerlegen = Welche Laufzeit liefert das?

i
A\
'\‘/'
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Mergesort im Detail

mergesort(Array A) 13|48(82| 7 32(63(89| 0 [28| 5
// base case: small array
if A.size() <1 thenreturn A

5 Thomas Blasius — Algorithmen 1 Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Mergesort im Detail ﬂ(".

Karlsruher Institut fur Technologie

mergesort(Array A) 13|48(82| 7 32(63(89| 0 [28| 5
// base case: small array
if A.size() <1 then return A
// partition instance

B = first half of A 13]48|82| 7 |32
C := second half of A 63(89| 0 (28| 5
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Mergesort im Detail ﬂ(".

Karlsruher Institut fur Technologie

mergesort(Array A) 13|48(82| 7 32(63(89| 0 [28| 5
// base case: small array

if A.size() <1 thenreturn A
// partition instance

B = first half of A 13]48(82| 7 |32

C := second half of A 63(89| 0 |28 5

// solve parts

B := mergesort(B) 7 1332|4882

C := mergesort(C) 0|5 [28]63|89
5 Thomas Blasius — Algorithmen 1
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Mergesort im Detail

mergesort(Array A)
// base case: small array
if A.size() <1 then return A
// partition instance

B = first half of A
C := second half of A
// solve parts

B := mergesort(B)
C = mergesort(C)

/I combine solutions
return merge(5, C)

merge(Array B, Array C)

13

43

82

32

63

89

28

13

48

82

32

63

89

28

Karlsruher Institut fur Technologie

// input: sorted arrays B and C; output: B LI C in sorted order

Thomas Blasius — Algorithmen 1
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Mergesort im Detail

mergesort(Array A)
// base case: small array
if A.size() <1 then return A
// partition instance

B = first half of A
= second half of A
// solve parts

B := mergesort(B)
C = mergesort(C)
// combine solutions
return merge(5, C)

merge(Array B, Array C)

13

43

82

32

63

89

28

13

48

82

32

63

89

28

Karlsruher Institut fur Technologie

Korrektheit
® [nduktion Uber A.size()

m Anfang: passt fiir A.size() < 1

// input: sorted arrays B and C; output: B LI C in sorted order

Thomas Blasius — Algorithmen 1
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Mergesort im Detail

mergesort(Array A)
// base case: small array
if A.size() <1 thenreturn A
// partition instance

B first half of A
C := second half of A
// solve parts

B := mergesort(B)
C = mergesort(C)
// combine solutions
return merge(B, C)

merge(Array B, Array C)

13

43

82

32

63

89

28

13

48

82

32

63

89

28

Karlsruher Institut fur Technologie

Korrektheit
® [nduktion Uber A.size()

m Anfang: passt fiir A.size() < 1

® [nduktionsschritt:
m B.size() < A.size()

® [nduktionsvoraussetzung =
mergesort(B) sortiert B

// input: sorted arrays B and C; output: B LI C in sorted order

5 Thomas Blasius — Algorithmen 1
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Mergesort im Detail

mergesort(Array A)
// base case: small array
if A.size() <1 thenreturn A
// partition instance

B first half of A
C = second half of A
// solve parts

B = mergesort(B)
C := mergesort(C)
// combine solutions
return merge(B, C)

merge(Array B, Array C)

13|48(82| 7 {32|63|89| 0 |28
13|48(82| 7 (32

63|89| 0 |28
7113(32|48|82

Karlsruher Institut fur Technologie

Korrektheit
® Induktion Uber A.size()

m Anfang: passt fiir A.size() < 1

® Induktionsschritt:
m B.size() < A.size()

® [nduktionsvoraussetzung =
mergesort(B) sortiert B

® analog:
mergesort(C) sortiert C

// input: sorted arrays B and C; output: B LI C in sorted order

5 Thomas Blasius — Algorithmen 1
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Mergesort im Detail

mergesort(Array A)
// base case: small array
if A.size() <1 thenreturn A
// partition instance

B = first half of A
C := second half of A
// solve parts

B = mergesort(B)
C = mergesort(C)
// combine solutions
return merge(B, C)

merge(Array B, Array C)

13

43

82

32

63

89

28

13

48

82

32

63

89

28

Karlsruher Institut fur Technologie

Korrektheit
® Induktion Uber A.size()
m Anfang: passt fiir A.size() < 1

® Induktionsschritt:
m B.size() < A.size()

® [nduktionsvoraussetzung =
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Wie funktioniert merge?

Plan
m erstelle neues Array A fur das Ergebnis

m flge iterative das kleinste noch nicht ein-
geflgte Element in A ein

m fUr B, C: kenne Positionen ig, ic ab der die
noch nicht eingefligten Elemente kommen
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Wie funktioniert merge?

Plan
m erstelle neues Array A fur das Ergebnis

m flge iterative das kleinste noch nicht ein-
geflgte Element in A ein

m fUr B, C: kenne Positionen ig, ic ab der die
noch nicht eingefligten Elemente kommen

Invariante (nach jedem Einfugen)

A:

T

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

13(32(48|82| (C:|0]5|28(63|89
iy
517 1(13(28|32

7%

® genau die Elemente vor ig aus B und vor ic aus C wurden schon in A eingefligt
m alle eingefligten Elemente sind kleiner als die nicht eingeflgten Elemente

m bisher in A eingefugte Elemente sind sortiert
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Plan
m erstelle neues Array A fur das Ergebnis

m flge iterative das kleinste noch nicht ein-
geflgte Element in A ein

m fUr B, C: kenne Positionen ig, ic ab der die
noch nicht eingefligten Elemente kommen

Invariante (nach jedem Einfugen)

A:

T
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7%

® genau die Elemente vor ig aus B und vor ic aus C wurden schon in A eingefligt
m alle eingefligten Elemente sind kleiner als die nicht eingeflgten Elemente

m bisher in A eingefugte Elemente sind sortiert

Bleibt die Invariante in jedem Schritt erhalten?

(beachte: sie gilt am Anfang)

® B und C sortiert = kleinstes nicht eingeflgtes Element ist Blig| oder CJic]
® damit: min{B[ig], C[ic]} in A einflgen (und ig bzw. ic erhdhen) erhalt Invariante
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Karlsruher Institut fur Technologie

Merge im Detail

merge(Array B, Array C) ng=nc=5 0 1 2 3 4 01234
ig, ic, ng, nc = 0,0, B.size(), C.size() B:|7|13(32|48/82| (:|0|5|28(63]89
A := Array of size ng + nc // result fict
// iterate over B and C simultaneously
while ig < ng or ic < nc do A_0123456789
return A
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merge(Array B, Array C) ng =nc =5
i, ic, ng, nc = 0,0, B.size(), C.size() :
A := Array of size ng + nc // result
// iterate over B and C simultaneously
while ig < ng or ic < nc do ]
// next element comes from B A
if ic = nc or (ig # ng and BJig] < Clic]) then
A[IB + I(:] = B[I'B]
g = iIg +1
// next element comes from C
else
A[iB + ic] = C[ic]
Ic = Ic +1
return A

oo
ol |
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Merge im Detail
merge(Array B, Array C) ng=nc=5 0 1 2 3 4 01234

i, ic, ng, nc = 0,0, B.size(), C.size() B:|[7[13]32]48]82]  C:[0]5 |28]63|89

A := Array of size ng + nc // result fict

// iterate over B and C simultaneously
while ig < ng or ic < nc do ]
/I next element comes from B '
if ic = nc or (ig # ng and Blig] < Clic]) then
A[iB + ic] = B[I'B]
g = iIg +1
// next element comes from C
else

A[iB + ic] = C[ic]
Ic = Ic +1
return A
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merge(Array B, Array C)

ig, ic, ng, nc = 0,0, B.size(), C.size() B:
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i, ic, ng, nc = 0,0, B.size(), C.size() B:|7]13|32]48/82] C: 63[89
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oo
o1
N
(00}
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Merge im Detail

merge(Array B, Array C)

i, ic, ng, nc = 0,0, B.size(), C.size()

A = Array of size ng + nc

/] result

// iterate over B and C simultaneously

while ig < ng or ic < nc do

/I next element comes from B

if ic = nc or (ig # ng and BJig| < Clic]) then

A[IB + I(:] = B[I'B]
g =iIg+1

// next element comes from C

else
A[iB + ic] = C[ic]
Ic = Ic +1
return A

Thomas Blasius — Algorithmen 1
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Merge im Detail

merge(Array B, Array C)

g, Iic,ng, nc .= 0,0, B.size(), C.size()

A = Array of size ng + nc

/] result

// iterate over B and C simultaneously

while ig < ng or ic < nc do

// next element comes from B

if ic = nc or (ig # ng and BJig] < Clic]) then

A[iB - ic] = B[I'B]
g =iIg+1

// next element comes from C

else
A[iB + ic] = C[ic]
Ic = Ic +1
return A

Thomas Blasius — Algorithmen 1
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Merge im Detail

merge(Array B, Array C)

g, Iic,ng, nc .= 0,0, B.size(), C.size()

A = Array of size ng + nc

/] result

// iterate over B and C simultaneously

while ig < ng or ic < nc do

// next element comes from B

if ic = nc or (ig # ng and BJig] < Clic]) then

A[iB - ic] = B[I'B]
g =iIg+1

// next element comes from C

else
A[iB + ic] = C[ic]
Ic = Ic +1
return A

Thomas Blasius — Algorithmen 1
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7

Merge im Detail

merge(Array B, Array C) ng = nc =5
i, ic, ng, nc = 0,0, B.size(), C.size()
A := Array of size ng + nc // result
// iterate over B and C simultaneously
while ig < ng or ic < nc do
// next element comes from B
if ic = nc or (ig # ng and BJig| < Clic]) then
A[IB + I(:] = B[I'B]
g = iIg +1
// next element comes from C
else
A[iB —+ ic] — C[ic]
Ic = Ic +1
return A

Thomas Blasius — Algorithmen 1
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Merge im Detail

merge(Array B, Array C) ng = nc =5
g, Iic,ng, nc .= 0,0, B.size(), C.size()
A := Array of size ng + nc // result
// iterate over B and C simultaneously
while ig < ng or ic < nc do
// next element comes from B
if ic = nc or (ig # ng and BJig| < Clic]) then
A[IB -+ Ic] = B[I'B]
g = iIg +1
// next element comes from C
else
A[iB -+ ic] = C[ic]
Ic = Ic +1
return A

Thomas Blasius — Algorithmen 1
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Merge im Detail
merge(Array B, Array C) ng=nc=5 0 1 2 3 4 01234
B:|7[13|32/48|82] (C:|0|5 |28|63|89

g, Iic,ng, nc .= 0,0, B.size(), C.size()
A := Array of size ng + nc // result ficx

// iterate over B and C simultaneously

o : 012345672809
while jg < ng or ic < nc do A: o5 [ 7[13[28]32[48]63]82]89
/| next element comes from B .H

if ic = nc or (ig # ng and BJig| < Clic]) then
A[IB + Ic] = B[I'B]
g =ig+1

// next element comes from C

else
A[iB -+ ic] = C[ic]
Ic = Ic +1

return A
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AT

Merge im Detail
merge(Array B, Array C) ng=nc=5 0 1 2 3 4 01234
B:|7[13|32/48|82] (C:|0|5 |28|63|89

i, ic, ng, nc = 0,0, B.size(), C.size()
A := Array of size ng + nc // result ficx

// iterate over B and C simultaneously

o : 012345672809
while jg < ng or ic < nc do A: o5 [ 7[13[28]32[48]63]82]89
/| next element comes from B .H

if ic = nc or (ig # ng and BJig| < Clic]) then
A[IB + I(:] = B[I'B]
g =ig+1

// next element comes from C

else
A[iB + ic] = C[ic]
Ic = Ic +1

return A
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M e rg e I m Deta I I Karlsruher Institut fur Technologie

merge(Array B, Array C) ng = nc =5
iB, ic, ng, nc ‘= 0, 0, B.size(), C.size() : :
A = Array of size ng + nc // result Fick
// iterate over B and C simultaneously

while j ng Or |, n
e ig < ng OF ic < nc do A: [0]5[7[13[28[32[48[63]82]89

/I next element comes from B
if ic = nc or (ig # ng and Blig] < Clic]) then

A[IB + Ic] = B[I'B]

ig =iIg+1 _
// next element comes from C Laufzeitanalyse
else m jg+ic wird in jedem Schleifendurchlauf
Alig + ic] = Clic] um genau 1 grof3er
ic = ic + 1 m daher: ng + nc Schleifendurchlaufe
return A ®m Laufzeit: ©(ng + nc) = ©(A.size())

Thomas Blasius — Algorithmen 1 Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



app.klicker.uzh.ch/join/algol E r

Laufzeit Mergesort

mergesort(Array A)
// base case: small array
if A.size() <1 then return A
// partition instance

B = first half of A LWeIche Rekurrenz beschreibt die Laufzeit?}
C := second half of A
// solve parts

B = mergesort(B)
C = mergesort(C)
// combine solutions
return merge(B, C)

8 Thomas Blasius — Algorithmen 1 Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen
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Laufzeit Mergesort

mergesort(Array A)
// base case: small array
if A.size() <1 thenreturn A
// partition instance

B = first half of A
C := second half of A
// solve parts

B := mergesort(B)
C = mergesort(C)
// combine solutions
return merge(5, C)

Thomas Blasius — Algorithmen 1

T(n)

o(1)

NS NS
N

Karlsruher Institut fur Technologie

Laufzeit (n = A.size())
m Rekurrenz: T(n) =2-T(5) + ©(n)

® Mastertheorem = T(n) € ©(nlog n)
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Laufzeit Mergesort - = i
mergesort(Array A) T(n) Laufzeit (n = A.size())
// base case: small array = Rekurrenz: T(n) =2-T(3) + ©(n)

if Asize() <1thenreturn A ©(1) = Mastertheorem = T(n) € ©(nlogn)
// partition instance ; '

B = first half of A
C := second half of A O(n)
// solve parts

Voll anstrengend'
Muss ich das auswendig konnen?

B := mergesort(B) T(%)
C = mergesort(C) T(3)
// combine solutions

return merge(5B, C) ©(n)

Bild: Grumpy catTine ar] / XXspiritwolf2000XX / Creafive Commaong

8 Thomas Blasius — Algorithmen 1 Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen


https://www.deviantart.com/xxspiritwolf2000xx/art/Grumpy-cat-line-art-394007711
https://creativecommons.org/licenses/by/3.0/

Laufzeit Mergesort ﬂ(".

mergesort(Array A) T(n) Laufzeit (n = A.size())
// base case: small array = Rekurrenz: T(n) =2-T(3) + ©(n)
if Asize() <1thenreturn A ©(1) = Mastertheorem = T(n) € ©(nlogn)
// partition instance ' |

B = first half of A
C := second half of A O(n)
// solve parts

Mastertheorem?
Voll anstrengend!

Muss ich das auswendig konnen?

TS

B := mergesort(B) T(3) -

C = mergesort(C) T(g) Herleitung fur @(n log n) in diesem Fall

// combine solutions m Rekursionsbaum: Binarbaum der Tiefe log, n
return merge(5, C) ©(n) = Aufwand auf Ebene i:

= 2’ Knoten mit n- 2= Elementen
m O(n) Kosten fur n Elem. = ©(n) pro Ebene

® gesamt: ©(nlog n)

Bild: Grumpy catTine ar] / XXspiritwolf2000XX / Creafive Commaong
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https://www.deviantart.com/xxspiritwolf2000xx/art/Grumpy-cat-line-art-394007711
https://creativecommons.org/licenses/by/3.0/

Karlsruher

Sortieren mittels Teile und Herrsche

Instanz zerlegen Teile I6sen kombinieren

Y X
@EELEOOEEEE
T—~@pEEn —

|

Mergesort: arbeite beim Zusammenfigen

¢
7
1
\‘/

Zwei offene Fragen

® Wie setzt man das im Detail um?

Quicksort: arbeite beim Zerlegen = Welche Laufzeit liefert das?

i
A\
'\‘/'
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Quicksort: arbeiten beim Zerlegen

Zerlegung in groBe und kleine Elemente 13|48|82| 7 |32|63|89| 0 |28 5

m wahle ein Element als Pivot Element
m zwel Teilarrays: Elemente die kleiner/grof3er
sind als das Pivot
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Quicksort: arbeiten beim Zerlegen
Zerlegung in groBe und kleine Elemente 13|48|82| 7 (32|63|89| 0 &) 5

m wahle ein Element als Pivot Element
m zwel Teilarrays: Elemente die kleiner/grof3er
sind als das Pivot
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Quicksort: arbeiten beim Zerlegen
Zerlegung in groBe und kleine Elemente 13|48(82| 7 |32|63|89| 0 P& 5

m wahle ein Element als Pivot Element
m zwel Teilarrays: Elemente die kleiner/grof3er
sind als das Pivot
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Quicksort: arbeiten beim Zerlegen

Zerlegung in groBe und kleine Elemente

m wahle ein Element als Pivot Element
m zwel Teilarrays: Elemente die kleiner/grof3er
sind als das Pivot

10 Thomas Blasius — Algorithmen 1
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Quicksort: arbeiten beim Zerlegen

Zerlegung in groBe und kleine Elemente

m wahle ein Element als Pivot Element
m zwel Teilarrays: Elemente die kleiner/grof3er
sind als das Pivot

10 Thomas Blasius — Algorithmen 1
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Quicksort: arbeiten beim Zerlegen

Zerlegung in groBe und kleine Elemente

m wahle ein Element als Pivot Element
m zwel Teilarrays: Elemente die kleiner/grof3er
sind als das Pivot

10 Thomas Blasius — Algorithmen 1
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Quicksort: arbeiten beim Zerlegen

Zerlegung in groBe und kleine Elemente

m wahle ein Element als Pivot Element
m zwel Teilarrays: Elemente die kleiner/grof3er
sind als das Pivot

10 Thomas Blasius — Algorithmen 1
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Quicksort: arbeiten beim Zerlegen

Zerlegung in groBe und kleine Elemente

m wahle ein Element als Pivot Element
m zwel Teilarrays: Elemente die kleiner/grof3er
sind als das Pivot

10 Thomas Blasius — Algorithmen 1
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Quicksort: arbeiten beim Zerlegen

Zerlegung in groBe und kleine Elemente

m wahle ein Element als Pivot Element
m zwel Teilarrays: Elemente die kleiner/grof3er
sind als das Pivot

10 Thomas Blasius — Algorithmen 1
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Quicksort: arbeiten beim Zerlegen

Zerlegung in groBe und kleine Elemente

m wahle ein Element als Pivot Element
m zwel Teilarrays: Elemente die kleiner/grof3er
sind als das Pivot

10 Thomas Blasius — Algorithmen 1
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Quicksort: arbeiten beim Zerlegen

Zerlegung in groBe und kleine Elemente

m wahle ein Element als Pivot Element
m zwel Teilarrays: Elemente die kleiner/grof3er
sind als das Pivot

10 Thomas Blasius — Algorithmen 1
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Quicksort: arbeiten beim Zerlegen

Zerlegung in groBe und kleine Elemente

m wahle ein Element als Pivot Element
m zwel Teilarrays: Elemente die kleiner/grof3er
sind als das Pivot

10 Thomas Blasius — Algorithmen 1
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Quicksort: arbeiten beim Zerlegen

Zerlegung in groBe und kleine Elemente

m wahle ein Element als Pivot Element
m zwel Teilarrays: Elemente die kleiner/grof3er
sind als das Pivot

Thomas Blasius — Algorithmen 1
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Quicksort: arbeiten beim Zerlegen

Zerlegung in groBe und kleine Elemente

m wahle ein Element als Pivot Element
m zwel Teilarrays: Elemente die kleiner/grof3er
sind als das Pivot

10 Thomas Blasius — Algorithmen 1
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Quicksort: arbeiten beim Zerlegen = Mt

Zerlegung in groBe und kleine Elemente 13|48|82| 7 (32|63|89| 0 &) 5

m wahle ein Element als Pivot Element ~

m zwel Teilarrays: Elemente die kleiner/grof3er 13 0ls 28F8132(63[89
sind als das Pivot 7\

Best Case 3263 Ed

m die zwel Tellarrays sind etwa gleich grof3 N\

® O(log n) Ebenen, ©(n) Vergleiche pro Ebene

® Gesamtkosten: ©(nlog n)
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Quicksort: arbeiten beim Zerlegen

Zerlegung in groBe und kleine Elemente
m wahle ein Element als Pivot Element

m zwel Teilarrays: Elemente die kleiner/grof3er

sind als das Pivot

Best Case
m die zwel Teilarrays sind etwa gleich grof3

® O(log n) Ebenen, ©(n) Vergleiche pro Ebene

® Gesamtkosten: ©(nlog n)

Worst Case

438

AT

rrrrrrrrrrrrr

ttttttttttttttttttt

7132|63|89| 0 s

8263

39

m Pivot ist kleinstes oder grof3tes Element
m Vergleich zwischen jedem Elementpaar

» Gesamtkosten: ©(n?)

Thomas Blasius — Algorithmen 1
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Quicksort: arbeiten beim Zerlegen ﬂ(".

Zerlegung in groBe und kleine Elemente

m wahle ein Element als Pivot Element
m zwel Teilarrays: Elemente die kleiner/grof3er
sind als das Pivot

Best Case

m die zwel Teilarrays sind etwa gleich grof3

® O(log n) Ebenen, ©(n) Vergleiche pro Ebene
® Gesamtkosten: ©(nlog n)

Worst Case 48]82[EA 63]89
= Pivot ist kleinstes oder grof3tes Element ™ EIs2]63[89

= Vergleich zwischen jedem Elementpaar ~ [82[F] 89
» Gesamtkosten: ©(n?) ~ 8o

Hoffnung: mit zufallig gewahltem Pivot ist man nah am Best Case Rl 59

10 Thomas Blasius — Algorithmen 1 Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Erwartete Laufzeit bei zufalligen Pivots

AT

Karlsruher Institut fur Technologie

.

Zufallsvariablen
® X: Anzahl Vergleiche insgesamt

® X;: Anzahl Vergleiche des i-ten
Elements e; mit einem Pivot

~
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AT

Erwartete Laufzeit bei zufalligen Pivots
Nutze Linearitat des Erwartungswerts Zufallsvariablen b
n n ® X: Anzahl Vergleiche insgesamt
BIX) =B | ¥ x| = £ 51X, = X.: Ansah! Vergleiohe des <tor
i=1 i=1 Elements e; mit einem Pivot

.

m Ziel: schatze E [X;]| ab fur beliebiges aber festes i

11 Thomas Blasius — Algorithmen 1 Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen
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Erwartete Laufzeit bei zufalligen Pivots

Nutze Linearitat des Erwartungswerts
5N =53 x| - S E[X]
i=1 i=1

m Ziel: schatze E [X;]| ab fur beliebiges aber festes i

Vergleiche des i-ten Elements e¢;

schlechter Vergleich guter Vergleich
| & & | [ & TN |
Y \ Y \
| & | [] [ ]
ungleichmafige Aufteilung gleichmafige Aufteilung

Thomas Blasius — Algorithmen 1

AT

Karlsruher Institut fur Technologie

.

Zufallsvariablen

® X: Anzahl Vergleiche insgesamt

® X;: Anzahl Vergleiche des i-ten
Elements e; mit einem Pivot

® X : Anzahl schlechte Verglei-
che von e; mit einem Pivot

® X:": Anzahl gute Vergleiche von
e; mit einem Pivot
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Erwartete Laufzeit bei zufalligen Pivots

Nutze Linearitat des Erwartungswerts
5N =53 x| - S E[X]
i=1 i=1

m Ziel: schatze E [X;]| ab fur beliebiges aber festes i

Vergleiche des i-ten Elements e¢;

schlechter Vergleich guter Vergleich
| & & | [ & TN |
Y \ Y \
| & | [] [ ]
ungleichmafige Aufteilung gleichmafige Aufteilung

Thomas Blasius — Algorithmen 1

AT

Karlsruher Institut fur Technologie

~

Zufallsvariablen

® X: Anzahl Vergleiche insgesamt

® X;: Anzahl Vergleiche des i-ten
Elements e; mit einem Pivot

® X : Anzahl schlechte Verglei-
che von e; mit einem Pivot

® X:": Anzahl gute Vergleiche von
e; mit einem Pivot

.

E[X]=E[X; +X/]
=B [X7 ] +E[X/]
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Erwartete Laufzeit bei zufalligen Pivots

Nutze Linearitat des Erwartungswerts
5N =53 x| - S E[X]
i=1 i=1

m Ziel: schatze E [X;]| ab fur beliebiges aber festes i

Vergleiche des i-ten Elements e¢;

schlechter Vergleich guter Vergleich
| & & | [ & TN |
Y \ Y \
| & | [] [ ]
ungleichmafige Aufteilung gleichmafige Aufteilung

m Ziel: wahle genaue Definition sodass
= weniger schlecht als gut: E (X | <E[X/]
= wenige gute Vergleiche: X" € O(log n)

Thomas Blasius — Algorithmen 1

AT

Karlsruher Institut fur Technologie

.

~

Zufallsvariablen
® X: Anzahl Vergleiche insgesamt

® X;: Anzahl Vergleiche des i-ten
Elements e; mit einem Pivot

® X : Anzahl schlechte Verglei-
che von e; mit einem Pivot

® X:": Anzahl gute Vergleiche von
e; mit einem Pivot

E[Xi]=E[X; +X]

=B [X7 ] +E[X/]
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Erwartete Laufzeit bei zufalligen Pivots

Nutze Linearitat des Erwartungswerts
5N =53 x| - S E[X]
i=1 i=1

m Ziel: schatze E [X;]| ab fur beliebiges aber festes i

Vergleiche des i-ten Elements e¢;

schlechter Vergleich guter Vergleich
| & & | [ & TN |
Y \ Y \
| & | [] [ ]
ungleichmafige Aufteilung gleichmafige Aufteilung

m Ziel: wahle genaue Definition sodass
= weniger schlecht als gut: E (X, | <E [X/"]
= wenige gute Vergleiche: X" € O(log n)

Thomas Blasius — Algorithmen 1
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Zufallsvariablen
® X: Anzahl Vergleiche insgesamt

® X;: Anzahl Vergleiche des i-ten
Elements e; mit einem Pivot

® X : Anzahl schlechte Verglei-
che von e; mit einem Pivot

® X:": Anzahl gute Vergleiche von
e; mit einem Pivot

.

E[Xi]=E[X; +X]
=B [X ] +E[X/]
< 2E |X;"| € O(log n)
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Erwartete Laufzeit bei zufalligen Pivots

Nutze Linearitat des Erwartungswerts
E[X]=E [ZX,-] —
i=1 =1

m Ziel: schatze E [X;]| ab fur beliebiges aber festes i

E[Xi] € O(nlog n)

n

Vergleiche des i-ten Elements e¢;

Karlsruher Institut fur Technologie

Zufallsvariablen
® X: Anzahl Vergleiche insgesamt

® X;: Anzahl Vergleiche des i-ten
Elements e; mit einem Pivot

® X : Anzahl schlechte Verglei-
che von e; mit einem Pivot

® X:": Anzahl gute Vergleiche von

e; mit einem Pivot

~

schlechter Vergleich guter Vergleich \
| Ei T | [ e [ |
Y \ Y \
| &i | L] 1
ungleichmafige Aufteilung gleichmafige Aufteilung
= Ziel: wahle genaue Definition sodass E[Xi]=E[X; +X/]

= weniger schlecht als gut: E (X, | <E [X/"]
= wenige gute Vergleiche: X" € O(log n)

Thomas Blasius — Algorithmen 1

=B [X ] +E[X/]
< 2E |X;"| € O(log n)
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Gute und schlechte Vergleiche im Detail

Wann nennen wir den Vergleich mit einem Pivot gut?

Wenige gute Vergleiche: X;" € O(log n)

Mehr gute als schlechte Vergleiche: E [ X;"| > E | X |

Thomas Blasius — Algorithmen 1

AT

Karlsruher Institut fur Technologie

~

Zufallsvariablen

® X : Anzahl schlechte Verglei-
che von e; mit einem Pivot

® X:": Anzahl gute Vergleiche von
e; mit einem Pivot

.

Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen
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AT

Gute und schlechte Vergleiche im Detail
Wann nennen wir den Vergleich mit einem Pivot gut? | zysalsvariablen )
= k: GréBe des aktuellen * ® X;: Anzahl schlechte Verglei-

Arrays |r ] j| che von e; mit einem Pivot

. . L o
m guter Vergleich: beide |:|/ \I | ® X;": Anzahl gute Vergleiche von
: 3 e; Mit einem Pivot
Teilarrays < | 2 k| —— —— L

< [34] < [34]

Wenige gute Vergleiche: X;" € O(log n)

Mehr gute als schlechte Vergleiche: E [ X;"| > E | X |

Thomas Blasius — Algorithmen 1 Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen
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Gute und schlechte Vergleiche im Detail A“(IT

Wann nennen wir den Vergleich mit einem Pivot gut? Zufallsvariablen )
= k: GréBe des aktuellen * ® X;: Anzahl schlechte Verglei-
Arrays 5 [ 8 che von e; mit einem Pivot
- e R s ~ ® X:": Anzahl gute Vergleiche von
guter Vergleich: beide | | e it einem Pivot
Teilarrays < | 2 k| —— —— L
< |2k < |2k

Wenige gute Vergleiche: X;" € O(log n)
m Teilarray von e; schrumpft bei jedem guten Vergleich um den Faktor %
® das kann nur O(log n) oft passieren

Mehr gute als schlechte Vergleiche: E [ X;"| > E | X |

Thomas Blasius — Algorithmen 1 Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen
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Gute und schlechte Vergleiche im Detail A“(IT

Wann nennen wir den Vergleich mit einem Pivot gut? Zufallsvariablen )
= k: GréBe des aktuellen * ® X;: Anzahl schlechte Verglei-
Arrays 5 [ 8 che von e; mit einem Pivot
- e R s ~ ® X:": Anzahl gute Vergleiche von
guter Vergleich: beide | | e it einem Pivot
Teilarrays < | 2 k| —— —— L
< |2k < |2k

Wenige gute Vergleiche: X;" € O(log n)
m Teilarray von e; schrumpft bei jedem guten Vergleich um den Faktor %
® das kann nur O(log n) oft passieren

Mehr gute als schlechte Vergleiche: E [ X;"| > E | X | (k| [5] gute Pivots | ¥
Ao A

m Halfte der moglichen Pivots flhren zu gutem Vergleich r T T \I
= daher: Pr[guter Vergleich] > 2 > Pr[schlechter Vergleich]

(sortiertes Teilarray)

aballe

Thomas Blasius — Algorithmen 1 Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen
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~

Quicksort: Ergebnis

Theorem
Auf jeder Eingabe der Lange n benotigt Quicksort mit zufalligen Pivots im Erwartungswert
O(nlog n) Vergleiche.

13 Thomas Blasius — Algorithmen 1 Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen
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Quicksort: Ergebnis ﬂ(".

Theorem
Auf jeder Eingabe der Lange n benotigt Quicksort mit zufalligen Pivots im Erwartungswert

O(nlog n) Vergleiche.

Anmerkungen

® damit ist auch die Erwartete Laufzeit in O(nlog n)

® wir sprechen hier auch vom Average Case

m der Erwartungswert bezieht sich nur auf die zufalligen Entscheidungen des Algorithmus
® bei der Eingabe wird weiterhin der Worst Case betrachtet

Thomas Blasius — Algorithmen 1 Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen
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Quicksort: Ergebnis A“(IT

Theorem
Auf jeder Eingabe der Lange n benotigt Quicksort mit zufalligen Pivots im Erwartungswert

O(nlog n) Vergleiche.

Anmerkungen

® damit ist auch die Erwartete Laufzeit in O(nlog n)

® wir sprechen hier auch vom Average Case

m der Erwartungswert bezieht sich nur auf die zufalligen Entscheidungen des Algorithmus
® bei der Eingabe wird weiterhin der Worst Case betrachtet

Bonus am Ende der Folien: alternative Analyse
m |iefert alternative Perspektive
m gibt genaueres Ergebnis

Thomas Blasius — Algorithmen 1 Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen
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~

Untere Schranke: Geht es schneller?

Theorem
Jeder vergleichsbasierte Sortieralgorithmus bendtigt Q(nlog n) Vergleiche um eine Folge
von n Elementen zu sortieren.

Beweis

14 Thomas Blasius — Algorithmen 1 Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Karlsruher Institut fur Technologie

~

Untere Schranke: Geht es schneller?

Theorem
Jeder vergleichsbasierte Sortieralgorithmus bendtigt Q(nlog n) Vergleiche um eine Folge
von n Elementen zu sortieren.

Beweis
m ahnlich wie bei der bindren Suche: k Vergleiche
® pinare Entscheidung pro Vergleich

= k Vergleiche — 2% verschiedene Ausflihrungen

2% Ausfiihrungen

14 Thomas Blasius — Algorithmen 1 Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen
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Untere Schranke: Geht es schneller?

=17

Theorem
Jeder vergleichsbasierte Sortieralgorithmus bendtigt Q(nlog n) Vergleiche um eine Folge
von n Elementen zu sortieren.

Beweis
a dhnlich wie bei der binaren Suche: k Vergleiche
® pinare Entscheidung pro Vergleich

= k Vergleiche — 2% verschiedene Ausflihrungen

2% Ausfiihrungen

Wie viele verschiedene Ausfuhrungen muss
jeder korrekte Algorithmus haben konnen?

14 Thomas Blasius — Algorithmen 1 Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen
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T

Untere Schranke: Geht es schneller? o

von n Elementen zu sortieren.

Theorem
Jeder vergleichsbasierte Sortieralgorithmus bendtigt Q(nlog n) Vergleiche um eine Folge

Beweis
m ahnlich wie bei der bindren Suche: k Vergleiche
® binare Entscheidung pro Vergleich
= k Vergleiche — 2% verschiedene Ausflihrungen
m verschiedene Ausfihrungen:
® petrachte zwei Permutationen der Eingabe
® Elemente miussen unterschiedlich umsortiert werden

. S o . BIA|D[C AlC|BID
® jede Permutation flhrt zu unterschiedlicher Ausfiihrung X X X
= jeder korrekte Algo braucht n! verschiedene Ausflihrungen [argrcip A[B[CID

(n! Blatter im Entscheidungsbaum)

Thomas Blasius — Algorithmen 1 Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen
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T

Untere Schranke: Geht es schneller? o

von n Elementen zu sortieren.

Theorem
Jeder vergleichsbasierte Sortieralgorithmus bendtigt Q(nlog n) Vergleiche um eine Folge

Beweis
m ahnlich wie bei der bindren Suche: k Vergleiche
® pinare Entscheidung pro Vergleich

= k Vergleiche — 2% verschiedene Ausflihrungen
m verschiedene Ausfihrungen:
® petrachte zwei Permutationen der Eingabe
= Elemente mUssen unterschiedlich umsortiert werden

. S o . BIA|D[C AlC|BID
® jede Permutation flhrt zu unterschiedlicher Ausfiihrung X X X
= jeder korrekte Algo braucht n! verschiedene Ausflihrungen [argrcip A[B[CID

(n! Blatter im Entscheidungsbaum)
® min. n! Ausfihrungen = min. log(n!) Vergleiche

Thomas Blasius — Algorithmen 1 Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen
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T

Untere Schranke: Geht es schneller? o

von n Elementen zu sortieren.

Theorem
Jeder vergleichsbasierte Sortieralgorithmus bendtigt Q(nlog n) Vergleiche um eine Folge

Beweis
m ahnlich wie bei der bindren Suche: k Vergleiche
® pinare Entscheidung pro Vergleich

= k Vergleiche — 2% verschiedene Ausflihrungen
m verschiedene Ausfihrungen:

= petrachte zwei Permutationen der Eingabe 2k Ausfiihrungen
® Elemente missen unterschiedlich umsortiert werden
. SR o . BIA|D|C A[C[B]D
® jede Permutation fahrt zu unterschiedlicher Ausfihrung X X X
= jeder korrekte Algo braucht n! verschiedene AusfUhrungen mrarcip ATBICTD

(n! Blatter im Entscheidungsbaum)
® min. n! Ausfihrungen = min. log(n!) Vergleiche zu zeigen: log(n!) € ©(nlog n)

Thomas Blasius — Algorithmen 1 Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Nebenrechnung: log(n!) € @(nlog n)

Karlsruher Institut fur Technologie

Moglichkeit 1: Stirlingformel Logarithmengesetze )
= die Stirlingformel sagt: n! ~ v/27n (2)" € © (v/n (2)") " log(a - b) = log(a) + log(b)

® log(2) = log(a) — log(b)
= log(a®) = b - log(a)

15 Thomas Blasius — Algorithmen 1 Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



AT

Nebenrechnung: log(n!) € ®(nlogn) =5 Mt
Moglichkeit 1: Stirlingformel Logarithmengesetze )
= die Stirlingformel sagt: n! ~ v/27n (2)" € © (v/n (2)") " log(a - b) = log(a) + log(b)
= daher: log(n!) € © (log (v/n (2)")) ® log(;) = log(a) — log(b)

® log(a®) = b - log(a)

= O (log (v/n) +n- (logn— log e)) = ©(nlog n)

15 Thomas Blasius — Algorithmen 1 Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen
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AT

Nebenrechnung: log(n!) € ®(nlogn) =5 Mt
Moglichkeit 1: Stirlingformel Logarithmengesetze )
= die Stirlingformel sagt: n! ~ v/27n (2)" € © (v/n (2)") " log(a - b) = log(a) + log(b)
= daher: log(n!) € © (log (v/n (2)")) ® log(;) = log(a) — log(b)

® log(a®) = b - log(a)

= O (log (v/n) +n- (logn— log e)) = ©(nlog n)

Moglichkeit 2: von Hand
@enl=n-(n-1)-(n=-2)-----1
® log(n!) = log(n) 4+ log(n — 2) + log(n — 1) + - - - + log(1) € O(nlog n)

n Summanden, jeder < log n

Thomas Blasius — Algorithmen 1 Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen
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AT

Nebenrechnung: log(n!) € ®(nlogn) =5 Mt
Moglichkeit 1: Stirlingformel Logarithmengesetze )
= die Stirlingformel sagt: n! ~ v/27n (2)" € © (v/n (2)") " log(a - b) = log(a) + log(b)
= daher: log(n!) € © (log (v/n (2)")) ® log(;) = log(a) — log(b)

® log(a®) = b - log(a)

= O (log (v/n) +n- (logn— log e)) = ©(nlog n)

Moglichkeit 2: von Hand
@enl=n-(n-1)-(n=-2)-----1
® log(n!) zllog(n) + log(n —2) + log(n— 1) + - -+ log(1) € O(nlog n)

ersten 7 Summanden > log(%)

n Summanden, jeder < log n

Thomas Blasius — Algorithmen 1 Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen
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T

Nebenrechnung: log(n!) € ©(nlog n) e i s
Moglichkeit 1: Stirlingformel Logarithmengesetze )
= die Stirlingformel sagt: n! ~ v/27n (2)" € © (v/n (2)") " log(a - b) = log(a) + log(b)
= daher: log(n!) € © (log (v/n (2)")) ® log(;) = log(a) — log(b)

® log(a®) = b - log(a)

= O (log (v/n) +n- (logn— log e)) = ©(nlog n)

Moglichkeit 2: von Hand

@enl=n-(n-1)-(n=-2)-----1

® log(n!) zllog(n) + log(n —2) + log(n— 1) + - -+ log(1) € O(nlog n)
ersten 7 Summanden > log(3)

® also: log(n!) > 5 - log(5) = 5 logn— 3 log2 € 2(nlog n)

n Summanden, jeder < log n

Thomas Blasius — Algorithmen 1 Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen
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AT

Nebenrechnung: log(n!) € ®(nlogn) =5 Mt
Moglichkeit 1: Stirlingformel Logarithmengesetze )
= die Stirlingformel sagt: n! ~ v/27n (2)" € © (v/n (2)") " log(a - b) = log(a) + log(b)
= daher: log(n!) € © (log (v/n (2)")) ® log(;) = log(a) — log(b)

® log(a®) = b - log(a)

= O (log (v/n) +n- (logn— log e)) = ©(nlog n)

Moglichkeit 2: von Hand

@enl=n-(n-1)-(n=-2)-----1

® log(n!) zllog(n) + log(n —2) + log(n— 1) + - -+ log(1) € O(nlog n)
ersten 7 Summanden > log(3)

® also: log(n!) > 5 - log(5) = 5 logn— 3 log2 € 2(nlog n)

n Summanden, jeder < log n

= log(n') € ©(nlog n)

Thomas Blasius — Algorithmen 1 Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Zusammenfassung A“(IT
Heute gesehen

@ Teile und Herrsche zum Sortieren von Folgen

® Mergesort: arbeite beim Zusammenfugen der Teilldsungen

® Quicksort: arbeite beim zerlegen in Teilprobleme

16 Thomas Blasius — Algorithmen 1 Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Zusammenfassung A“(IT

Heute gesehen
@ Teile und Herrsche zum Sortieren von Folgen

® Mergesort: arbeite beim Zusammenfugen der Teilldsungen
® Quicksort: arbeite beim zerlegen in Teilprobleme

Average Case Analyse bei Quicksort
® hier gesehen: zahle Vergleiche fur ein einzelnes Element
® Abschatzen von Erwartungswerten: Aufspaltung in Summe einfacherer Zufallsvariablen

16 Thomas Blasius — Algorithmen 1 Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Zusammenfassung A“(IT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Heute gesehen

@ Teile und Herrsche zum Sortieren von Folgen

® Mergesort: arbeite beim Zusammenfugen der Teilldsungen
® Quicksort: arbeite beim zerlegen in Teilprobleme

Average Case Analyse bei Quicksort
® hier gesehen: zahle Vergleiche fur ein einzelnes Element
® Abschatzen von Erwartungswerten: Aufspaltung in Summe einfacherer Zufallsvariablen

Bonus (hach dieser Folie): Average Case Analyse bei Quicksort
m betrachte Vergeleichswahrscheinlichkeit fur jedes Elementpaar
® Abschatzung von Summen: Approximation mittels Integral

16 Thomas Blasius — Algorithmen 1 Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen
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Zusammenfassung e s

Heute gesehen

@ Teile und Herrsche zum Sortieren von Folgen

® Mergesort: arbeite beim Zusammenfugen der Teilldsungen
® Quicksort: arbeite beim zerlegen in Teilprobleme

Average Case Analyse bei Quicksort

® hier gesehen: zahle Vergleiche fur ein einzelnes Element

® Abschatzen von Erwartungswerten: Aufspaltung in Summe einfacherer Zufallsvariablen
Bonus (hach dieser Folie): Average Case Analyse bei Quicksort

m betrachte Vergeleichswahrscheinlichkeit flr jedes Elementpaar

® Abschatzung von Summen: Approximation mittels Integral

Vergleichsbasiertes Sortieren

® untere Schranke: jeder vergleichsbasierte Sortieralgo benétigt 2(nlog n) Vergleiche

® Technik: Entscheidungsbaum (wie schon bei der binaren Suche)

16 Thomas Blasius — Algorithmen 1 Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen
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Bonus: Alternative Analyse
Summe der einzelnen Vergleiche Zufallsvariablen )
mseien e < e < --- < g, die sortierten Elemente ® X: Anzahl Vergleiche insgesamt

m X;; = 1 wenn ¢ und ¢ verglichen werden, X;; = 0 sonst | ® Xj;: Indikatorvariable fur Ver-

gleich zwischen e; und e;
EXI=E|> > Xyl => > E[Xj]

i=1 j=i+1 i=1 j=i+1

\

17 Thomas Blasius — Algorithmen 1 Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen
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Bonus: Alternative Analyse

Summe der einzelnen Vergleiche

mseieneg < e < -.-< g, die sortierten Elemente
m X;; = 1 wenn ¢ und ¢ verglichen werden, X;; = 0 sonst | ® Xj;: Indikatorvariable fur Ver-

EXI=E|> > Xyl => > E[Xj]

Thomas Blasius — Algorithmen 1

AT

Karlsruher Institut fur Technologie

~

Zufallsvariablen
® X: Anzahl Vergleiche insgesamt

gleich zwischen e; und e;

\

Wahrscheinlichkeit fur X;; = 1
®m X;; = 1 & das erste Pivot aus

{e,-, €itls---1€—1, ej} ISt €; oder €

[ fe[ TH Sl | e €] |
PN oder

L le]l | | €] | I |

Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen
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Bonus: Alternative Analyse s
[=]7]

Summe der einzelnen Vergleiche Zufallsvariablen )

mseien e < & < --- < g, die sortierten Elemente ® X: Anzahl Vergleiche insgesamt

m X;; = 1 wenn ¢ und ¢ verglichen werden, X;; = 0 sonst | ® Xj;: Indikatorvariable fur Ver-

gleich zwischen e; und e;
22 Xi

i=1 j=i+1

\

=> > E[Xj] Wahrscheinlichkeit fiir X;; = 1
e m X;; = 1 < das erste Pivot aus
{e,-, €itls---1€—1, ej} ISt €; oder €

Xij=0 Xij=1
[ el T €] | [ E €] |

» N oder

Llel | [ & | [ _le |

E[X] =E

LMit welcher Wahrscheinlichkeit wird e; mit e; verglichen?w

17 Thomas Blasius — Algorithmen 1 Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen
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Bonus: Alternative Analyse

Summe der einzelnen Vergleiche

mseieneg < e < -.-< g, die sortierten Elemente
m X;; = 1 wenn ¢ und ¢ verglichen werden, X;; = 0 sonst | ® Xj;: Indikatorvariable fur Ver-

= > EXy]

iixv

i=1 j=i+1

E[X] =E

i=1 j=i+1

Thomas Blasius — Algorithmen 1

AT

Karlsruher Institut fur Technologie

~

Zufallsvariablen
® X: Anzahl Vergleiche insgesamt

gleich zwischen e; und e;

\

Wahrscheinlichkeit fur X;; = 1
®m X;; = 1 & das erste Pivot aus

{e,-, €itls---1€—1, ej} ISt €; oder €
[ fe[ TH Sl | e Sl |
PN oder
L le]l | | €] | I |
_ _ _ 2
" E[Xj] =Pr[X; =1] = =

Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen
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Bonus: Alternative Analyse

Summe der einzelnen Vergleiche

mseieneg < e < -.-< g, die sortierten Elemente
m X;; = 1 wenn ¢ und ¢ verglichen werden, X;; = 0 sonst | ® Xj;: Indikatorvariable fur Ver-

EX]=E|> > Xyl => > E[Xj]

n n 2
=22 7ird

i=1 j=i+1

Thomas Blasius — Algorithmen 1

AT

Karlsruher Institut fur Technologie
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Zufallsvariablen
® X: Anzahl Vergleiche insgesamt

gleich zwischen e; und e;

\

Wahrscheinlichkeit fur X;; = 1
®m X;; = 1 & das erste Pivot aus

{e,-, €itls---1€—1, ej} ISt €; oder €
[ fe[ TH Sl | e Sl |
PN oder
L le]l | | €] | I |
_ _ _ 2
" E[Xj] =Pr[Xi; =1] = =
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Bonus: Alternative Analyse

Summe der einzelnen Vergleiche

mseieneg < e < -.-< g, die sortierten Elemente

® X;; =1 wenn ¢ und ¢; verglichen werden, X;; = 0 sonst

EXI=E|> > Xyl => > E[Xj]

i=1 j=i+1 i=1 j=i+1
DIpIp=——
i1 j=it1d
J
I+ 1
i+ 2
n

Thomas Blasius — Algorithmen 1

k=j—i+1

n—;+1

AT

Karlsruher Institut fur Technologie

~

Zufallsvariablen
® X: Anzahl Vergleiche insgesamt

® X;;: Indikatorvariable fur Ver-
gleich zwischen e; und e;

\

Wahrscheinlichkeit fur X;; = 1
®m X;; = 1 & das erste Pivot aus
{e,-, €itls---1€—1, ej} ISt €; oder €
Xij=0 Xij=1
[ el B el | I i I

» N oder

Llel | [ & | [ _le |

2 E[Xy] =Pr[X; =1] = =5

Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen
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Bonus: Alternative Analyse

Summe der einzelnen Vergleiche
mseieneg <e < ---

EX]=E|> > Xj
i=1 j=i+1 i=1 j=i+1
n nl+1
_ZIZJ—I—I—]._Z Z k
i Jj=i+1 i=1 k=2
J
I+ 1
I+ 2
n

Thomas Blasius — Algorithmen 1

< e, die sortierten Elemente
® X;; =1 wenn ¢ und ¢; verglichen werden, X;; = 0 sonst

= > EXy]

k=j—i+1
2
3

n—;+1

AT

Karlsruher Institut far Technologie

~

Zufallsvariablen
® X: Anzahl Vergleiche insgesamt

® X;;: Indikatorvariable fur Ver-
gleich zwischen e; und e;

\

Wahrscheinlichkeit fur X;; = 1
®m X;; = 1 & das erste Pivot aus
{e,-, €itls---1€—1, ej} ISt €; oder €
Xij=0 Xij=1
[ el B el | I i I

» N oder

L lef | | €] | | Ieil |
aE[X;]=Pr[X; =1] =

—l—|—1

Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen
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Bonus: Alternative Analyse

Summe der einzelnen Vergleiche

mseieneg < e < -.-< g, die sortierten Elemente
® X;; =1 wenn ¢ und ¢; verglichen werden, X;; = 0 sonst

EXI=E|> > Xyl => > E[Xj]

n n n n—i+1

SY 2 =YY 2
o i 4+1 k

i=1 j:i—|—1‘l T i=1 k=2

Thomas Blasius — Algorithmen 1

n

<y

i=1

n

k=

2

x| N

AT

Karlsruher Institut fur Technologie

~

Zufallsvariablen
® X: Anzahl Vergleiche insgesamt

® X;;: Indikatorvariable fur Ver-
gleich zwischen e; und e;

\

Wahrscheinlichkeit fur X;; = 1
®m X;; = 1 & das erste Pivot aus
{e,-, €itls---1€—1, ej} ISt €; oder €
Xij=0 Xij=1
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Bonus: Alternative Analyse

Summe der einzelnen Vergleiche

mseieneg < e < -.-< g, die sortierten Elemente
® X;; =1 wenn ¢ und ¢; verglichen werden, X;; = 0 sonst

EXI=E|> > Xyl => > E[Xj]

i=1 j=i+1 i=1 j=i+1
n n 5 n n—i+l1 9
S I P
i=1 j=i+1 i=1 k=2
= 2n s %
k=2
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Bonus: Alternative Analyse

Summe der einzelnen Vergleiche
mseieneg <e < ---

EX]=E|> > Xj
i=1 j=i+1 i=1 j=i+1
n n— l—|-12
i=1 j=i+1 i=1 k=2
= 2n - l<2n|nn

B

.

harmonische Summe
(gleich mehr dazu)
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Zufallsvariablen
® X: Anzahl Vergleiche insgesamt

® X;;: Indikatorvariable fur Ver-
gleich zwischen e; und e;

\

Wahrscheinlichkeit fur X;; = 1
®m X;; = 1 & das erste Pivot aus

{e,-, €itls---1€—1, ej} ISt €; oder €
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Bonus: Alternative Analyse A“(IT

Summe der einzelnen Vergleiche Zufallsvariablen )
mseien e < e < --- < g, die sortierten Elemente ® X: Anzahl Vergleiche insgesamt

m X;; = 1 wenn ¢ und ¢ verglichen werden, X;; = 0 sonst | ® Xj;: Indikatorvariable fur Ver-
gleich zwischen e; und e;

EX]=E|>_ > Xi| =) > E[Xy] Wahrscheinlichkeit fiir X;; = 1

= = mX; = 1 < das erste Pivot aus
n n—i+1 n n .

_ZZ _Z i ESZ % {e,-,e,-+1,...,ej_1,ej} ISt ¢ oder €

,1J,+1J_’+1 Sl S Xij=0 Xij=1
1 [ fe] [ €] | [ E €] |

= 2n- F <2nlnn ~ 'S oder
k= L_lel | | €] | L&l |
A L] — =11 = 2
Theorem RE[Xj] =Pr[Xj=1] = =5

Auf jeder Eingabe der Lange n benotigt Quicksort
mit zufalligen Pivots erwartet < 2nln n Vergleiche.
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Bonus: Nebenbemerkung zur harmonischen Summe

Harmonische Zahl H,

n

.Hn:Z%
k=1

® nOtzlich zu wissen: H,, € ©(log n)
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Bonus: Nebenbemerkung zur harmonischen Summe

Harmonische Zahl H, A
n
aH, =Y 1 1/2 -
" i X 1?3-
® nOtzlich zu wissen: H,, € ©(log n) 04— >
0 1 2 3 4 5 6 7
Beweis und genauere Abschatzung Y S
"1 " \
1 = _ — S 1/2
Hy=1=3 o< [Lax <3 L =H, 13
2 1 =1 0 — T T T T T T >
0 1 2 3 4 5 6 7
A
1_
/3]
0 >

0 1 2 3 4 5 6 7
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® nOtzlich zu wissen: H,, € ©(log n) 0 —>
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1 = _ — S 1/2
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