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Organisatorisches = bt

m Blatt 2, Aufgabe 1, erster Algo
® schlechte Aufgabenstellung, zu schwierig
= = volle Punktzahl + Bonuspunkte (siehe Vorlesung 4)
= Gleich: Vorstellung der Lésung

m Zusatzliche Tutorien zum Nachholen / Klausurvorbereitung im August
= mehr Infos demnachst

® Update der Pseudocode Richtlinien
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Ubung 2: Aufgabe 1: ALcONe =1 1L

Gegeben:

algOne(x: N, y: N) // Annahme: initial x < y
if x =0V x =y then
return 1
return algOne(x-1, y-1) + algOne(x, y-1)

Gesucht:

® Problemgrof3e” n

m Rekurrenz in Abh. von n
m Laufzeit in Abh. von n
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Ubung 2: Aufgabe 1:

Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung

ALGONE

algTwo(x, y) // Annahme: initial x < y |

if x > y then
return x

total := algTwo(x, [ ¥ ])
total += algTwo {y Xj) Lmj)
total += algTwo(| £=]), |25 |)

return total

® ProblemgréBe” n := max{0, y — x}

un’:1/4-n

@T7(n)=3T(n/4)+c1, T(0) = o
- T(n) € ©(n'°e4(3))

Karlsruher Institut fur Technologie
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Ubung 2: Aufgabe 1: ALcONe =1 1L

Gegeben: (4.8)
algOne(x: N, y: N) // Annahme: initial x < y

if x =0V x =y then M
return 1 (2,6) (3,0), (4,6)
return algOne(x-1, y-1) + algOne(x, y-1) S N\G AN
1% . (45
A A
Gesucht: (0.4) - (4,4)

® Problemgrof3e” n

m Rekurrenz in Abh. von n
m Laufzeit in Abh. von n
Und bei algOne?

Das schaut kompliziert aus :(
Plan

m (grobe) obere Schranke in y

® im Anschluss: genaue Analyse
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Ungenaue obere Schranke ALGONE

algOne(x: N, y: N) // Annahme: initial x < y
if x =0V x =y then
return 1
return algOne(x-1, y-1) + algOne(x, y-1)

Beobachtung
® y sinkt in jedem Aufruf um 1

m Lange der Pfade im Rekursionsbaum
maximal y

m Pro Aufruf: zwei Rekursive Aufrufe
a #Knoten in Rekursionsbaum < 2.2Y
® FOr ,ProblemgréBe” n := y: Laufzeit in O(2")

Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung
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Pfad mit
Lange <y

Frage
Ist diese Analyse gut?
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Ungenaue obere Schranke ALGONE

algOne(x: N, y: N) // Annahme: initial x < y
if x =0V x =y then
return 1
return algOne(x-1, y-1) + algOne(x, y-1)

Beobachtung
® y sinkt in jedem Aufruf um 1

m Lange der Pfade im Rekursionsbaum
maximal y

m Pro Aufruf: zwei Rekursive Aufrufe
a #Knoten in Rekursionsbaum < 2.2Y
® FOr ,ProblemgréBe” n := y: Laufzeit in O(2")

Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung

Karlsruher Institut fur Technologie

Frage
Ist diese Analyse gut?

Nicht far kleine x, grof3e x
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Genaue Analyse ALGONE ﬂ(".

algOne(x: N, y: N) // Annahme: initial x < y
if x =0V x =y then
return 1
return algOne(x-1, y-1) + algOne(x, y-1)

Schritt 1
a Kosten ausrechnen. ..
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Genaue Analyse ALGONE

algOne(x: N, y: N)

~N

xy |1 2 3 4 5 6 / 8 9 10 11 12 13 14 15
11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 2 3 4 5 6 / 8 9 10 11 12 13 14 15

1 3 6 10 15 21 28 36 45 55 66 /8 91 105

1 4 10 20 35 56 84 120 165 220 286 364 455

1 5 15 35 70 126 210 330 495 /15 1001 1365

Sc 1 6 21 56 126 252 462 /92 1287 2002 3003

al 1 /7 28 84 210 462 924 1716 3003 5005

1 8 36 120 330 792 1716 3432 6435
1 9 45 165 495 1287 3003 6435
10 55 220 715 2002 5005
1 11 66 286 1001 3003
1 12 /8 364 1365

1 13 91 455

1 14 105

1 15

1

RPN A©ONOORWN = O
—h

.
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Genaue Analyse ALGONE ﬂ(".

algOne(x: N, y: N) // Annahme: initial x < y
if x =0V x =y then
return 1
return algOne(x-1, y-1) + algOne(x, y-1)

Schritt 1
a Kosten ausrechnen. ..
® Zahlen anstarren
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Genaue Analyse ALGONE

algOne(x: N, y: N)

~N

xy |1 2 3 4 5 6 / 8 9 10 11 12 13 14 15
11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 2 3 4 5 6 / 8 9 10 11 12 13 14 15

1 3 6 10 15 21 28 36 45 55 66 /8 91 105

1 4 10 20 35 56 84 120 165 220 286 364 455

1 5 15 35 70 126 210 330 495 /15 1001 1365

Sc 1 6 21 56 126 252 462 /92 1287 2002 3003

al 1 /7 28 84 210 462 924 1716 3003 5005

] 1 8 36 120 330 792 1716 3432 6435

Ll 1 9 45 165 495 1287 3003 6435

10 55 220 715 2002 5005
1 11 66 286 1001 3003
1 12 /8 364 1365
1 13 91 455
1 14 105

1 15

1

RPN A©ONOORWN = O
—h

.
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Genaue Analyse ALGONE

algOne(x: N, y: N) // Annahme: initial x < y

2 3 4 5 6 / 8 9 10 11 12 13 14 15
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

4 5 6 / 8 9 10 11 12 13 14 15
66 /8 91 105
220 286 364 455
495 715 1001 1365
792 1287 2002 3003

X,y

1
1 1
1 2
1

6 The OEIS is supported by the many generous donors to the OEIS Foundation.

4 013627 THE ON-LINE ENCYCLOPEDIA
The QEIS is supported £ %S(QEMi%OP INTEGER SEQUENCES®
?13627THE On . - founded in 1964 by N. J. A. Slunne

13
52 OF INT 65 | [Seanch) s

Integer Sequenc

—_ WO W =

10221121
. r Search: seq:1,5,15,35,70,126,210,330,495,715,1001,1365 924 1 71 6 3003 5005
1, 3,6, 10,15, 21, 28, 36,45 Displaying 1-1 of 1 result found. page 1
(Greetings from The On-Line | Sort: relevance | references | number | modified | created Format: long | short | data 792 1 7 1 6 3432 6435
i = : : : : = (-1 -2 (n-
Search: seq:1,3,6,10,15,21,28,3 A000332 Binomial coefficient binomial(n,4) = n*(n-1)*(n-2)*(n-3)/24. =

(Formerly M3853 N1578)
o, 8, 0,0, 1, 5, 15, 35, 70, 126, 210, 330, 495, 715, 1001, 1365, 1820, 2380, 3066,

495 1287 3003 6435

Displaying 1-10 of 20 results foun

TTO1o DD O o T

__ Sort: relevance | references | number 3876, 4845, 5085, 7315, 8855, 10626, 12650, 14958, 17550, 20475, 23751, 27405, 31465, 35960,
A000217  Triangular numbers: 19920, 46376, 52360, 58965, 66045, 73815, 82251, 9139, 101278, 111930, 123410 (list; graph: refs; 220 71 5 2002 5005
+n. listen; history; text; internal format)

(Formerly M2535 N1002) OFFSET 0,6
e, 1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, 3 COMMENTS Number of intersection points of diagonals of convex n-gon where no more than two

N E PO ©ONOUORAWN—=O

231, 253, 276, 3080, 325, 351, 378, diagonals intersect at any point in the interior, ; _
826, 861, 983, 946, 999, 1035, 108 Also the number of equilateral triangles with vertices in an equilateral triangular 1 2 78 364 1 365
! S : ‘. ! ' . array of points with n rows (offset 1), with any orientation. - Ignacio Larrosa
listen; history; text; internal format) Caflestro, Apr 09 2802. [See Les Reid link for proof. - N. J. A. Sloane, Apr €2
OFFSET 0,3 2016]
COMMENTS Also referred to as Start from cubane and attach amino acids according to the reaction scheme that 1 1 3 91 455
Also generalized hex describes the reaction between the active sites. See the hyperlink on chemistry.
k-gonal numbers ar - Robert G. wilson w, Aug 02 2002
interleaved, k == For n>8, aln) = (-1/8)*(coefficient of x in Zagier's polynomial P_(2n,n)). 1 1 4 1 05
2012 (Zagier's polynomials are used by PARI/GP for acceleration of alternating or
Number of edges in c _positive series.) : .
Number of legal ways Figurate numbers based on the 4-dimensional regular convex polytope called the
E.g., there are 6 regular 4-simplex, pentachoron, 5-cell, pentatope or 4-hypertetrahedron with
ab(c). Proof: ther Schlaefli symbol {3,3,3}. aln)=((n*{n-1)*(n-2)*(n-3))/4!). - Michael 1. wWelch
but n + 1 of them (mjwl(AT)ntlworld.com}, Apr @1 2884, R. J. Mathar, Jul 67 2009
For n=>=1, aln) =n Maximal numbe_r of crossings that can be create_d by connecting n vertices with 1
n+2, such as the Feimae wurve a vimey - yquplyh; lines, icfaperon Redsell-Montnomerie (credsell{aT)unauelnh.ca). Jan 28
\_ (ahmedfares (AT)my_deja.com), Feb 21 2001
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Genaue Analyse ALGONE ﬂ(".

algOne(x: N, y: N) // Annahme: initial x < y
if x =0V x =y then
return 1
return algOne(x-1, y-1) + algOne(x, y-1)

Schritt 1
a Kosten ausrechnen. ..
® Zahlen anstarren

Schritt 2
® Vermutung bilden:

" T(xy)<2(}) -1
® Vermutung beweisen
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Genaue Analyse ALGONE

algOne(x: N, y: N) // Annahme: initial x < y
if x =0V x =y then
return 1
return algOne(x-1, y-1) + algOne(x, y-1)

Schritt 1
a Kosten ausrechnen. ..
® Zahlen anstarren

Schritt 2
® Vermutung bilden:

" T(xy)<2(}) -1
® Vermutung beweisen
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Karlsruher Institut fur Technologie

Beweis per Induktion
ofiri>0:T(i,i)=2()-1=2-1=1

® Ang.: Vermutung gilt far alle kleineren
Werte von x und y

T(x,y)=T(x—1,y—-1)+T(x,y—1)+1
=2(Y7]) —1+2(" ) —-1+1
=2((2) + ) -1

=2(0) -1

Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



5

Genaue Analyse ALGONE e M
algOne(x: N, y: N) // Annahme: initial x < y Beweis per Induktion
if x=0Vx =y then ofiri>0:T(i,i)=2()-1=2-1=1
Eigenschaften [Bearbeiten | Quelltext bearbeiten ] g.: Vermutung gllt fir alle kleineren

Wird auBer k auch n auf nichtnegative ganze Zahlen eingeschrankt, so gilt:

3rte von x und y
« (}) ist stets eine nichtnegative ganze Zahl. Ist k < n, so ist (}) > 1, anderenfalls ist (}) = 0.

(ﬂ)_l_(n) y)=T(x—1y—-1)+T(x,y—1)+1

n

) == (") =2(Y7]) —1+2(" ) —-1+1

.
() -2 () _ vy
()22 () n () =2((e)+ ) -3

I(n T 1) (n) + (k " 1) Fur n = k ist der rechte Summand (") = 0. | — " 2 (X) —1

k+1 k

S(

" T(xy)<2(}) -1
® Vermutung beweisen
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Genaue Analyse ALGONE

algOne(x: N, y: N) // Annahme: initial x < y
if x =0V x =y then
return 1
return algOne(x-1, y-1) + algOne(x, y-1)

Schritt 1
a Kosten ausrechnen. ..
® Zahlen anstarren

Schritt 2
® Vermutung bilden:

" T(xy)<2(}) -1
® Vermutung beweisen
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Beweis per Induktion
ofiri>0:T(i,i)=2()-1=2-1=1

® Ang.: Vermutung gilt far alle kleineren
Werte von x und y

T(x,y)=T(x—1,y—-1)+T(x,y—1)+1
o) -1
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Genaue Analyse ALGONE

algOne(x: N, y: N) // Annahme: initial x < y
if x =0V x =y then
return 1
return algOne(x-1, y-1) + algOne(x, y-1)

Schritt 1
a Kosten ausrechnen. ..
® Zahlen anstarren

Schritt 2
® Vermutung bilden:

" T(xy)<2(}) -1
® Vermutung beweisen
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Beweis per Induktion
ofiri>0:T(i,i)=2()-1=2-1=1

® Ang.: Vermutung gilt far alle kleineren
Werte von x und y

T(x,y)=T(x—1,y—-1)+T(x,y—1)+1
=2() -1
a Moment mal. ..
= () =)+ (%)
® Das ist doch genau algOne!
= T(x,y) € ©((%))

-)

Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen
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Motivation: Datenstrukturen

Abstraktionsebenen auf dem Speicher

hoch
N

Karlsruher Institut fur Technologie

Datenstrukturen (z.B. Listen, Queues, etc.)

A

Arrays, verzeigerte Strukturen, Structs / Objekte

Manuelles Verwalten von Speicheradressen

\_

~N

Bsp: Queue

a pushBack(e) O(1)

@ popFront() O(1)

| size() O(1)
z.B. mittels verketteter Liste

tief

Maximilia

n Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung

Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen
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Motivation: Amortisierte Analyse

® Laufzeit von Operationen auf DS nicht immer gleich
= z.B.: Operation meist gunstig, seltener teurer

Idee
m amortisierte Kosten: durchschnittliche Kosten pro
Operation in einer Folge von Operationen

Verschiedene Techniken zur Analyse
® Aggregation

m Charging

a Konto

= Potential

Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung
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Beispiel: unbeschranktes Array

4

438

89

1

.

4

438

89

1

42

Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



AT

Beispiel: Binarzahler

Idee
® Array A verwaltet Bits o|o|ofo|o|0|0]O

® Funktion increment() erhoht Zahler

Algorithmus

a suche Stelle i mit rechtester 0
m setze Stelle / auf 1

m setze Stellen rechts von i auf 0 0/0j/0j0j0J1]0]0

8 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen
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Beispiel: Binarzahler

Idee
® Array A verwaltet Bits

® Funktion increment() erhoht Zahler

Algorithmus in Pseudocode

increment()
=20
while A[i] =1do
Alill:=0
| == I+1
Alil =1

Laufzeit?

Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung

AT

Karlsruher Institut fur Technologie
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Analyse: Aggregatmethode

Idee
m berechne Gesamtkosten
@ teile durch Anzahl von Operationen

Beobachtung
m nicht jedes Bit flipt bei jeder Operation

m A[Q] flipt jedes mal, A[1] jedes zweite, etc.

m A[] flipt bei jedem 2/-ten Inkrement
= Bei n Aufrufen: A[/] flipt [ 5; | mal

Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung

T
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Analyse: Aggregatmethode

Beobachtung
® nicht jedes Bit flipt bei jeder Operation

m A[0] flipt jedes mal, A[1] jedes zweite, etc.

m A[i] flipt bei jedem 2/-ten Inkrement

 Bei n Aufrufen: A[/] flipt | 5; | mal

In Summe ergibt sich fir k bits:
Zf'(:_olt§J <nY Ty =2n

D.h.: pro Operation nur 2 Bit-Flips

Somit: amortisierte Kosten in O(1)

Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung
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Analyse mittels Charging

Idee
m teure Operationen legen Kosten um auf gunstige Operationen

RIO|IO0O|0O|0O0|0|O0|O0 |0
o|lo|l—|o|lo|lo|o|o|o|f---
o|lm|~r|lO|lOo|lOo|lOo|o|]--
RIRPPRPRIO|IOIOC|IOC|O|O |-
olo|lo|~|lo|lo|lo|lo|lo]---
~|lo|lo|l~|lo|lo|lo|lo|o]---
o|l—|lo|l—|o|lo|o|o|o|f--
RlR|lO|l—r|O|lO|lO|lOC|O]--
OO IH|IO|IO|IO|IO|IO |-
R|lo|lRr|Rr|O|lOo|lOo|lo|O]--
OlRIRHRIHRH|IOIO|IO|IO|IO |-
olo|lo|lo|~r|o|lo|lo|lo]--
~|lo|lo|lo|l~|lo|lo|lo|lo]---
o|lr|o|lo|lr|o|lo|lo|o]--
H|I=E|O|IOIR|IO|O|IO|O
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Analyse mittels Charging

Idee
m teure Operationen legen Kosten um auf gunstige Operationen

=
o

o

=

() Nl Nl
RHIO|IO|+
o|l—|o|~
HlR|lO|=
OO0
O[]
O]k
N RN e e
OO0
RH[O|lO|O|+
O|lrRr|O|O|(+
HIR[O|O|—
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Analyse mittels Charging

Idee
m teure Operationen legen Kosten um auf gunstige Operationen

—_
o
=
OO0 |+
=
o~
—_
OO0 |
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Analyse mittels Charging

Idee
m teure Operationen legen Kosten um auf gunstige Operationen

—_

o

=
OO0 |+

=

=

=

OO0 |
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Analyse mittels Charging e M

Idee
m teure Operationen legen Kosten um auf gunstige Operationen

Vorgehen hier:
m lege Kosten von 10-flip auf letzte Operation welche zuvor 01-flip ausgefihrt hat
= das geht fur jeden 10-flip
® Pro Operation Gbrig:
» Kosten fur 01-flip + evtl. far fremden 10-flip = amortisiert O(1)

|
O|O|O0|O|=

—_
o
=
OO0 |+
=
=
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Analyse: Potentialmethode A“(IT

Idee
m definiere Potentialfunktion ®(D;)

= Maf3 fur Unaufgeraumtheit von D zum Zeitpunkt /
= definiere amortisierte Kosten & = ¢;+®(D;)—®(Dj-1)

Anstieg des

tatsachliche )
Potenzials

Kosten

13 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen
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Analyse: Potentialmethode A“(IT

Idee
m definiere Potentialfunktion ®(D;)

= Maf3 fur Unaufgeraumtheit von D zum Zeitpunkt /
® definiere amortisierte Kosten ¢ = ¢;+®(D;)—®(D;_1)

Definition sinnvoll?

n

Z & =Y (ci+®(Di) = ®(Di1)) = (a)+ Z((D(Di) — ®(Dj-1))

=1 =

- Z(c;) + ®(D,) — (Do)

Falls ®(D,) > ®(Dy): amortisierte Kosten obere Schranke flr tatsachliche Kosten
= fordere ®(D;) > ®(Dy) f.a. i >0 oder: &(Dy) =0und ®(D;) >0fa.i>0

Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen
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Analyse: Potentialmethode i s

Potentialfunktion fir Binarzahler:
n def. ®(D;) = 3=y Alj] (Anzahl 1-bits zum Zeitpunkt /)

Dann ergibt sich:
®d(Dy)=0,9(D;)>0fa.i>0 gultige Pot.fun. :)

m tatsachliche Kosten: ¢; = #01-flips + #10-flips

® Potentialanderung: #01-flips — #10-flips

®m amort. Kosten: ¢ = 2 - #01-flips < 2

LDefinition: amortisierte Kosten ¢, = c,-+<l>(D,-)—<I>(D,-_1)1

14 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen
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Beispiel 2: Stacks und Queues
Wiederholung | |
Queue ) Stack )
® push(e) O(1) ® push(e) O(1) ‘
® pop() O(1) ¢ ® pop() O(1)
| size() O(1) m size() O(1)
L z.B. mittels verketteter Liste ‘ L z.B. mittels verketteter Liste
Frage

Angenommen wir kdnnen Stacks (als Blackbox) verwenden.
(Wie) kdbnnen wir daraus eine Queue bauen?

15 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen
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Eine Queue aus Stacks

Algorithmische Umsetzung
® push: auf A pushen
| pop:

= falls B voll: von B poppen

O(1)

O(

O(1)

= falls B leer: alles von A nach B verschieben O(

Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung

A

A

Operationen:

@ push: 3,1,4
® pop()

® pop()
® push: 1,5

()
@

Stack A

AT
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O

Stack B
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Analyse: Kontomethode ﬂ(".

Idee
® glnstige Operationen bauen Guthaben auf
® teure Operationen nutzen Guthaben

Umsetzung hier

a Gesamtkosten linear in push und pop Aufrufen

m Bei push: zahle 3

m Bei pop: zahle 1
= Falls B leer: nutze 2 Guthaben flr A.pop() und B.push() (fir alle Elemente in A)
® Falls B voll: B.pop() mit Kosten 1

a Konto wird nie negativ

m 3,1 € ©(1) = konstante amortisierte Kosten

Stack A Stack B

17 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



AT

Analyse: Potentialmethode @ = b

Potentialfunktion
m Definiere ®(D;) = 2 - |A;| (Anzahl Elemente auf A zum Zeitpunkt /)

Analyse
2 ®(Dy)=0,9(D;)>0fa.i>0 (d.h.gultige Potentialfunktion)
m amortisierte Kosten push: i
0 & =c 4+ d(D;)— d(Dj_1) =3
= amortisierte Kosten pop: -amortisierte Kosten in O(1) Stack A Stack B
ué=c+®(D;)—P(Dj-1) =1
wg =2 |A_1|+1
2 &(D;) — &(Di_q) = —2|Ai_1]

LDefinition: amortisierte Kosten ¢; = c,-+<l>(D,-)—<I>(D,-_1)W
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