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Organisatorisches ﬂ(".

m Jretet gern dem Discord Server bei  https://scale.iti.kit.edu/teaching/2022ss/algol/start

Literatur zur Vorlesung
m Vorlesung richtet sich nicht strikt nach einem konkreten Buch
® Folien sollten zum Verstandnis ausreichend detailliert sein

FUr weitergehende Recherche

Algorithmen und
Datenstrukturen

m Algorithms and Data Structures — The Basic Toolbox

Kurt Mehlhorn, Peter Sanders Algorithms and
Data Structures

® Algorithmen und Datenstrukturen: Die Grundwerkzeuge |[EiREEems
Martin Dietzfelbinger, Kurt Mehlhorn, Peter Sanders

Die Grundwerkzeuge

Konventionen
m Algorithmen sollen immer so effizient wie moglich sein

® Wenn nicht anders angegeben, ist log(-) immer zur Basis 2
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Asymptotik A“(IT
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® Werkzeug zur Klassifizierung der Laufzeit von Algorithmen
m Abstrahieren von Implementierungs- bzw. Hardwaredetails
® Vereinfacht die Analyse

Landau-Notation, O-Notation, big-O notation
f(n) € O(g(n))  f(n) wachst max. so schnell wie g(n) dcdngVn > ng f(n) < c - g(n)
® n bezeichnet die GroBe der Eingabe

m Intuitiv: Wenn die Eingabe ausreichend grof3 ist (mindestens ng), dann braucht ein Algo-
rithmus mit Laufzeit f(n) (ungefahr) hochstens so lang wie einer mit Laufzeit g(n).

A ¢ f(n) € w(g(n)) f(n)wachstschnellerals g(n)
3 f(n) € Q(g(n)) f(n)wachst min. so schnell wie g(n)
3 f f(n) € ©(g(n)) f(n)und g(n) wachsen gleich schnell
cmseate f(n) € o(g(n)) f(n) wachst langsamer als g(n)
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Asymptotik — Tipps

AT

Karlsruher Institut fur Technologie

® Plots helfen, um ein Geflhl zu bekommen, kdnnen aber auch trlugerisch sein

600 |og8 ( n) s IOgS ( n)

500 1.5 % 10°

400

» 1.0 x 107

200 5.0 x 108

100 k 3 n2 y n2

4 6 8 10 200000 400000 600000 800000

1 x 1()H

® Mentaler Shortcut: Alle Logarithmen wachsen langsamer
als alle Polynome

® Der Logarithmus ist unheimlich klein
ca. 6 - 10" Atome im Universum — log(6 - 10™°) ~ 265

® Eine Laufzeit in O(nlog(n)) nennt man quasi-linear
manchmal auch O(nlog”(n))

log®(n)

3.0x1013
25x l()”
2.0x l[’)”
1.5x10!3

5.0 x 1012

2x101?  4x10'? 6x101° 8x10'°® 1x10%°

20

20 1021
2% 10° 4% 10% 6 x 102 8 x 10° 1x10

m In der Praxis ist ab quadratisch nur bedingt brauchbar, exponentlell geht gar nlcht
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Asymptotik — Beispiele
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O(log log(n)) C O(log(n)) C O(n**),x >1C O(n) CO(n*),x >1,C O(x"),x >1

Zeige: 10n € O(n?)
10n < c-n?
n<-n*c=10
n < n?
1<n I’lo:]_

Zeige: n't¢ € Q(nlog(n)loglog(n)),e > 0

c - n**¢ > nlog(n) log log(n)
c - n®* > log(n) loglog(n)
c - nt > log?(n)
log(c) + elog(n) > 2loglog(n) c =1
g log(n) > 2loglog(n)

| | n m
52 oi;(i()) n=2°
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dcdngVn > ng f(n) < c - g(n)

log(10) + log(n) < log(c) + 2log(n)
log(10) — log(c) < log(n)
B<n c=10n=1

C:5n0:2

dcdngVn > ng c - f(n) > g(n)

> o 2 —2log(e) < loglog(n)
g > 2m_m_1 22—2log(¢) < Iog(n)
e > 20 022
g > 2~ m/2+1 ng = 02729
> —m/2+1
<m loglog(n) =m
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Asymptotik — Beispiele (2) A“(IT
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O(log log(n)) C O(log(n)) C O(n**),x >1C O(n) CO(n*),x >1,C O(x"),x >1
Zeige: 29(os(") C O((1 + €)"), e > 0 JcdngVn > ng f(n) < c - g(n)

= Zu zeigen: Fir jedes f(n) € 200°e() gilt: £(n) € O((1 + £)")

2
"log(n) _ ! log(1+e¢) '
3¢ 3nb ¥ > i F(n) < 2°1°80) — pe m < lelte)  og(n) > log ((.og(‘1+g)) )
n® <c-(1+4¢)" 2;/2 < loglite) ¢ )2
< < s n> ( ) -
c’'log(n) <log(c) + nlog(l+¢€) c=1 2-m2< 'Og(cﬂ og(1+e)
log(1 m ! _
log(n) < wn n=>2 m > 2 log (Iog(CTs)) m = log(n)
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Asymptotik — Beispiele (3)

2eige: oy € @(V) F(n) € w(g(m) = £ = lim 7} = oo
£ fim S = lim on = Jim, iy 2 Jim 3% = lim o/t = oo
20} Io;(n) < nl//‘: (far ausreichend groBes n)
log(n) ng = 210 log(ng) = 16 n(1)/4 _ (216)1/4 _ 2% _ 16 (n > np)
i Far ng = 216 gilt log(np) = ng’ .

Wie kdnnen wir zeigen, dass eine Funktion
schneller wachst als eine andere?

(Iog(n))% = n1 (n1/4)% _ 1,-3/4

— Anstieg — Ablejtung

- -4
0 n 100k 1, —3/4
L= |lim 22— = Ilim %nl_?’/“: lim %n1/4
n—oo N n— 0o n— o0
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AT

Pseudocode

® Ein Zwischenschritt auf dem Weg von der Algorithmusidee zur Implementierung
Algorithmusidee  Wir iterieren alle Ziffern und ...

Pseudocode foriin{0,1,...,n—1}do https://scale.iti.kit.edu/teaching/2022ss/algol/start
Code for (int 1 = 0; i < n; ++i) { ... }

® fir Menschen gut lesbar wrongAlgo(input)

m richtige Abstraktionsebene retarn cc;rrect output

m Beispiel: Was macht der von diesem Pseudocode beschriebene Algorithmus?

secret(x) Beispiel Eingaben:
] _ , A secret(x)
if x <10returnl x€[1,10] =1 ;
return 1 4 secret(x/10) x € [11,100] — 2 . logs(x)
X € :101, 1000] — 3 10 100 1000 ;

Gegeben eine Zahl x > 1, berechnet der Algorithmus [log;,(x) ]|
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® Werkzeug zur Berechnung der Laufzeit von rekursiven Algorithmen

Master—-Theorem

SeiT(n)=a-T(3)+ f(n) mit f(n) € ©(n°) und T(1) € ©(1). Dann gilt
(© (n°) wenn a < b¢,

T(n) € < ©(n°logn) wenn a= bc,

L© (n'&:(2))  wenn a > b°.

log10(x)
if x <10 return 1 T(1)eo(1) a b ¢ b=100=1=a2a
return 1+ log10(x/10) T(n)=f(n)+1-T(n/10) | T(n) = ©(n® log(n))

f(n) € O(1) = O(n0) _ 0(log(n))
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Fibonacci
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0 1 1 2 3 5 3 13 21 34 55 39
N AN A N N NS N N N NS N N
+ O+ O+ + £+ + £ + + o+ o+
n= 0 1 2 3 4 5 6 I 3 9 10 11
- 3 fib(4)
fib(n) | i |
if n <1returnn 2 f'bf) " T fleSZ) 1
return fib(n — 1) + _ < \ _ / \
fib(n — 2) 1 fib(2) fib(1) fib(1)  fib(0)
Y TN\ 1 1 0
fib(1)  fib(0)
1 0
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Fibonacci — Laufzeit
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Master—Theorem
SeiT(n)=a-T(3)+ f(n) mitf(n) € O(
(@ (nc)

\ © (nlogb(a))

\_

n°)und T(1) € ©(1). Dann gilt
wenn a < b€,
T(n) € < ©(n°logn) wenna= b°,
wenn a > be.

T(n)=T(n—1)4+T(n—2)+1
<2-T(nh—1)+1
<2.(2-T(n—2)+1)+1
<4-T(n—2)+3
<8 -T(n—3)+7

fib(n)
iIf n <1return n
return fib(n — 1) +
fib(n — 2)

Induktion k=n <25.T(n—k)+ (2K - 1)
<2714 (2"-1) € 0(27)

11 Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung

T(n—2)
>2-T(n—2)+1
>2.(2-T(n—4)+1)+1
>4T(n—4)+3
>8T(n—6)+7

<T(n—-1)

22k-T(n—2k) + (25 —1) k=
>2"7 14 (22 1) (f)

Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



12

Fibonacci — Laufzeit (bessere obere Schranke) @ =5 bt

m \WWas wir bereits wissen
a7 (n)=T(n-1)+T(n—-2)+1
a7(0)=T(1)=1
a T(n) € Q(+/2"), wobei v/2 ~ 1.4142 und
T (n)e 02"

mildee 3:T(n)<2-¢c" -1
— T(n) <2c"™ 1 —142c"2—

Bed.: 2Cn_7(Z 2cn—1 7/1/_|_ 22

2¢" > 2¢c" 1 4 22

mldee: T(n) < c", c € [V2,2] konstant
—T(n)<c"™14+c"m2+1
Bedingung: ¢" > ¢! + "% 4+ 1
mldee2: T(n) <c"-1

ST <c"'—1+4+c"2_1T
Bedingung: ¢" =4 > ¢! oA+ "2
ch > Cn—l + Cn—2
ch — Cn—l L Cn—2 Z 0

c°—c—1>0=
Test: T(0) §¢0—1:0,T(1) < ¢! —1~0.618

7 1 71
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ch Z Cn—l e c.’.n—2 C = ¢

Test: T(0) <24’ —1=1 > 1

T(1)<2¢! —1~2236 >1
T(n) <2 ¢"—1

T(n) € O(¢")
C 0(1.6181")

»C
¢ =15 — ¢ ~ 1.6180
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Fibonacci — Das Problem

Karlsruher Institut fur Technologie

® Im Rekursionsbaum verdoppeln sich die Knoten mit jeder weiteren Lage (ungefahr)
a Mit wachsender Anzahl von Lagen schrumpft n nicht schnell genug.

—» Viele Lagen!

m Viele Teilergebnisse werden mehrfach berechnet

fib(n)
iIf n <1return n
return fib(n — 1) +
fib(n — 2)

Maximilian Katzmann & Marcus Wilhelm — Algorithmen 1 - Ubung

3f|b(4)
2 fib(3) T T fib(2) 1

T\ /\

1 fib(2) fib(1) fib(1)  fib(0
VAR 1 1 0
fib(1)  fib(0)
1 0
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Fibonacci — Schneller A“(IT

TN N N SN SN N N TN N N

0 1 1 2 3 5 3 13 21 34 55 39
N N N N N NS N NS NS N N
+ o+ F + +  + o+ + o+ o+ F
n= 0 1 2 3 4 5 6 I 3 9 10 11
fib(n) fib(0) fib(1) fib(2)
fib := 0 /1 0(1) [0 0 1 0 1 1
fibNext .= 1 //0(1) 11 1 1 1 1 2
forifromOton—1do/O(n) 0-1 00 10 01 11 21
temp = fib // O(1) 0 0 1
fib .= fibNext /1 O(1) 1 1 1
fioNext := fib + temp // O(1) 1 1 2
return [fib // O(n)

® Fibonacci rekursiv: exponentielle Laufzeit. Fibonacci iterativ: lineare Laufzeit.
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