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Suche in vielen Arrays A“(IT

Situation
m betrachte ¢ sortierte Arrays A4, ..., A, mit jeweils < n Elementen

®m finde die Position von einem x in allen Arrays
m Offensichtliche L6sung: O(£log n)
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Fractional Cascading A“(IT

Geteilte Elemente
® neues Array A%: flge jedes zweite Element aus A4 in As ein
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Geteilte Elemente
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Kosten fur die Suche
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Fractional Cascading — Laufzeit ¥ = =% -

Kosten fur die Suche
m eine Suche in A7 — O(log(|A%]))

® O(1) far jedes nachfolgende Array — O(¢)
® Gesamtlaufzeit: O(£ + log(|A%]))
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m eine Suche in A7 — O(log(|A%]))
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Wie groB3 wird A} ? (Annahme: |A;| = nfiir alle /)
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Kosten fur die Suche
m eine Suche in A7 — O(log(|A%]))

® O(1) far jedes nachfolgende Array — O(¢)
® Gesamtlaufzeit: O(£ + log(|A%]))

Wie groB3 wird A} ? (Annahme: |A;| = nfiir alle /)
» A= (5 +1)n
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Fractional Cascading — Laufzeit ¥ = =% -

Kosten fur die Suche
m eine Suche in A7 — O(log(|A%]))

® O(1) fUr jedes nachfolgende Array — O(¥)

® Gesamtlaufzeit: O(£ + log(|A%]))

Wie groB3 wird A} ? (Annahme: |A;| = nfiir alle /)
= A, = (5+1)n

Aol =(3+35+1)n
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Fractional Cascading — Laufzeit

Kosten fur die Suche
m eine Suche in A7 — O(log(|A%]))

® O(1) far jedes nachfolgende Array — O(¢)
® Gesamtlaufzeit: O(£ + log(|A%]))

Wie groB3 wird A} ?

= Al =(G+1)n

® A Ll =(3+35+1)n
"4 sl =(g+z+2+1)n

Thomas Blasius — Algorithmische Geometrie
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(Annahme: |A;| = nflr alle i)
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Fractional Cascading — Laufzeit ¥ = =% -

Kosten fur die Suche
m eine Suche in A7 — O(log(|A%]))

® O(1) far jedes nachfolgende Array — O(¢)
® Gesamtlaufzeit: O(£ + log(|A%]))

Wie groB3 wird A} ?

Ap_ql = (% +1)n
Apal=(z+3+1)n

All < 2n

Thomas Blasius — Algorithmische Geometrie

(Annahme: |A;| = nflr alle i)

Ay sl =(5+3+3+1)n

= Suche geht in O(£ + log n)
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Fractional Cascading — Laufzeit i e

Kosten fur die Suche
m eine Suche in A7 — O(log(|A%]))

® O(1) far jedes nachfolgende Array — O(¢)
® Gesamtlaufzeit: O(£ + log(|A%]))

Wie groB3 wird A} ? (Annahme: |A;| = nfiir alle /)
® A [ =(G+1)n

® A, Ll =(53+35+1)n

" A sl =(G+3+5+D)n

= [A <2n = Suche geht in O(£ + log n)

Speicherverbrauch
® nur ein konstanter Faktor Overhead
m stimmt auch wenn nicht alle Arrays gleich grof3 sind
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Fractional Cascading — Laufzeit

Kosten fur die Suche

® eine Suche in A} — O(log(|A}]))

® O(1) far jedes nachfolgende Array — O(¢)

= Gesamtlaufzeit: O(£ + log(|A,|))

Wie groB3 wird A} ?

® A, =G +1)n

Ao = (3 + 4+ Do

" A sl =(G+3+5+D)n
O

Speicherverbrauch

® nur ein konstanter Faktor Overhead
m stimmt auch wenn nicht alle Arrays gleich grof3 sind

Vorberechnung
m linear in der Eingabegrof3e

Thomas Blasius — Algorithmische Geometrie
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(Annahme: |A;| = nflr alle i)

A1l < 2n = Suche geht in O(£ + log n)
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Fractional Cascading — etwas allgemeiner

Ausgangssituation
m gerichteter Graph G = (V, E)
® pro Knoten v: sortiertes Array A,
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Fractional Cascading — etwas allgemeiner

Ausgangssituation

m gerichteter Graph G = (V, E)

® pro Knoten v: sortiertes Array A,
m pro Kante e: ein Intervall I,
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Fractional Cascading — etwas allgemeiner e M

Ausgangssituation

m pro Kante e: ein Intervall I,

m flr jede Zahl x und v € V ist der Grad
von v bzgl. Kanten e mit x € I, konstant

® gerichteter Graph G = (V, E) NG _
= pro Knoten v: sortiertes Array A, (=00, 00) 6|7 |17
o‘ v
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Fractional Cascading — etwas allgemeiner

Ausgangssituation 2

17

m gerichteter Graph G = (V, E)
® pro Knoten v: sortiertes Array A,

m flr jede Zahl x und v € V ist der Grad
von v bzgl. Kanten e mit x € I, konstant

Ein Spiel zwischen Alice und Bob

\\
8 A
o ® %
A -
/\ ﬁ )

A

Thomas Blasius — Algorithmische Geometrie

AIT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

[ ]
(—o00, 00) ’
® pro Kante e: ein Intervall I ‘

[3, 29]

17

22
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Fractional Cascading — etwas allgemeiner

Ausgangssituation

2

17|25

m gerichteter Graph G = (V, E)
® pro Knoten v: sortiertes Array A

O~L ]
' (—00, 00) ’
m pro Kante e: ein Intervall I, ‘ ,

m flr jede Zahl x und v € V ist der Grad
von v bzgl. Kanten e mit x € I, konstant

Ein Spiel zwischen Alice und Bob

B
0

A-y vorberechnen A{\

vﬁ

Thomas Blasius — Algorithmische Geometrie

= darf Datenstrukturen m)

AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

[3, 29]

17

22

® sucht sich eine Zahl x aus
® sucht sich ein v € V aus
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Fractional Cascading — etwas allgemeiner =225
Ausgangssituation 2 (17[25

m gerichteter Graph G = (V, E) P~

= pro Knoten v: sortiertes Array A, (oo, °°) 6|7]17]22
® pro Kante e: ein Intervall I, ‘ |

® fir jede Zahl x und v € V ist der Grad [3,29] ot

von v bzgl. Kanten e mit x € I, konstant
Ein Spiel zwischen Alice und Bob

! m darf Datenstrukturen 4‘)\ ® sucht sich eine Zahl x aus
ﬁ-y vorberechnen =/ wsucht sich ein u € V aus
Ai\/ m fragt wo x in A, liegt
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Ausgangssituation 2 (17[25

m gerichteter Graph G = (V, E) P~

= pro Knoten v: sortiertes Array A, (oo, °°) 6|7]17]22
® pro Kante e: ein Intervall I, ‘

® fir jede Zahl x und v € V ist der Grad [3,29] ot

von v bzgl. Kanten e mit x € I, konstant
Ein Spiel zwischen Alice und Bob

m darf Datenstrukturen {/‘* ® sucht sich eine Zahl x aus
e A2 A
Y, Vvorberechnen /4 7+ msuchtsicheinu eV aus

i m beantwortet die Frage (%

. =fragt wo x in A, liegt
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Fractional Cascading — etwas allgemeiner

AIT
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2

Ausgangssituation

17

m gerichteter Graph G = (V, E)

® pro Knoten v: sortiertes Array A,

m pro Kante e: ein Intervall I,

m flr jede Zahl x und v € V ist der Grad
von v bzgl. Kanten e mit x € I, konstant

Ein Spiel zwischen Alice und Bob

m darf Datenstrukturen A
B 7
e~ vorberechnen / {ﬁ)

_% = beantwortet die Frage

Qﬁ/

Thomas Blasius — Algorithmische Geometrie

L 111
(~00,00) l

22

17

[3, 29]

® sucht sich eine Zahl x aus
® sucht sich ein v € V aus
m fragt wo x in A, liegt

a wahlt Kante uv mitx € I,,,
m fragt wo x in A, liegt
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Fractional Cascading — etwas allgemeiner = bt

Ausgangssituation

2

17|25

m gerichteter Graph G = (V, E) NE S
= pro Knoten v: sortiertes Array A, (=00, 00)
® pro Kante e: ein Intervall I, —

m flr jede Zahl x und v € V ist der Grad
von v bzgl. Kanten e mit x € I, konstant

Ein Spiel zwischen Alice und Bob

m darf Datenstrukturen A
B 7
e~ vorberechnen / {ﬁ)

Thomas Blasius — Algorithmische Geometrie

#%2 m beantwortet die Frage ( ]
X7 g %

| m beantwortet die Frage /A

\

/
)

[3, 29]

® sucht sich eine Zahl x aus
® sucht sich ein v € V aus
m fragt wo x in A, liegt

a wahlt Kante uv mitx € I,,,
m fragt wo x in A, liegt
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Fractional Cascading — etwas allgemeiner =230

Ausgangssituation

2

17|25

m gerichteter Graph G = (V, E) NG SRS
= pro Knoten v: sortiertes Array A, (=00, 00)
® pro Kante e: ein Intervall I, — |

m flr jede Zahl x und v € V ist der Grad
von v bzgl. Kanten e mit x € I, konstant

Ein Spiel zwischen Alice und Bob

L = darf Datenstrukturen Py
m vorberechnen A if.z
X .
b beantwortet die Frage : ﬁ

m beantwortet die Frage |ter|ere

Thomas Blasius — Algorithmische Geometrie
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® sucht sich eine Zahl x aus

.~/ msucht sich ein v € V aus

m fragt wo x in A, liegt

a wahlt Kante uv mitx € I,,,
m fragt wo x in A, liegt
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Fractional Cascading — etwas allgemeiner =225
Ausgangssituation 2 (17[25

m gerichteter Graph G = (V, E) P~

= pro Knoten v: sortiertes Array A, (oo, °°) 6|7]17]22
® pro Kante e: ein Intervall I, ‘ |

® fir jede Zahl x und v € V ist der Grad [3,29] oL

von v bzgl. Kanten e mit x € I, konstant , ,
|Ist das eine Verallgemeinerung? |

Ein Spiel zwischen Alice und Bob
m darf Datenstrukturen 7* ®sucht sich eine Zahl x aus

(:-ﬁ—y vorberechnen ( °i - msucht sich ein v € V aus
X = m fragt wo x in A, liegt
; m beantwortet die Frage ﬁ ) |
~N a wahlt Kante uv mit x € 1,,,

= beantwortet die Frage toriere | ™ fragtwo x in A, liegt
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Fractional Cascading — etwas allgemeiner == i
Ausgangssituation 2 (17[25

m gerichteter Graph G = (V, E) P~

= pro Knoten v: sortiertes Array A, (oo, °°) 6|7]17]22
® pro Kante e: ein Intervall I, ‘

® fir jede Zahl x und v € V ist der Grad [3,29] oL

von v bzgl. Kanten e mit x € I, konstant
Ein Spiel zwischen Alice und Bob

. wdarf Datenstrukturen 7" ®suchtsich eine Zahl x aus
=Y vorberechnen /4 <+ ®msuchtsichein u €V aus
L=y _ [ & wfragtwo xin A, liegt
; m beantwortet die Frage H . -
< m wahlt Kante uv mitx € 1,

= beantwortet die Frage iteriere | fragt wo x in A, liegt

Ahnlich wie bei dem Pfad erhilt man (ohne Beweis)
® Vorberechnung: O(s) Zeit und O(s) Platz
m Anfrage: O(log s) fur die erste, danach O(1) (s = Gesamtgro3e der Arrays)
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Zuruck zu den Bereichsanfragen A“(IT

2-D: O(nlog n) Vorberechnung/Speicher und O(log n + k) pro Anfrage
jede weiter Dimension: kostet einen log n Faktor
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Zuruck zu den Bereichsanfragen ﬂ(".

2-D: O(nlog n) Vorberechnung/Speicher und O(log n + k) pro Anfrage
jede weiter Dimension: kostet einen log n Faktor

Genauere Laufzeitbetrachtung des 3D-Falls

= Anfrage: X X a3, bs]
Richtung: z
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Genauere Laufzeitbetrachtung des 3D-Falls

= Anfrage: X X |as, bs]
Richtung: z
® bindrer Suchbaum fir X*Richtung

® jeder Knoten des x-Baums enthalt 2D-DS  (auf der zugehérigen Punktemenge)
= suche nach [&2,'b3] x [as, bs] in den 2D-Datenstrukturen fiir @(I6gH) Knoten
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Zuruck zu den Bereichsanfragen Q(IT

2-D: O(nlog n) Vorberechnung/Speicher und O(log n + k) pro Anfrage
jede weiter Dimension: kostet einen log n Faktor

Genauere Laufzeitbetrachtung des 3D-Falls
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Richtung: z
® bindrer Suchbaum fir X*Richtung
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= suche nach [&2,'b3] x [as, bs] in den 2D-Datenstrukturen fiir @(I6gH) Knoten

® bindrer Suchbaum fir y=Richtung

= nach z sortiertes Array flr jeden Knoten im y=Baum
= suche nach [as, bs] im z-Array der y=Wurzel

= |laufe [pEBaUM runter (suche [a31B3], verfolge [as, bs])
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® bindrer Suchbaum fir y=Richtung

= nach z sortiertes Array flr jeden Knoten im y=Baum
= suche nach [as, bs] im z-Array der ly=Wurzel — O(log n)

= laufe [f#Balim runter (suche [a,B2], verfolge [as, bs])  — O(loghn)
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Zuruck zu den Bereichsanfragen Q(IT

2-D: O(nlog n) Vorberechnung/Speicher und O(log n + k) pro Anfrage
jede weiter Dimension: kostet einen log n Faktor

Genauere Laufzeitbetrachtung des 3D-Falls
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= suche nach [as, bs] im z-Array der ly=Wurzel — O(log n)

= laufe [f#Balim runter (suche [a,B2], verfolge [as, bs])  — O(loghn)
® Gesamtlaufzeit: O(-- log n +-' -
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=l6g7 - log n werden wir ,leicht” los:
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Zuruck zu den Bereichsanfragen Q(IT

2-D: O(nlog n) Vorberechnung/Speicher und O(log n + k) pro Anfrage
jede weiter Dimension: kostet einen log n Faktor

Genauere Laufzeitbetrachtung des 3D-Falls

= Anfrage: X X |as, bs]
Richtung: z
® bindrer Suchbaum fir X*Richtung

® jeder Knoten des x-Baums enthalt 2D-DS  (auf der zugehérigen Punktemenge)
= suche nach [&2,'b3] x [as, bs] in den 2D-Datenstrukturen fiir @(I6gH) Knoten

® bindrer Suchbaum fir y=Richtung

= nach z sortiertes Array flr jeden Knoten im y=Baum
= suche nach [as, bs] im z-Array der ly=Wurzel — O(log n)

= laufe [pEBalimi runter (suche [a2, B2], verfolge [as, bs])  — Of(loghn)
® Gesamtlaufzeit: O(-- log n +-' -

LA AT [mns Ziel im Folgenden: |
=l6g7 - log n werden wir ,leicht los: duziere im  2D-Fall
= suche nach [as, bs] im z-Array der xSWarzel log n uf log n

= verfolge [as3, bs] beim runterlaufen im x=Bauim (einmal nach z suchen)

.
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Halbe 2D-Bereichsanfragen

Thomas Blasius — Algorithmische Geometrie

AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Ziel im Folgenden:
reduziere im 2D-Fall
log n + log n auf log n

(einmal nach z suchen)
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Halbe 2D-Bereichsanfragen AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Halbe Bereichsanfragen sind halb so schwer Ziel im Folgenden:
m Ziel: baue Datenstrukiur, die alle Punkte in |feduziere im 2D-Fal

(EGoNBa] I (B6B3] findet (statt [Bayba]  [as, bs) | 50 oEMaulegr

 (einmal nach z suchen)
4

b3

a3—
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Halbe 2D-Bereichsanfragen ﬂ(".

ut far Technologie

Halbe Bereichsanfragen sind halb so schwer Ziel im Folgenden:
m Ziel: baue Datenstruktur, die alle Punkte in |reduziere im 2D-Fall

_flnolet (statt [BauBa] ~ [a, b)) | 8" loEmaullogn

 (einmal nach z suchen)

‘4 Alternative Sichtweise
= schieBe Strahlen von den 4 _ | |} l
ba- . Punkten nach oben y l J
2 m Strahl von (b,, bs) nach links X
$ L
y
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Halbe 2D-Bereichsanfragen AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Halbe Bereichsanfragen sind halb so schwer Ziel im Folgenden:
m Ziel: baue Datenstruktur, die alle Punkte in |reduziere im 2D-Fall

_flnolet (statt [BauBa] ~ [a, b)) | 8" loEmaullogn

 (einmal nach z suchen)

Alternative Slchtwelse

= schieBe Strahlen von den ZL . l
Punkten nach oben

m Strahl von (b,, b3) nach links

®m kreuzende Strahlen liefern
y gewunschte Punkte
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Halbe 2D-Bereichsanfragen %(IT

Halbe Bereichsanfragen sind halb so schwer Ziel im Folgenden:
m Ziel: baue Datenstruktur, die alle Punkte in {ﬁg‘ffﬁig ;”;ufz;gg'ia”

(—OO, b2] X (—OO, b3] findet (Statt [32, b2] X [33, b3]) k(einmal o 2 suehEi)
“4 Z) Alternative Sichtweise

° o w=schieBe Strahlen von den ZL l l
bs7 o bsproooo 2 o  Punkten nach oben l J
ay o« m Strahl von (b,, bs) nach links
. " _ wkreuzende Strahlen liefern
y b, ¥ gewinschte Punkte

Finde die kreuzenden Strahlen
® sammle die kreuzenden Strahlen von links auf
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Halbe 2D-Bereichsanfragen

AT
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Halbe Bereichsanfragen sind halb so schwer

m Ziel: baue Datenstruktur, die alle Punkte iIn
(—OO, b2] X (—OO, b3] findet (Statt [32, b2] X [33, b3])

Ziel im Folgenden:
reduziere im 2D-Fall
log n + log n auf log n

(einmal nach z suchen)

Finde die kreuzenden Strahlen
® sammle die kreuzenden Strahlen von links auf
® pro Schritt: eine Suche in z-Richtung

7 Thomas Blasius — Algorithmische Geometrie

Z A Alternative Sichtweise
* o mschieBe Strahlen von den ZL
o brpaasaass 2 o  Punkten nach oben
o« m Strahl von (b,, bs) nach links
. ° m kreuzende Strahlen liefern
y » v gewlnschte Punkte

llw

Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Halbe 2D-Bereichsanfragen

AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Halbe Bereichsanfragen sind halb so schwer

m Ziel: baue Datenstruktur, die alle Punkte iIn
(—OO, b2] X (—OO, b3] findet (Statt [32, b2] X [33, b3])

Ziel im Folgenden:
reduziere im 2D-Fall
log n + log n auf log n

(einmal nach z suchen)

Finde die kreuzenden Strahlen
® sammle die kreuzenden Strahlen von links auf
® pro Schritt: eine Suche in z-Richtung
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* o mschieBe Strahlen von den ZL
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Zahle die Zellen A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Wie viele Zellen erhalten wir (mit und ohne fractional cascading)?
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Zahle die Zellen A“(IT

Wie viele Zellen erhalten wir (mit und ohne fractional cascading)?
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Allgemeines Framework vs. konkrete Situation A“(IT

ZielfUuhrende Denkweise
® mentaler Shortcut: mehrfache Suche nach der gleichen Zahl
— fractional cascading hilft vermutlich

® konkrete Situation: problemspezifische Argumentation oft einfacher als es
in das fractional-cascading-Framework zu pressen
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Halbe 3D-Bereichsanfragen A“(IT

Gerade gesehen AusgabegroiRe
= Anfragen der Form (=60, B3] x (—o0, bs] in O(log n + k) (DS1)
eine Suche in z-Richtung

10 Thomas Blasius — Algorithmische Geometrie Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



T

Halbe 3D-Bereichsanfragen e s

Gerade gesehen AusgabegréBe

= Anfragen der Form (=60, B3] x (—o0, bs] in O(log n + k) (DS1)
eine Suche in z-Richtung

Jetzt

= Anfragen der Form [[aiii5i] > (60, b2] x (—o0, bs]
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eine Suche in z-Richtung
Jetzt
® Anfragen der Form [[ay, b1| x (—00, ba] x (—o0, bs]

Wir wissen schon, wie das geht...
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l”‘wll
N t ‘ (DS1)

Muss ich jetzt nicht in O(log n) vielen (DS1) suchen?
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Zwei Halbe ergeben ein Ganzes A“(IT

Lemma (DS2)
Fir n Punkte in R® kénnen [a;, b;] x (—o0, by] x (—o0, b3]-Anfragen nach
O(nlog n) Vorber. mit O(nlog n) Speicher in O(log n + k) Zeit beantworten.

.
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Vorgehen im Folgenden
m nutze (DS2) als black box
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® nutze dabei y-invertierte Variante von (DS2) fur Anfragen der Form [a;, o)

Konnen wir nicht einfach den Schnitt der Anfragen berechnen?
[a1, b1] X [a2, b2] X [a3, b3] = [a1, b1] X (—00, bo] X (—o0, b3] N [a1, b1] X [a2, 20) X [a3, 0)
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Vorgehen im Folgenden
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® finde Transformation, die aus (—oo, by| ein [a,, bp] macht
® nutze dabei y-invertierte Variante von (DS2) flr Anfragen der Form [a,, co)

Konnen wir nicht einfach den Schnitt der Anfragen berechnen?
[a1, b1] X [a2, b2] X [a3, b3] = [a1, b1] X (—00, bo] X (—o0, b3] N [a1, b1] X [a2, 20) X [a3, 0)

Lemma (DS3)
Fir n Punkte in R3 kénnen wir [ay, b;] x [a, bs] x (—o0, b3]-Anfragen nach

O(n log® n) Vorber. mit O(nlog® n) Speicher in O(log n+ k) Zeit beantworten.

Theorem (DS4)
Fir n Punkte in R3 kdnnen wir [a;, bi] x [a0, by] x [as, b3]-Anfragen nach

O(n log® n) Vorber. mit O(nlog® n) Speicher in O(log n+ k) Zeit beantworten.

Thomas Blasius — Algorithmische Geometrie Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



AT

Intervall in y-Richtung

Vereinfachte Sichtweise
m ignoriere x- und z-Richtung

m (DS2) erlaubt uns Anfragen der Form [a,, co) und (—o0, by]
m Ziel: baue neue Datenstruktur, die Anfragen der Form [a,, b] erlaubt
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Intervall in y-Richtung e i Mot

Vereinfachte Sichtweise
m ignoriere x- und z-Richtung

m (DS2) erlaubt uns Anfragen der Form [a,, co) und (—o0, by]
m Ziel: baue neue Datenstruktur, die Anfragen der Form [a,, b] erlaubt

Binarer Suchbaum in y-Richtung

ar b2
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Intervall in y-Richtung

Vereinfachte Sichtweise
m ignoriere x- und z-Richtung

m (DS2) erlaubt uns Anfragen der Form [a,, co) und (—o0, by]
m Ziel: baue neue Datenstruktur, die Anfragen der Form [a,, b] erlaubt
Binarer Suchbaum in y-Richtung

® Suchen nach a, und b, trennen sich an Knoten v
® Suche nach a: — vy, Suche nach by: — v,

a’ b2
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m (DS2) erlaubt uns Anfragen der Form [a,, co) und (—o0, by]
m Ziel: baue neue Datenstruktur, die Anfragen der Form [a,, b] erlaubt

Binarer Suchbaum in y-Richtung
® Suchen nach a, und b, trennen sich an Knoten v
® Suche nach a: — vy, Suche nach by: — v,

® Anfragen an (DS2): [a,, c0) auf Punkten in T,
(—o0, bo] auf Punktenin T,
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Intervall in y-Richtung e e

Vereinfachte Sichtweise
m ignoriere x- und z-Richtung

m (DS2) erlaubt uns Anfragen der Form [a,, co) und (—o0, by]
m Ziel: baue neue Datenstruktur, die Anfragen der Form [a,, b] erlaubt

Binarer Suchbaum in y-Richtung

® Suchen nach a, und b, trennen sich an Knoten v

® Suche nach a: — vy, Suche nach by: — v,

® Anfragen an (DS2):  [a,, o0) auf Punkten in T,
und (—o0, bo] auf Punktenin T,
m | aufzeit: O(logn + logn + k)

suche in y-Baum zwei Anfragen in (DS2)
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m Ziel: baue neue Datenstruktur, die Anfragen der Form [a,, b] erlaubt

Binarer Suchbaum in y-Richtung

® Suchen nach a, und b, trennen sich an Knoten v

® Suche nach a: — vy, Suche nach by: — v,

® Anfragen an (DS2): [a,, c0) auf Punkten in T,
und (—o0, bo] auf Punktenin T,
m | aufzeit: O(logn + logn + k)

suche in y-Baum zwei Anfragen in (DS2)

m Speicherplatz: O(log n) - (Platz far DS2)
\Warum?|
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Lemma (DS3)]
Fir n Punkte in R3 kénnen wir [ay, b;] x [a, bs] x (—o0, b3]-Anfragen nach
O(n log® n) Vorber. mit O(nlog® n) Speicher in O(log n+ k) Zeit beantworten.
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AT

. Z o
Intervall in"y-Richtung ~ =20800%

Vereinfachte Sichtweise

® [gnorjere x- und %Richtung

o (DSX% erlaubt uns Anfragen der Form [a33 c0) und (—oo, bs]

m Ziel: baue neue Datenstruktur, die Anfragen der Form [ax3 by] erlaubt

Binarer Suchbaum in ){-Richtung

® Suchen nach asund bs’trennen sich an Knoten v

= Suche nach as® — v;, Suche nach bs: — v,

= Anfragen an (DS2):  [as oo% auf Punkten in T,
und (—o0, bg] auf Punktenin T,

m | aufzeit: O(log n + log n + k) 3

suche in Z)(—Baum zwei Anfragen in (DS2) 3

m Speicherplatz: O(log n) - (Platz far DS2)

\Warum?|

Lemnta Theorem (DSS)

Fir n Punkte in R3 kbnnen wir [al bi] x [a2, by] X (/e@ bs]-Anfragen nach

O(nlog n) Vorber. mit O(nlog® n) Speicher in O(log n+ k) Zeit beantworten.
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The Big Picture ﬂ(".

(DS4) BBl ~ 52 521 < [#5. b
Vorber.: O(nlog> n)
Speicher: O(nlog? n)
Anfrage: O(log n + k)
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The Big Picture A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

(DS4) [[a1. Bil| x [22, b2] x [as, bs]
z-Baum Vorber.: O(nlog? n)
Speicher: O(nlog? n)
Anfrage: O(log n + k)
® suche nach a3, b3 in z-Baum
as b3 ® Suche teilt sich: 2 Anfragen an (DS3)
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The Big Picture

T

Karlsruher Institut fur Technologie

/A

z-Baum

é3 1'33

(DS3) [[EVAL] x [22, b2] x (—oo, bs]
Vorber.: O(nlog?® n)
Speicher: O(nlog? n)
Anfrage: O(log n + k)

(DS4) [[a1, 1] x [a2, b2] x [a3, bs]
Vorber.: O(nlog> n)
Speicher: O(nlog> n)
Anfrage: O(log n + k)

® suche nach a3, b3 in z-Baum
® Suche teilt sich: 2 Anfragen an (DS3)
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E'?2 [')2
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The Big Picture

T

Karlsruher Institut fur Technologie

/A

z-Baum

é3 1'33

(DS4) [[a1, 1] x [a2, b2] x [a3, bs]
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(DS3) [[EVAL] x [22, b2] x (—oo, bs]
Vorber.: O(nlog?® n)
Speicher: O(nlog? n)
Anfrage: O(log n + k)
® suche nach @&z, b2 In y-
Baum
@ Suche teilt sich:
2 Anfragen an (DS2

y-Baum

E'?2 [')2

(DS2)|[a1, b1] x (—o0, ba] x (—o0, bs]

Vorber.: O(nlog n)
Speicher: O(nlog n)

Anfrage: O(log n + k)
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The Big Picture

z-Baum

é3 1'33

(DS4) (5161 x [22, ba] x [a3, bs]

Vorber.: O(nlog> n)

Speicher: O(nlog? n)

Anfrage: O(log n + k)

® suche nach a3, b3 in z-Baum

® Suche teilt sich: 2 Anfragen an (DS3)

(DS3) [[EVAL] x [22, b2] x (—oo, bs]
Vorber.: O(nlog?® n)
Speicher: O(nlog? n)
Anfrage: O(log n + k)
® suche nach ag, by In y-
Baum
® Suche teilt sich:
2 Anfragen an (DS2

y-Baum

é2 [')2

x-Baum

él [)1
(DS2) [a1, bi]| < (—o0, b2] x (—00, bs]
Vorber.: O(nlog n)
Speicher: O(nlog n)
Anfrage: O(log n + k)
® suche nach z in Wurzel
® |aufe x-Baum runter; folge z

® in den x-Teilbaumen: Anfrage

an (DS1) (mit z-Startpos.)
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The Big Picture

T

Karlsruher Institut fur Technologie

/A

(DS4) (5161 x [22, ba] x [a3, bs]

z-Baum Vorber.: O(nlog> n)
Speicher: O(nlog? n)
Anfrage: O(log n + k)
® suche nach a3, b3 in z-Baum
as b3 ® Suche teilt sich: 2 Anfragen an (DS3)

(DS3) [a1, b1] x [a2, b2] x (—o0, b3]
Vorber.: O(nlog?® n)

Speicher: O(nlog? n) x-Baum
Anfrage: O(log n + k)
® suche nach ag, by In y-
Baum . )
® Suche teilt sich: 1 1

(DS2) [a1, bi]| < (—o0, b2] x (—00, bs]
Vorber.: O(nlog n)

Speicher: O(nlog n)
Anfrage: O(log n + k)

® suche nach z in Wurzel

® |aufe x-Baum runter; folge z

® in den x-Teilbaumen: Anfrage

2 Anfragen an (DS2

y-Baum

an

by

an (DS1) (mit z-Startpos.)

(DS1) (=65B3]  (—00, b3]
Anfrage: O(k)
Vorber.: O(n) (wenn Punkte sortiert)
Speicher: O(n)
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The Big Picture

T

Karlsruher Institut fur Technologie

/A

z-Baum

é3 1'33

(DS4) [[a1, 1] x [a2, b2] x [a3, bs]
Vorber.: O(nlog> n)
Speicher: O(nlog> n)
Anfrage: O(log n + k)

® suche nach a3, b3 in z-Baum

® Suche teilt sich: 2 Anfragen an (DS3)

(DS3) [[EVAL] x [22, b2] x (—oo, bs]
Vorber.: O(nlog?® n)
Speicher: O(nlog? n)
Anfrage: O(log n + k)
® suche nach ag, by In y-
Baum
® Suche teilt sich:
2 Anfragen an (DS2

y-Baum

an

by

x-Baum

él [)1
(DS2) [a1, bi]| < (—o0, b2] x (—00, bs]
Vorber.: O(nlog n)
Speicher: O(nlog n)
Anfrage: O(log n + k)
® suche nach z in Wurzel
® |aufe x-Baum runter; folge z

® in den x-Teilbaumen: Anfrage

an (DS1) (mit z-Startpos.)

(DS1) (E=6ob3] x (—oo, bs]

Anfrage: O(k)

Vorber.: O(n) (wenn Punkte sortiert)
Speicher: O(n)

® z-Startposition bekannt

® |aufe in y-Richtung; folge z
® gibt geschnittene Strahlen

T E ]
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Zusammenfassung AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Heute gesehen

m fractional cascading: nur einmal Suchen und dann Zeigern folgen ist bes-
ser als immer neu zu suchen
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Heute gesehen

m fractional cascading: nur einmal Suchen und dann Zeigern folgen ist bes-
ser als immer neu zu suchen
@ Vereinfachung von Bereichsanfragen: (—oo, b| statt [a, b]

® schone geometrische Losung fur (—oo, by| x (—o0, bs]
® Transformation, die aus (—oo, b| ein [a, b] macht

Theorem (DS4) d > 3)
Fir n Punkte in R? kédnnen wir Bereichsanfragen nach O(nlog® n) Vorbe-
rechnung mit O(nlog® n) Speicher in O(log”~* n + k) Zeit beantworten.
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Fir n Punkte in R? kédnnen wir Bereichsanfragen nach O(nlog® n) Vorbe-
rechnung mit O(nlog® n) Speicher in O(log”~* n + k) Zeit beantworten.

Was gibt es sonst noch
m diverse Anwendungen fir fractional cascading
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Was gibt es sonst noch
m diverse Anwendungen fir fractional cascading
® dynamische Varianten: Punkte I6schen und einfligen
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O(n - (log n/ log log n)9—3) Speicher

14 Thomas Blasius — Algorithmische Geometrie Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Zusammenfassung AT
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Heute gesehen
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Was gibt es sonst noch
m diverse Anwendungen fir fractional cascading
® dynamische Varianten: Punkte I6schen und einfligen
m O(log n - (log n/ log log n)?—3 4 k) Anfragen
O(n - (log n/ log log n)9—3) Speicher
® noch bessere Schranken im Word-RAM-Modell
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