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Wiederholung: Kernbildung A\‘(IT

Reduktionsregel minimiere: > Xy
. . . veV
m |0se die LP-Relaxierung — (xv),cv sodass: 0<x, <1firveV
afalls Y x, > k = NEIN-Instanz Xg+x,>1flruvecE
veV

m sonst wahle V4, I10sche Vp U V4 und verringere kK um | V4]

Lemma: Die Reduktionsregel ist sicher.]

~N

Theorem
Fur VERTEX CoVER kann ein Kern mit maximal 2k Knoten

in O(?7?) Zeit berechnet werden.

Beweis

® wir konnen annehmen, dass >  x, < k (sonst: triviale Nein-Instanz)
veV

veV

Laufzeit: dominiert durch losen des LPs

Thomas Blasius - Parametrisierte Algorithmen Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



4

AT

Nachtrag: Verbesserte Laufzeit el

Konstruktion einen Hilfsgraphen
m spalte jeden Knoten v auf in v, (gelb) und v, (blau)

® Ubernehme Kanten aber nur zwischen gelb und blau
m resultierender bipartiter Graph: H mit Knotenmenge V,U V,

— > minimiere: > Xv
veV
sodass: 0<x, <1furveV

X, +x,>1flruveE

Behauptung
®VC Sin H liefert Lésung firs LP mit x, € {0, 3,1} und umgekehrt, sodass
318 =2 xv

veV

VC — LP-Losung
mfir VC Sin H: setze x, = 3|{vg, vy} N S| flralle ve V

mklar: 3|S|= Y xv

veV
® auflerdem: {u, v} € E impliziert |{ug, up, Vg, vp} N S| > 2 = Xy + Xy > 1
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AT

Nachtrag: Verbesserte Laufzeit el

Konstruktion einen Hilfsgraphen
m spalte jeden Knoten v auf in v, (gelb) und v, (blau)

® Ubernehme Kanten aber nur zwischen gelb und blau
m resultierender bipartiter Graph: H mit Knotenmenge V,U V,

— > minimiere: > Xv
veV
sodass: 0<x, <1furveV

X, +x,>1flruveE

Behauptung
O VC Sin H liefert Lésung firs LP mit x, € {0, 3,1} und umgekehrt, sodass

’S’ > Xv

veV

LP-Losung — VC
® flr LP-Lésung (xy),cy definiere S: vye S x, > und v, € S& x, =1

mklar: 3|S|= Y xv

veV
® aullerdem: x, + x, > 1 sorgt dafur, dass jede Kante abgedeckt wird
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Nachtrag: Verbesserte Laufzeit

Konstruktion einen Hilfsgraphen

m spalte jeden Knoten v auf in v, (gelb) und v, (blau)

® Ubernehme Kanten aber nur zwischen gelb und blau

m resultierender bipartiter Graph: H mit Knotenmenge V,U V,

 » minimiere: > Xv
veV
sodass: 0<x, <1furveV

X, +x,>1flruveE

Behauptung
®VC Sin H liefert Losung firs LP mit x, € {0, }, 1} und umgekehrt, sodass

%’S’ = > Xv

veV

~

Lemma
Das LP kann gelost werden, indem man ein VC in einem bipartiten Gra-

phen ausrechnet. Dies geht in O(m+/n).

Laufzeit: siehe Ubung
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Wiederholung: Beschrankter Suchbaum e e

Problem: VERTEX COVER a
Gegeben sind ein Graph G = (V, E) und ein Parameter k.
Gibt es ein Vertex Cover der GrolRe k?

(Knotenmenge V' C V miten V' #( fur alle e € E) O
noch zu uberdeckender Teilgraph gewahlte Knoten & uberdeckte Kanten
Jede Kante muss noch Uberdeckt Gibt es ein Vertex Cover mit
werden — wahle eine beliebige maximal kK = 3 Knoten?

— T
f? K fur Kante {u, v} muss u oder v enthalten sein i&i
( — binare Entscheidung W

o) L» O Losungen der o

N (f@M PN Y
NE RSN 25
s AN izt AR A
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Kernbildung und Suchbaume

Branch-and-Reduce
® wende Reduktionsregeln so
lange wie moglich an

®m keine Regel anwendbar: ver-
zweige einmal

reduce
[ ] [ ]

. &

e o o o
°

o o o
o o o
o o

o o o
o o
e o o o
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Untere Schranken und Parameter

Bessere Parameter als Losungsgrof3e

® sei /(G) Untere Schranke fur das minimale Vertex Cover in G
® /(@) sollte effizient berechenbar sein

® Beispiel: /. p(G) = optimale Losung der LP-Relaxierung

Problem: VERTEX COVER ABOVE LP Q
Gegeben sind ein Graph G = (V, E) und ein Parameter k.

Gibt es ein Vertex Cover der Grolse 7, p(G) + k?
(Knotenmenge V' C V miten V' #0 far alle e € E) O

.

Heute
® FPT-Algorithmus fur VERTEX COVER ABOVE LP

® beachte: vc(G) (bisheriger Parameter) ist meist deutlich groRer als
ve(@) — ¢ p(G) (neuer Parameter)
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Branch-and-Reduce ot

Reduktionsregel

® wenn die LP-Relaxierung eine Losung hat, bei der
nicht Vil =n, dann reduziere auf G

Verzweigungsregel
m fur eine Kante uv, betrachte die Instanzen G — u
und G—v

LWie muss der Parameter angepasst werden?)

Reduktionsregel
m es werden | V4| Knoten zum VC hinzugefugt

B lp(Gy) = (p(G) — [ VA

® G hat VC der GrofSe 7 p(G) + k &
G% hat VC der GrolSe ng(G) + K — |V1| = KLP(G%) + K

= der Parameter wird nicht verandert

Verzweigungsregel
. . - Problem: VERTEX COVER ABOVE LP
® ein Knoten zum VC hlnzugefugt Gegeben sind ein Graph G = (V, E) und ein Parameter k.

Gibt es ein Vertex Cover der GroBe /.p(G) + k?

® aber wie verandert sich /.p(G)? (Knotenmenge V' C V mit en V' #0 fur alle e ¢ E)
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Wie groB ist ¢, p(G)? Wie verandert es sich beim Branching?

Untere Schranken

0 1
(A—Y

untere Schranke: 1,5 2
nach Branching: 1 1
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Lemma
Die LP-L6sung, die alles auf J setzt ist die einzige Losung genau dann,
wenn ELP(G— V) = pr(G) — % fur alle v e V.

.

Beweis

alles auf ; ist die einzige Loésung < ¢, p(G — v) = (1p(G) — 5 fur alle ve V
® angenommen, es gibt eine Losung mit x, = 1 fur einen Knoten v

® die gleichen Werte (abgesehen von x,) liefern Losung fur G — v

® also hat G — v eine Losung der GrolSe /,p(G) — 1

alles auf ; ist die einzige Losung = ¢, p(G — v) = (1p(G) — 5 fUr alle ve V
mklar: ¢,p(G— v) < £p(G) — 5 (I6sche v aus Lésung fir G)
® angenommen, {p(G — V) < {1p(G) — %

® dann gibt es Losung fur G — v mit Wert maximal /.p(G) — 1
® hinzufugen von v mit x, = 1 liefert optimale Losung fur G
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Branch-and-Reduce

Reduktionsregel

® wenn die LP-Relaxierung eine Losung hat, bei der
nicht Vil =n, dann reduziere auf G

® Parameter bleibt unverandert

Reduktionsregel ist sicher
® siehe Beweis zur Kernbildung in letzter Vorlesung
® Parameter unverandert lassen ist korrekt: vorhin gesehen

Problem: VERTEX COVER ABOVE LP
Gegeben sind ein Graph G = (V, E) und ein Parameter k.

Gibt es ein Vertex Cover der GroBe /.p(G) + k?
(Knotenmenge V' C V mit en V' # 0 flr alle e € E)
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Branch-and-Reduce

Reduktionsregel

® wenn die LP-Relaxierung eine Losung hat, bei der
nicht Vil =n, dann reduziere auf G

® Parameter bleibt unverandert
Verzweigungsregel LWie muss der Parameter angepasst werden?w

® fur eine Kante uv, betrachte die Instanzen G-uund G- v
® es wird ein Knoten zum VC hinzugefugt

B/ p(G-V)=/(p(QG)— % (siehe Lemma)
® G hat VC der Grolke /. p(G) + k &

G — v hat VC der GroRe ¢p(G) +k —1=4p(G— V) + Kk —% oder
G — u hat VC der Grolse ELP(G) +k—-1= pr(G— U) + K — 5

= Parameter um ; verringern  [temma

Die LP-L6sung, die alles auf } setzt ist die einzige Lésung
genau dann, wenn {p(G - v) = {1p(G) — 3 fur alle ve V.

Problem: VERTEX COVER ABOVE LP
Gegeben sind ein Graph G = (V, E) und ein Parameter k.

Gibt es ein Vertex Cover der GroBe /.p(G) + k?
(Knotenmenge V' C V mit en V' # 0 flr alle e € E)
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Branch-and-Reduce

Reduktionsregel

® wenn die LP-Relaxierung eine Losung hat, bei der
nicht Vil =n, dann reduziere auf G

® Parameter bleibt unverandert

Verzweigungsregel
m fur eine Kante uv, betrachte die Instanzen G—uund G- v
= verkleinere k um J (in beiden Instanzen)

Laufzeit
® Verzweigungsbaum hat maximal 2k Level

m und damit maximal 22k = 4k Blatter
@ Reduktionsregel: polynomiell

. Lemma |
Wle? > Nutze das Lemma! Die LP-L6sung, die alles auf } setzt ist die einzige Lésung

genau dann, wenn {p(G - v) = {1p(G) — 3 fur alle ve V.

Problem: VERTEX COVER ABOVE LP
Gegeben sind ein Graph G = (V, E) und ein Parameter k.

Gibt es ein Vertex Cover der GroBe /.p(G) + k?
(Knotenmenge V' C V mit en V' # 0 flr alle e € E)
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Zusammenfassung

~

Problem: VERTEX COVER ABOVE LP o
Gegeben sind ein Graph G = (V, E) und ein Parameter k.

Gibt es ein Vertex Cover der Grolse /. p(G) + k?
(Knotenmenge V' C V miten V' #( fur alle e € E) O

.

Theorem
Fir VERTEX COVER ABOVE LP gibt es einen FPT-Algo mit Laufzeit 4% . n©0),

Matching als untere Schranken

m die Grolse /y(G) eines maximalen Matchings in G ist untere Schranke
® beachte: /u(G) < /. p(G) (Dualitat der linearen Programme)

® Algo von heute zeigt auch FPT fur VERTEX COVER ABOVE MATCHING

Bessere untere Schranke
® 2/ p(G) — /u(@) ist ebenfalls eine untere Schranke

m die Schranke ist starker als ¢, p(G)
® VERTEX COVER ABOVE 2/ p(QG) — {m(G) ist FPT
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