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m verteile n Knoten zufallig in einer Kreisscheibe mit Radius R
m verbinde zwei Knoten, wenn ihre Distanz maximal 1 ist

Fragen im Folgenden

® Wie kann man zufallige Punkte in einer Kreisscheibe generieren?

® Was ist der erwartete Knotengrad eines Knotens?

= Wie sollte man R wahlen? r2s

= Was passiert, wenn man die hyperbolische statt 47 &
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Koordinatensystem

® benutze Polarkoordinaten

= jeder Knoten v hat Winkel ¢, € [0, 27) und Radius r, € [0, R)
Zufallige Positionen

® generiere einfach zwei Zufallszahlen: eine in [0, 27) und eine in [0, R)
m Problem: das verteilt die Punkte nicht ,gleichmaf3ig”

Beispiel:
® 100 Knoten mit (¢, r) uniform v
gezogen aus [0, 27) x [0, R) [v
’  Wahrscheinlichkeit fir ~ und M ist gleich Py ;
® Flache von [ ist viel groBer 0,

m Ziel: fOr jede Region A ist die Wkt. fir v € A
proportional zur Flache von A

® — ziehe r € [0, R) mit P[r < x| = ;’—é = x?/R?

® f,(x) = P[r < x] ist die Verteilungsfunktion der Zufallsvariable r
(Englisch: cumulative distribution function (CDF))
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Erwarteter Knotengrad von v
m Ziel: berechne Erwartungswert der Zufallsvariable deg(v)

m betrachte fir jeden Knoten v # v die Indikatorvariable I, = (1)' ‘;Lgn‘; ‘t/ cE
m dann gilt: .
deg(v) = L,

u#v
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Erwarteter Knotengrad von v
m Ziel: berechne Erwartungswert der Zufallsvariable deg(v)

®m petrachte fUr jeden Knoten v # v die Indikatorvariable I, = L fruvek
' 0, sonst
m dann gilt:
deg(v) =Y I, = E[deg(V)] =E|S L/| =Y E[L] = (n—1)P[uv € E]
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Wahrscheinlichkeit flir uv € E
® yv € E genau dann wenn u im Einheitskreis um v liegt
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Erwarteter Knotengrad von v
m Ziel: berechne Erwartungswert der Zufallsvariable deg(v)

®m petrachte fUr jeden Knoten v # v die Indikatorvariable I, = L fruvek
' 0, sonst
m dann gilt:
deg(v) =Y I, = E[deg(V)] =E|S L/| =Y E[L] = (n—1)P[uv € E]
u=#v u#v uAv

Wahrscheinlichkeit flir uv € E
® yv € E genau dann wenn u im Einheitskreis um v liegt

Flache Einheitskreis 1

Gesamtflaiche @~ 7R2 R2

Pluv € E| =
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Erwarteter Knotengrad

Erwarteter Knotengrad von v
m Ziel: berechne Erwartungswert der Zufallsvariable deg(v)

= betrachte fiir jeden Knoten u # v die Indikatorvariable I,, = (1)’ :;rn‘;‘t/ cE
® dann gilt: '
deg(v) => I, = E[deg(v)]=E|> IL/| = E[L]=(n—1)Pluv € E]
u=#v u#v u#v

Wahrscheinlichkeit flir uv € E
® yv € E genau dann wenn u im Einheitskreis um v liegt

Pluv € E] = Flache Einheitskreis = 1

ad - Gesamtflache @ wR2 R?
—1

= E[deg(v) | <R —1] = ”R2

Randfalle

m das stimmt natarlich nur wenn v nicht zu nah am Rand liegt
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Erwarteter Knotengrad von v
m Ziel: berechne Erwartungswert der Zufallsvariable deg(v)

= betrachte fiir jeden Knoten u # v die Indikatorvariable I,, = (1)’ :;rn‘;‘t/ cE
® dann gilt: '
deg(v) = ZI” = E[deg(v)] = E [Z Iu} = Z E[I.] = (n— 1)P[uv € E]
u#v u#v u#v

Wahrscheinlichkeit fur uv € E
® yv € E genau dann wenn u im Einheitskreis um v liegt

Pluv € E] = Flache Einh?itskreis o 1

Gesamtflache . TR?2 R2
n—

= E[deg(v) | nn < R—-1] =
Randfalle
m das stimmt natarlich nur wenn v nicht zu nah am Rand liegt

m eigentlich hatten wir gerne E[deg(v)] in Abhangigkeit von r,
(— bedingter Erwartungswert E[deg(v) | rv])

R2
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' 0, sonst
® dann gilt:
deg(v) =Y I, = E[deg(V)] =E|S L/| =Y E[L] = (n—1)P[uv € E]
u=#v u#v uAv

Wahrscheinlichkeit flir uv € E
® yv € E genau dann wenn u im Einheitskreis um v liegt

Pluv € E] = Flache Einheitskreis = 1
~ Gesamtfliche @ 7R2 R2
n—1
= E[deg(v) | nn < R—-1] = %
Randfalle

m das stimmt natarlich nur wenn v nicht zu nah am Rand liegt

m eigentlich hatten wir gerne E[deg(v)] in Abhangigkeit von r,
(— bedingter Erwartungswert E[deg(v) | rv])

m das kann man ausrechnen, muss man aber nicht
(wenn man sich nur far gro3e n interessiert)
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Abschatzung bei konstantem Durchschnittsgrad A“(IT

Intuition
m sei der gewunschte Durchschnittsgrad d konstant

® fur wachsendes n muss R auch wachsen

n—1
E[deg(v) | rv < R—1] =
R2

eben gezeigt: w
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Abschatzung bei konstantem Durchschnittsgrad A“(IT

Intuition | eben gezeigt: 1
m sei der gewlnschte Durchschnittsgrad d konstant |gjdeg(v)|r, <R —1] = ”_2
® fUr wachsendes n muss R auch wachsen i

® Knoten mit Radius > R — 1 machen nicht viel aus
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Intuition
m sei der gewunschte Durchschnittsgrad d konstant

m fUr wachsendes n muss R auch wachsen
® Knoten mit Radius > R — 1 machen nicht viel aus

= setze zundchst R = 4/2=+ = E[deg(v) |, < R—1] =d

n—1
E[deg(v) | rv < R —1] =

eben gezeigt: w

R2
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Intuition
m sei der gewunschte Durchschnittsgrad d konstant

m fUr wachsendes n muss R auch wachsen
® Knoten mit Radius > R — 1 machen nicht viel aus

= setze zundchst R = 4/2=+ = E[deg(v) |, < R—1] =d

Obere und untere Schranken fur E[deg(v)]
m es gilt: E[deg(v)] = P[r, < R — 1] - E[deg(v) | r, < R — 1]

n—1
E[deg(v) | rv < R —1] =

eben gezeigt:
R2
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Intuition
m sei der gewunschte Durchschnittsgrad d konstant

m fUr wachsendes n muss R auch wachsen
® Knoten mit Radius > R — 1 machen nicht viel aus

= setze zundchst R = 4/2=+ = E[deg(v) |, < R—1] =d

Obere und untere Schranken fur E[deg(v)]
m es gilt: E[deg(v)] = P[r, < R — 1] - E[deg(v) | r, < R — 1]

m es folgt direkt: E[deg(v)] < d [Warum?]

eben gezeigt: w

n—1
E[deg(v) | rv < R—1] =
R2
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Abschatzung bei konstantem Durchschnittsgrad A“(IT

Intuition
m sei der gewunschte Durchschnittsgrad d konstant

m fUr wachsendes n muss R auch wachsen
® Knoten mit Radius > R — 1 machen nicht viel aus

= setze zundchst R = 4/2=+ = E[deg(v) |, < R—1] =d

Obere und untere Schranken fur E[deg(v)]

m es gilt: E[deg(v)] = P[r, < R — 1] - E[deg(v) | r» < R — 1]
m es folgt direkt: E[deg(v)] < d [Warum?]

® auBerdem gilt: E[deg(v)] > P[r, < R — 1] - E[deg(v) | r» < R — 1]

n—1
E[deg(v) | rv < R —1] =

eben gezeigt: w
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Abschatzung bei konstantem Durchschnittsgrad Q(IT

Intuition
m sei der gewunschte Durchschnittsgrad d konstant

® fur wachsendes n muss R auch wachsen
® Knoten mit Radius > R — 1 machen nicht viel aus

® setze zunéachst -:> E[deg(v) |nn < R—-1]=d

Obere und untere Schranken fur E[deg(v)]

m es gilt: E[deg(v)] = P[r, < R — 1] - E[deg(v) | r» < R — 1]
® es folgt direkt: E[deg(v)] < d |Warum?]

® auBBerdem gilt: E[deg(v)] > P[r, < R — 1] - E[deg(v) | rn < R — 1]

_m(R-1)*
T R?

n—1
E[deg(v) | rv < R —1] =

eben gezeigt: }
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Abschatzung bei konstantem Durchschnittsgrad Q(IT

Intuition
m sei der gewunschte Durchschnittsgrad d konstant

® fur wachsendes n muss R auch wachsen
® Knoten mit Radius > R — 1 machen nicht viel aus

® setze zunéachst -:> E[deg(v) |nn < R—-1]=d

Obere und untere Schranken fur E[deg(v)]

m es gilt: E[deg(v)] = P[r, < R — 1] - E[deg(v) | r» < R — 1]

® es folgt direkt: E[deg(v)] < d |Warum?]

® auBBerdem gilt: E[deg(v)] > P[r, < R — 1] - E[deg(v) | rn < R — 1]
2

_mR=1)?
 TR? .d_(l_i—i_

n—1
E[deg(v) | rv < R —1] =

eben gezeigt: }
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Abschatzung bei konstantem Durchschnittsgrad Q(IT

Intuition
m sei der gewunschte Durchschnittsgrad d konstant

® fur wachsendes n muss R auch wachsen
® Knoten mit Radius > R — 1 machen nicht viel aus

® setze zunéachst -:> E[deg(v) |nn < R—-1]=d

Obere und untere Schranken fur E[deg(v)]

m es gilt: E[deg(v)] = P[r, < R — 1] - E[deg(v) | r» < R — 1]
® es folgt direkt: E[deg(v)] < d |Warum?]

® auBBerdem gilt: E[deg(v)] > P[r, < R — 1] - E[deg(v) | rn < R — 1]

n—1
E[deg(v) | rv < R —1] =

eben gezeigt: }

m(R—1) 2

— d=[(1=- =

7 R2 ( .+
2d3/? d?
vn—1 n—1
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Abschatzung bei konstantem Durchschnittsgrad A“(IT

Intuition
m sei der gewunschte Durchschnittsgrad d konstant

m fUr wachsendes n muss R auch wachsen
® Knoten mit Radius > R — 1 machen nicht viel aus

= setze zundchst R = 4/2=+ = E[deg(v) |, < R—1] =d

Obere und untere Schranken fur E[deg(v)]

m es gilt: E[deg(v)] = P[r, < R — 1] - E[deg(v) | r» < R — 1]

m es folgt direkt: E[deg(v)] < d [Warum?]

® auBerdem gilt: E[deg(v)] > P[r, < R — 1] - E[deg(v) | r» < R — 1]
_mR=1 _(,_2 1
T (1 R+R2)d

2d3/2 d2

vn—1 i n—1

= es folgt: E[deg(v)] = d — O (n™%/?)

n—1
E[deg(v) | rv < R —1] =

eben gezeigt: w

—d—
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Typische Eigenschaften echter Netzwerke

Uberraschende Gemeinsamkeiten

m Netzwerke aus unterschiedlichen Domanen unterscheiden sich strukturell
(soziale Netzwerke, biologische Netzwerke, technische Netzwerke, Infrastruktur Netzwerke)

m es gibt dennoch Eigenschaften die sich viele (nicht alle!) Netzwerke teilen
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Typische Eigenschaften echter Netzwerke ﬂ(".

Uberraschende Gemeinsamkeiten

m Netzwerke aus unterschiedlichen Domanen unterscheiden sich strukturell
(soziale Netzwerke, biologische Netzwerke, technische Netzwerke, Infrastruktur Netzwerke)

m es gibt dennoch Eigenschaften die sich viele (nicht alle!) Netzwerke teilen
Kleiner Durchschnittsgrad d
® typische Annahme: d € ©(1)
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Typische Eigenschaften echter Netzwerke ﬂ(".

Uberraschende Gemeinsamkeiten

m Netzwerke aus unterschiedlichen Domanen unterscheiden sich strukturell
(soziale Netzwerke, biologische Netzwerke, technische Netzwerke, Infrastruktur Netzwerke)

m es gibt dennoch Eigenschaften die sich viele (nicht alle!) Netzwerke teilen
Kleiner Durchschnittsgrad d
® typische Annahme: d € ©(1)

Hohe Lokalitat D}
= meist gemessen mit dem (lokalen) Clustering-Koeffizienten ¢
® c(v) = Pluw € E fur zuféllige Nachbarn u, w € N(v)] c(v) =2/3
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Typische Eigenschaften echter Netzwerke e

Uberraschende Gemeinsamkeiten

m Netzwerke aus unterschiedlichen Domanen unterscheiden sich strukturell
(soziale Netzwerke, biologische Netzwerke, technische Netzwerke, Infrastruktur Netzwerke)

m es gibt dennoch Eigenschaften die sich viele (nicht alle!) Netzwerke teilen
Kleiner Durchschnittsgrad d
® typische Annahme: d € ©(1)

Hohe Lokalitat D}

= meist gemessen mit dem (lokalen) Clustering-Koeffizienten ¢

® c(v) = Pluw € E fur zuféllige Nachbarn u, w € N(v)] c(v) =2/3
Homogene vs. Heterogene Gradverteilung

Power-Law: k=B
2 < B <3

Kn>nante
Knotenanteil

Grad k Grad k
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Typische Eigenschaften echter Netzwerke A“(IT

Uberraschende Gemeinsamkeiten

m Netzwerke aus unterschiedlichen Domanen unterscheiden sich strukturell
(soziale Netzwerke, biologische Netzwerke, technische Netzwerke, Infrastruktur Netzwerke)

m es gibt dennoch Eigenschaften die sich viele (nicht alle!) Netzwerke teilen
Kleiner Durchschnittsgrad d
® typische Annahme: d € ©(1)

Hohe Lokalitat D}

= meist gemessen mit dem (lokalen) Clustering-Koeffizienten ¢

® c(v) = Pluw € E fur zuféllige Nachbarn u, w € N(v)] c(v) =2/3
Homogene vs. Heterogene Gradverteilung

Power-Law: k=B
2 < B <3

Kn>nante
Knotenanteil

Grad k Grad k
Kurze Wege (small world) siehe beispielsweise:

m der Durchmesser echter Netzwerke ist oft klein  |https:/www.sixdegreesofwikipedia.com/
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Euklidisch vs. hyperbolisch A“(IT

Geometrische Zufallsgraphen in der Euklidischen Ebene
m typischer Name: geometrische Zufallsgraphen
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Euklidisch vs. hyperbolisch e Mo

Geometrische Zufallsgraphen in der Euklidischen Ebene
m typischer Name: geometrische Zufallsgraphen
® R kann so gewahlt werden, dass d € ©(1)
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Euklidisch vs. hyperbolisch e Mo

Geometrische Zufallsgraphen in der Euklidischen Ebene

m typischer Name: geometrische Zufallsgraphen

® R kann so gewahlt werden, dass d € ©(1)

® hohe Lokalitat: c € ©(1)  (der Clustering-Koeffizient geht nicht gegen 0 fir n — oo)
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Euklidisch vs. hyperbolisch e Mo

Geometrische Zufallsgraphen in der Euklidischen Ebene

m typischer Name: geometrische Zufallsgraphen

® R kann so gewahlt werden, dass d € ©(1)

® hohe Lokalitat: c € ©(1)  (der Clustering-Koeffizient geht nicht gegen 0 fir n — oo)
® homogene Gradverteilung: jeder Knoten hat etwa den gleichen Grad
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Euklidisch vs. hyperbolisch e Mo

Geometrische Zufallsgraphen in der Euklidischen Ebene

m typischer Name: geometrische Zufallsgraphen

® R kann so gewahlt werden, dass d € ©(1)

® hohe Lokalitat: c € ©(1)  (der Clustering-Koeffizient geht nicht gegen 0 fir n — oo)
® homogene Gradverteilung: jeder Knoten hat etwa den gleichen Grad

® Durchmesser ist mit ©(4/n) recht grof3
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Euklidisch vs. hyperbolisch ﬂ(".

Geometrische Zufallsgraphen in der Euklidischen Ebene

m typischer Name: geometrische Zufallsgraphen

® R kann so gewahlt werden, dass d € ©(1)

® hohe Lokalitat: c € ©(1)  (der Clustering-Koeffizient geht nicht gegen 0 fir n — oo)
® homogene Gradverteilung: jeder Knoten hat etwa den gleichen Grad

® Durchmesser ist mit ©(4/n) recht grof3

Geometrische Zufallsgraphen in der hyperbolischen Ebene
m typischer Name: hyperbolische Zufallsgraphen
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Euklidisch vs. hyperbolisch A“(IT

Geometrische Zufallsgraphen in der Euklidischen Ebene

m typischer Name: geometrische Zufallsgraphen

® R kann so gewahlt werden, dass d € ©(1)

® hohe Lokalitat: c € ©(1)  (der Clustering-Koeffizient geht nicht gegen 0 fir n — oo)
® homogene Gradverteilung: jeder Knoten hat etwa den gleichen Grad

® Durchmesser ist mit ©(4/n) recht grof3

Geometrische Zufallsgraphen in der hyperbolischen Ebene
m typischer Name: hyperbolische Zufallsgraphen

ndcO(l)
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Euklidisch vs. hyperbolisch A“(IT

Geometrische Zufallsgraphen in der Euklidischen Ebene

m typischer Name: geometrische Zufallsgraphen

® R kann so gewahlt werden, dass d € ©(1)

® hohe Lokalitat: c € ©(1)  (der Clustering-Koeffizient geht nicht gegen 0 fir n — oo)
® homogene Gradverteilung: jeder Knoten hat etwa den gleichen Grad

® Durchmesser ist mit ©(4/n) recht grof3

Geometrische Zufallsgraphen in der hyperbolischen Ebene
m typischer Name: hyperbolische Zufallsgraphen

ndcO(l)
® hohe Lokalitat: c € ©(1)

Thomas Blasius — Algorithmische Geometrie Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



8

Euklidisch vs. hyperbolisch A“(IT

Geometrische Zufallsgraphen in der Euklidischen Ebene

m typischer Name: geometrische Zufallsgraphen

® R kann so gewahlt werden, dass d € ©(1)

® hohe Lokalitat: c € ©(1)  (der Clustering-Koeffizient geht nicht gegen 0 fir n — oo)
® homogene Gradverteilung: jeder Knoten hat etwa den gleichen Grad

® Durchmesser ist mit ©(4/n) recht grof3

Geometrische Zufallsgraphen in der hyperbolischen Ebene
m typischer Name: hyperbolische Zufallsgraphen

ndcO(l)
® hohe Lokalitat: c € ©(1)
® heterogene Gradverteilung: power law
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Euklidisch vs. hyperbolisch A“(IT

Geometrische Zufallsgraphen in der Euklidischen Ebene

m typischer Name: geometrische Zufallsgraphen

® R kann so gewahlt werden, dass d € ©(1)

® hohe Lokalitat: c € ©(1)  (der Clustering-Koeffizient geht nicht gegen 0 fir n — oo)
® homogene Gradverteilung: jeder Knoten hat etwa den gleichen Grad

® Durchmesser ist mit ©(4/n) recht grof3

Geometrische Zufallsgraphen in der hyperbolischen Ebene
m typischer Name: hyperbolische Zufallsgraphen

ndcO(l)

® hohe Lokalitat: c € ©(1)

® heterogene Gradverteilung: power law
m kleiner Durchmesser: ©(log n)
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Euklidisch vs. hyperbolisch A“(IT

Geometrische Zufallsgraphen in der Euklidischen Ebene

m typischer Name: geometrische Zufallsgraphen

® R kann so gewahlt werden, dass d € ©(1)

® hohe Lokalitat: c € ©(1)  (der Clustering-Koeffizient geht nicht gegen 0 fir n — oo)
® homogene Gradverteilung: jeder Knoten hat etwa den gleichen Grad

® Durchmesser ist mit ©(4/n) recht grof3

Geometrische Zufallsgraphen in der hyperbolischen Ebene
m typischer Name: hyperbolische Zufallsgraphen

ndcO(l)

® hohe Lokalitat: c € ©(1)

® heterogene Gradverteilung: power law

m kleiner Durchmesser: ©(log n)

m st damit ein passendes Modell fur viele Netzwerke
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Hyperbolische Zufallsgraphen A“(IT

Zufallige Generierung eines Graphen (natives Modell)
m verteile n Knoten zufallig in einer Disk mit Radius R
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Hyperbolische Zufallsgraphen A“(IT

Zufallige Generierung eines Graphen (natives Modell)
m verteile n Knoten zufallig in einer Disk mit Radius R
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Hyperbolische Zufallsgraphen

Zufallige Generierung eines Graphen (natives Modell)
m verteile n Knoten zufallig in einer Disk mit Radius R _a@ii® 2o,
= verbinde zwei Knoten, wenn ihre Distanz < R ZA\Y

ooooo
) dadof
0,
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Hyperbolische Zufallsgraphen
Zufallige Generierung eines Graphen (natives Modell)
m verteile n Knoten zufallig in einer Disk mit Radius R SN

= verbinde zwei Knoten, wenn ihre Distanz < R~ 8\

Fragen im Folgenden

® Welcher Verteilungsfunktion folgen die Radien? (5%
(die Winkel sind natirlich wieder uniform in [0, 27)) |3

ofe
> dadof
0,
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Hyperbolische Zufallsgraphen

Zufallige Generierung eines Graphen (natives Modell)
m verteile n Knoten zufallig in einer Disk mit Radius R
® verbinde zwei Knoten, wenn ihre Distanz < R

Fragen im Folgenden

® Welcher Verteilungsfunktion folgen die Radien? (5%
(die Winkel sind natirlich wieder uniform in [0, 27)) |3

® Was sind die erwarteten Knotengrade?

0

ooooooo
> dadof
0,

9 Thomas Blasius — Algorithmische Geometrie Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



AT

Hyperbolische Zufallsgraphen

Zufallige Generierung eines Graphen (natives Modell)
m verteile n Knoten zufallig in einer Disk mit Radius R
® verbinde zwei Knoten, wenn ihre Distanz < R

Fragen im Folgenden

® Welcher Verteilungsfunktion folgen die Radien? (5%
(die Winkel sind natirlich wieder uniform in [0, 27)) |3

= Was sind die erwarteten Knotengrade? i
® Wie sollte R gewahlt werden? &= 7/l

O
> dadof
0,
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Hyperbolische Zufallsgraphen
Zufallige Generierung eines Graphen (natives Modell)
m verteile n Knoten zufallig in einer Disk mit Radius R TNe

» verbinde zwei Knoten, wenn ihre Distanz < R \

Fragen im Folgenden

® Welcher Verteilungsfunktion folgen die Radien? (5%
(die Winkel sind natirlich wieder uniform in [0, 27)) |3

® Was sind die erwarteten Knotengrade?
® Wie sollte R gewahlt werden?
Disclaimer &
® wir werden Terme haufig approximieren (sinh(x) = e</2)
m typischerweise passen diese Approximationen sehr gut flr grof3es n
® formal musste man eine obere Schranke flr den Fehler angeben
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AT

Hyperbolische Zufallsgraphen
Zufallige Generierung eines Graphen (natives Modell)
m verteile n Knoten zufallig in einer Disk mit Radius R TNe

» verbinde zwei Knoten, wenn ihre Distanz < R \

Fragen im Folgenden

® Welcher Verteilungsfunktion folgen die Radien? (5%
(die Winkel sind natirlich wieder uniform in [0, 27)) |3

® Was sind die erwarteten Knotengrade?
a Wie sollte R gewahlt werden?
Disclaimer &
® wir werden Terme haufig approximieren (sinh(x) = e</2)
m typischerweise passen diese Approximationen sehr gut flr grof3es n
m formal musste man eine obere Schranke flr den Fehler angeben

m dadurch wird die Vorlesung (hoffentlich) deutlich verstandlicher
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Hyperbolische Zufallsgraphen
Zufallige Generierung eines Graphen (natives Modell)
m verteile n Knoten zufallig in einer Disk mit Radius R TN

= verbinde zwei Knoten, wenn ihre Distanz < R &8\

OO0
IO

Fragen im Folgenden

® Welcher Verteilungsfunktion folgen die Radien? (5%
(die Winkel sind natirlich wieder uniform in [0, 27)) |3

® Was sind die erwarteten Knotengrade?
a Wie sollte R gewahlt werden?
Disclaimer

® wir werden Terme haufig approximieren (sinh(x) = e</2)
m typischerweise passen diese Approximationen sehr gut flr grof3es n
m formal musste man eine obere Schranke flr den Fehler angeben

m dadurch wird die Vorlesung (hoffentlich) deutlich verstandlicher

® wenn man etwas neues fur hyperbolische Zufallsgraphen zu beweisen
versucht, sollte man zunachst immer mit diesen Abschatzungen rechnen
(man muss ja erstmal eine Idee daflr bekommen, ob etwas stimmt oder nicht)
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Verteilungsfunktion der Radien

Erinnerung | X — e

= Kreisflache fiir Radius r: 2m(cosh(r) — 1) b = T

= Ziel: fir jede Region A ist die Wkt. fr v € A proportional | <+~
zur Flache von A 2
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Verteilungsfunktion der Radien

Erinnerung | X — e

= Kreisflache fiir Radius r: 2m(cosh(r) — 1) b = T

= Ziel: fir jede Region A ist die Wkt. fr v € A proportional | <+~
zur Flache von A 2

Verteilungsfunktion

T

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

m ziehe r € [0, R) mit Verteilungsfunktion F,(x):

Fr(x) = P[r < x]

Thomas Blasius — Algorithmische Geometrie

Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



10

Verteilungsfunktion der Radien

Erinnerung | X — e

= Kreisflache fiir Radius r: 2m(cosh(r) — 1) b = T

= Ziel: fir jede Region A ist die Wkt. fr v € A proportional | <+~
zur Flache von A 2

Verteilungsfunktion

IT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

m ziehe r € [0, R) mit Verteilungsfunktion F,(x):

2m(cosh(x) — 1)

cosh(x) — 1

Fr(x) =P[r < x| =

Thomas Blasius — Algorithmische Geometrie

2m(cosh(R) — 1)

cosh(R) — 1
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10

Verteilungsfunktion der Radien

Erinnerung | X — e

= Kreisflache fiir Radius r: 2m(cosh(r) — 1) b = T

= Ziel: fir jede Region A ist die Wkt. fr v € A proportional | <+~
zur Flache von A 2

Verteilungsfunktion

IT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

m ziehe r € [0, R) mit Verteilungsfunktion F,(x):

2m(cosh(x) — 1)

cosh(x) =1  _(r—x)

Fr(x) =P[r < x| =

Thomas Blasius — Algorithmische Geometrie

2m(cosh(R) — 1)

cosh(R) —1 ©

Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



IT

Verteilungsfunktion der Radien @ =2 o

Erinnerung X x|

m Kreisflache fir Radius r: 27(cosh(r) — 1) Alies) =

m Ziel: far jede Region A ist die Wkt. fur v € A proportional cosh(>x) — S e
zur Flache von A \

Verteilungsfunktion

m ziehe r € [0, R) mit Verteilungsfunktion F,(x):
2m(cosh(x) —1)  cosh(x) —1 o (R—x)
2m(cosh(R) —1) ~ cosh(R)—1

® also ziehe z € [0, 1) uniform und setzte r = arcosh (z - (cosh(R) — 1) 4+ 1)
(Umkehrfunktion von F,(x))

Fr(x) =P[r < x| =

10 Thomas Blasius — Algorithmische Geometrie Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Verteilungsfunktion der Radien e Mo

Erinnerung X x|

= Kreisflache fiir Radius r: 2m(cosh(r) — 1) b = T

= Ziel: fir jede Region A ist die Wkt. fr v € A proportional | <+~
zur Flache von A \ 2

Verteilungsfunktion

m ziehe r € [0, R) mit Verteilungsfunktion F,(x):

2m(cosh(x) —1)  cosh(x) —1 = _(r_y
2m(cosh(R) —1) ~ cosh(R)—1 ©

® also ziehe z € [0, 1) uniform und setzte r = arcosh (z - (cosh(R) — 1) 4+ 1)

Fr(x) =P[r < x| =

Achtung (Umkehrfunktion von F,(x))
m wir kdnnen nicht einfach die Radien mit anderem R generieren und dann
entsprechend skalieren (im Euklidischen ging das noch)

10 Thomas Blasius — Algorithmische Geometrie Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Verteilungsfunktion der Radien A“(IT

Erinnerung X x|
m Kreisflache fir Radius r: 27(cosh(r) — 1) sinh(x) = ————
m Ziel: far jede Region A ist die Wkt. fur v € A proportional cosh(>x) — S e

zur Flache von A i
Verteilungsfunktion

m ziehe r € [0, R) mit Verteilungsfunktion F,(x):

2m(cosh(x) —1)  cosh(x) —1 = _(r_y
2m(cosh(R) —1) ~ cosh(R)—1 ©

® also ziehe z € [0, 1) uniform und setzte r = arcosh (z - (cosh(R) — 1) 4+ 1)

Fr(x) =P[r < x| =

Achtung (Umkehrfunktion von F,(x))
m wir kdnnen nicht einfach die Radien mit anderem R generieren und dann

entsprechend skalieren (im Euklidischen ging das noch)

® 100 Punkte far

verschiedene R
(natives Modell)

© § 0%

10 Thomas Blasius — Algorithmische Geometrie Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



im Folgenden: ¢, =0

Knotengrade: Intuition grundsétzliche Annahme} A“(IT
Bo(R)

Nachbarschaft eines Knotens v
® Kreis B,(R) mit Radius Rum v = (r,, p,)

natives Modell
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im Folgenden: ¢, =0

Knotengrade: Intuition grundsatzliche Annahme} A“(IT
Bo(R)

Nachbarschaft eines Knotens v
® Kreis B,(R) mit Radius Rum v = (r,, p,)

m beachte: r, < R fur alle Knoten v

natives Modell
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Knotengrade: Intuition grundsétzliche Annahme} A“(IT
Bo(R)

im Folgenden: ¢, =0

Nachbarschaft eines Knotens v
® Kreis B,(R) mit Radius Rum v = (r,, p,)
m beachte: r, < R fur alle Knoten v

m Wkt., fur einen Knoten v dass uv € E:
proportional zur Flache von B,(R) N Bo(R)

natives Modell
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Knotengrade: Intuition grundsatzliche Annahme| =it v
im Folgenden: ¢, =0

Nachbarschaft eines Knotens v
® Kreis B,(R) mit Radius Rum v = (r,, p,)
m beachte: r, < R fur alle Knoten v

m Wkt., fur einen Knoten v dass uv € E:
proportional zur Flache von B,(R) N Bo(R)

® E[deg(v) | r,] ist damit ebenfalls proportio-
nal zu B,(R) N Bo(R)

Bo(R)

natives Modell

11 Thomas Blasius — Algorithmische Geometrie Institut fr Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Knotengrade: Intuition grundsatzliche Annahme) ===... i
im Folgenden: ¢, =0

Nachbarschaft eines Knotens v

® Kreis B,(R) mit Radius Rum v = (r,, p,)

m beachte: r, < R fur alle Knoten v

m Wkt., fur einen Knoten v dass uv € E:
proportional zur Flache von B,(R) N Bo(R)

® E[deg(v) | r,] ist damit ebenfalls proportio-
nal zu B,(R) N Bo(R)

Bo(R)

natives Modell
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Knotengrade: Intuition grundsétzliche Annahme} A“(IT
Bo(R)

im Folgenden: ¢, =0

Nachbarschaft eines Knotens v
® Kreis B,(R) mit Radius Rum v = (r,, p,)
m beachte: r, < R fur alle Knoten v
m Wkt., fur einen Knoten v dass uv € E:
proportional zur Flache von B,(R) N Bo(R)
® E[deg(v) | r,] ist damit ebenfalls proportio-

nal zu B,(R) N Bo(R)

® E[deg(v) | r,] schrumpft also, mit wachsen-
dem r,

® E[deg(v) | r,] schrumpft starker als das Bild
suggeriert: Ist recht grof3

natives Modell
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Knotengrade: Intuition grundsétzliche Annahme} A“(IT
Bo(R)

im Folgenden: ¢, =0

Nachbarschaft eines Knotens v
® Kreis B,(R) mit Radius Rum v = (r,, p,)

m beachte: r, < R fur alle Knoten v

m Wkt., fur einen Knoten v dass uv € E:
proportional zur Flache von B,(R) N Bo(R)

® E[deg(v) | r,] ist damit ebenfalls proportio-
nal zu B,(R) N Bo(R)

® E[deg(v) | r,] schrumpft starker als das Bild
suggeriert: Ist recht grof3

Ziel im Folgenden

m berechne Wkt., dass Knoten mit zufalligen Koordina-
tenin B, (R) N Bo(R) liegt (als von r, abh&ngige Funktion)

natives Modell
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Knotengrade: Intuition grundsatzliche Annahme | wumere i Tl
im Folgenden: ¢, =0

Nachbarschaft eines Knotens v
® Kreis B,(R) mit Radius Rum v = (r,, p,)
m beachte: r, < R fur alle Knoten v

m Wkt., fur einen Knoten v dass uv € E:
proportional zur Flache von B,(R) N Bo(R)

® E[deg(v) | r,] ist damit ebenfalls proportio-
nal zu B,(R) N Bo(R)

® E[deg(v) | r,] schrumpft starker als das Bild
suggeriert: Ist recht grof3

Ziel im Folgenden
m berechne Wkt., dass Knoten mit zufalligen Koordina-
tenin B, (R) N Bo(R) liegt (als von r, abh&ngige Funktion)

m diese Wkt. heif3t auch das MaB von B,(R) N Bo(R)
bezeichnet mit u(B,(R) N Bo(R))

Bo(R)

natives Modell

11 Thomas Blasius — Algorithmische Geometrie Institut fr Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



im Folgenden: ¢, =0

Das MafB3 von BV(R) N BO(R) {grundsétzliche Annahme} A“(IT

Bo(R)
Bv(R)
i 10
R v
"4
Fri) ~ e (R=X)
sinh(x) = S
cosh(x) = ° °

12 Thomas Blasius — Algorithmische Geometrie Institut fr Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Das MaB von B,(R) N Bo(R) {grundsétzliche Annahmew Q(IT

im Folgenden: ¢, =0

Zerlegung von B,(R) N Bo(R)

= es gilt:[Bo(R= 1) C B,(R) N Bo(R)

Bo(R)

cosh(x) =

12 Thomas Blasius — Algorithmische Geometrie Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Das MaB von B,(R) N Bo(R) {grundsétzliche Annahmew Q(IT

im Folgenden: ¢, =0

Zerlegung von B,(R) N Bo(R)

= es gilt:[Bo(R= 1) C B,(R) N Bo(R)
= fir u(Bo(R="r/)) wissen wir schon:
r(Bo(R=r))

Bo(R)

cosh(x) =

12 Thomas Blasius — Algorithmische Geometrie Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Das MaB von B,(R) N Bo(R) {grundsétzliche Annahmew Q(IT

im Folgenden: ¢, =0

Zerlegung von B,(R) N Bo(R)

= es gilt:[Bo(R= 1) C B,(R) N Bo(R)
= fir u(Bo(R="r/)) wissen wir schon:
r(Bo(R=H)) = P[r <R —n/]

Bo(R)

cosh(x) =

12 Thomas Blasius — Algorithmische Geometrie Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Das MaB von B,(R) N Bo(R) {grundsétzliche Annahmew Q(IT

im Folgenden: ¢, =0

Zerlegung von B,(R) N Bo(R)

= es gilt:[Bo(R= 1) C B,(R) N Bo(R)
= fir u(Bo(R="r/)) wissen wir schon:
r(Ba(R=W)) =Plr <R—n]=F(R-nr)~e "

Bo(R)

cosh(x) =

12 Thomas Blasius — Algorithmische Geometrie Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



AT

im Folgenden: ¢, =0
Zerlegung von B,(R) N Bo(R)
= es gilt:[Bo(R= 1) C B,(R) N Bo(R)
= fir u(Bo(R="r/)) wissen wir schon:
p(Bo(R=w)) =P[r<R-n]=F(R-n)~e ™

mwegen Symmetrie: betrachte nur die
Halfte Avon B,(R) N Bo(R) \ Bo(R —r,)

Das MaB von B,(R) N Bo(R) {grundsétzliche Annahmew
Bo(R)

cosh(x) =

12 Thomas Blasius — Algorithmische Geometrie Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



im Folgenden: ¢, =0

Zerlegung von B,(R) N Bo(R)

X s Gt BGIRER) < B.(R) n Bo(R)
%\\ = fir u(BE(R™IR)) wissen wir schon:

\ uw(BO(RER)) =P[r <R-n]=F(R-—nr)~e ™
N

Das MaB von B,(R) N Bo(R) {grundsétzliche Annahmew ﬂ(IT

Bo(R)

mwegen Symmetrie: betrachte nur die
Halfte Avon B,(R) N Bo(R) \ Bo(R —r,)

m zerlege A weiter in: Winkel der Breite Ay
und Radien der Breite Ar

Fr(x) ~ e (R—x)
eX —e X

sinh(x) =
eX +e X

cosh(x) =

12 Thomas Blasius — Algorithmische Geometrie Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



im Folgenden: ¢, =0

Zerlegung von B,(R) N Bo(R)

= es gilt:[Bo(R=1) € B,(R) N Bo(R)
\\\%\\ = fir u(Bo(R=r)) wissen wir schon:
\\}\\ wBo(R=r)) =P[r<R—-n]l=F(R-n)~e ™

mwegen Symmetrie: betrachte nur die
!
, m zerlege A weiter in: Winkel der Breite Ay
O

Das MaB von B,(R) N Bo(R) {grundsétzliche Annahmew ﬂ(IT

Bo(R)

‘ ’ Halfte Avon B,(R) N Bo(R) \ Bo(R —r,)
’// und Radien der Breite Ar
?/// Abschatzung fir u(A): summiere Uber Zellen

Fr(x) ~ e (R=X)

sinh(x) =

cosh(x) =

12 Thomas Blasius — Algorithmische Geometrie Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



im Folgenden: ¢, =0
Zerlegung von B,(R) N Bo(R)
m es qilt: Bo(R — rv) C BV(R) M Bo(R)
® fir u(Bo(R — r,)) wissen wir schon:
w(Bo(R—r)) =P[r<R—-n]=F(R—n)~e v
®mwegen Symmetrie: betrachte nur die
Halfte Avon B,(R) N Bo(R) \ Bo(R —r,)
m zerlege A weiter in: Winkel der Breite Ay

und Radien der Breite Ar
® Abschatzung fur w(A): summiere Uber Zellen

max. Winkeldifferenz zwischen Punkten
R—Ar 6(ry,xr) mit Distanz < R und Radien r,, x,

p(A) < L L Plxe < ¢ < xp + Ag] - Plxr < r < xr + Ar]

xr=R—r, xp=0

Das MaB von B,(R) N Bo(R) {grundsétzliche Annahme} A\‘(IT

Bo(R)

B,(R)

o —(R—x) |
Fr(x) = e Summe Uber Vielfache von Ar bzw. A

sinh(x) =

cosh(x) =

12 Thomas Blasius — Algorithmische Geometrie Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Das MaB von B,(R) N Bo(R) {grundsétzliche Annahme} A\‘(IT

im Folgenden: ¢, =0
Zerlegung von B,(R) N Bo(R)
m es qilt: Bo(R — rv) C BV(R) M Bo(R)
® fir u(Bo(R — r,)) wissen wir schon:
w(Bo(R—r)) =P[r<R—-n]=F(R—n)~e v
®mwegen Symmetrie: betrachte nur die
Halfte Avon B,(R) N Bo(R) \ Bo(R —r,)
m zerlege A weiter in: Winkel der Breite Ay

und Radien der Breite Ar
® Abschatzung fur w(A): summiere Uber Zellen

max. Winkeldifferenz zwischen Punkten
R—Ar 6(ry,xr) mit Distanz < R und Radien r,, x,

p(A) < L L Plxe < ¢ < xp + Ag] - Plxr < r < xr + Ar]

xr=R—r, xp=0

Bo(R)

B,(R)

Fr(x} ~ e_(R_X) \ F(P(X‘P +Ap) — F‘P(XGP) Fr(xr + Ar) — Fr(xr)
r ~

Summe Uber Vielfache von Ar bzw. Ay

sinh(x) =

cosh(x) =

12 Thomas Blasius — Algorithmische Geometrie Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Das MafB3 von BV(R) N BO(R) {grundsétzliche Annahme} A\‘(IT

im Folgenden: ¢, =0
Zerlegung von B,(R) N Bo(R)
m es qilt: Bo(R — rv) C BV(R) M Bo(R)
® fir u(Bo(R — r,)) wissen wir schon:
w(Bo(R—r)) =P[r<R—-n]=F(R—n)~e v

®mwegen Symmetrie: betrachte nur die
Halfte Avon B,(R) N Bo(R) \ Bo(R —r,)

R [IIII m zerlege A weiter in: Winkel der Breite Ay
und Radien der Breite Ar

max. Winkeldifferenz zwischen Punkten
R_Ar 6(r,,x,) MitDistanz < R und Radien ry, xr
p(A) < L L Plxe < ¢ < xp + Ag] - Plxr < r < xr + Ar]

xr=R—r, xp=0

= - —(R—x) ) Fp(xp +Ap) — Fp(xp)  Fr(xr + Ar) — Fr(xr)
r(x) = e Summe Uber Vielfache von Ar bzw. A

m lasse Ar und Ayp gegen 0 gehen

sinh(x) =

cosh(x) =

12 Thomas Blasius — Algorithmische Geometrie Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Das MafB3 von BV(R) N BO(R) {grundsétzliche Annahme} A\‘(IT

im Folgenden: ¢, =0
Zerlegung von B,(R) N Bo(R)
m es qilt: Bo(R — rv) C BV(R) M Bo(R)
® fir u(Bo(R — r,)) wissen wir schon:
w(Bo(R—r)) =P[r<R—-n]=F(R—n)~e v

®mwegen Symmetrie: betrachte nur die
Halfte Avon B,(R) N Bo(R) \ Bo(R —r,)

R [IIII m zerlege A weiter in: Winkel der Breite Ay
und Radien der Breite Ar

max. Winkeldifferenz zwischen Punkten
R_Ar 6(r,,x,) MitDistanz < R und Radien ry, xr
p(A) < L L Plxe < ¢ < xp + Ag] - Plxr < r < xr + Ar]

xr=R—r, xp=0

Eo(x) ~y e (R—X) | Fo(xp +Ap)—Fp(xp)  Fr(xr +Ar) — Fr(xr)
r(x) = e Summe Uber Vielfache von Ar bzw. A
— fp(xp) - Ap — fr(xr) - Ax

m lasse Ar und Ayp gegen 0 gehen
X | ox ® (F(x+ Ax) — F(x))/Ax wird zur Ableitung f(x)

sinh(x) =

cosh(x) =

12 Thomas Blasius — Algorithmische Geometrie Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Das MafB3 von BV(R) N BO(R) {grundsétzliche Annahme} A\‘(IT

im Folgenden: ¢, =0
Zerlegung von B,(R) N Bo(R)
m es qilt: Bo(R — rv) C BV(R) M Bo(R)
® fir u(Bo(R — r,)) wissen wir schon:
w(Bo(R—r)) =P[r<R—-n]=F(R—n)~e v

®mwegen Symmetrie: betrachte nur die
Halfte Avon B,(R) N Bo(R) \ Bo(R —r,)

R [IIII m zerlege A weiter in: Winkel der Breite Ay
und Radien der Breite Ar

max. Winkeldifferenz zwischen Punkten
R_Ar 6(r,,x,) MitDistanz < R und Radien ry, xr
p(A) < L L Plxe < ¢ < xp + Ag] - Plxr < r < xr + Ar]

xr=R—r, xp=0

Eo(x) ~y e (R—X) | Fo(xp +Ap)—Fp(xp)  Fr(xr +Ar) — Fr(xr)
r(x) = e Summe Uber Vielfache von Ar bzw. A
— fp(xp) - Ap — fr(xr) - Ax

m lasse Ar und Ayp gegen 0 gehen
X | ox ® (F(x+ Ax) — F(x))/Ax wird zur Ableitung f(x)
=Y f(x)- Ax wird zum Integral [ f(x)dx

sinh(x) =

cosh(x) =

12 Thomas Blasius — Algorithmische Geometrie Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Karlsruher

Das Maf von A: Vorbereitung
Bo(R
ol®) __ Gerade gesehen . o )
w) = [ [T (g dxp - o)

® f,(x) und f.(x) sind die Ableitungen der
Verteilungsfunktionen F,(x) bzw. F,(x)

® 0(ry, rn): max. Winkeldifferenz zw. Punkte-
paar mit Abstand < R und Radien ry, r

eX —e X
sinh(x) =
2
eX 4 e—X
cosh(x) =
2

13 Thomas Blasius — Algorithmische Geometrie Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Das MaB von A: Vorbereitung = =7 b

Po®) __ Gerade gesehen .

O(rv,xr)
w) = [ [T (g dxp - o)

® f,(x) und f,(x) sind die Ableitungen der
Verteilungsfunktionen F,(x) bzw. F,(x)

® 0(r, rn): max. Winkeldifferenz zw. Punkte-

B,(R)

i paar mit Abstand < R und Radien r, r
R Ableitungen der Verteilungsfunktionen
B F(x)~ e~ (R—x) fr(x) ~ e~ (R—x)
Frix) e (R=) |
sinh(x) = e
2
eX +e—X
cosh(x) =
2

13 Thomas Blasius — Algorithmische Geometrie Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



T

Das Maf von A: Vorbereitung
Bo(R)

/A

Gerade gesehen .

O(rv,xr)
w) = [ [T (g dxp - o)

® f,(x) und f,(x) sind die Ableitungen der
Verteilungsfunktionen F,(x) bzw. F,(x)

® 0(r, rn): max. Winkeldifferenz zw. Punkte-

B,(R)

i paar mit Abstand < R und Radien r, r
R Ableitungen der Verteilungsfunktionen
B F(x)~ e~ (R—x) _ fr(x) ~ e~ (R—x)
. cosh(x)—1 sinh(x
. genauer. Fr(X) — cosh((R))—l = fr(X) — cosh(fg’))—l
Frix) e (R=) |
sinh(x) = S
2
eX +e—X
cosh(x) =
2

13 Thomas Blasius — Algorithmische Geometrie Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Das Maf von A: Vorbereitung A\‘(IT
Bo(R
oY) Gerade gesehen N
w) = [ [T (g dxp - o)

Bv(R)
® f,(x) und f.(x) sind die Ableitungen der

Verteilungsfunktionen F,(x) bzw. F,(x)
® 0(r, rn): max. Winkeldifferenz zw. Punkte-

i paar mit Abstand < R und Radien r, r
R Ableitungen der Verteilungsfunktionen
B F(x)~ e (R 5 f(x) ~ e (R
. cosh(x)—1 sinh(x
. genauer. Fr(X) — cosh((R))—l = fr(X) — cosh(fg’))—l
1
8 Fp(x) = 57 = fo(x) = 57
Fr(x) ~ e~ (R=%) |
sinh(x) = S
2
eX +e—X
cosh(x) =
2

13 Thomas Blasius — Algorithmische Geometrie Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Das MaB von A: Vorbereitung = =7 b
Bo(R)

ﬂ

—(R—x)

Gerade gesehen .

O(rv,xr)
w) = [ [T (g dxp - o)

f,(x) und f.(x) sind die Ableitungen der
Verteilungsfunktionen F,(x) bzw. F,(x)

® 0(r, rn): max. Winkeldifferenz zw. Punkte-
paar mit Abstand < R und Radien r, r

Ableitungen der Verteilungsfunktionen
B F(x)~ e (R 5 f(x) ~ e (R

® genauer: F(x) = iy = (%) = cam
'Fw(X):ﬁjﬁp(X):%

f(x) heil3t Dichtefunktion
(Probability Density Function (PDF))

sinh(x) = ©——© m quasi das kontinuierliche Aquivalent zur Wkt.

Fr(X)%e

cosh(x) =

13 Thomas Blasius — Algorithmische Geometrie Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



AT

Das MaB von A: Vorbereitung = =%RN
Bo(R)

ﬂ

Fr(x) =~ _(R x)

Gerade gesehen .

O(rv,xr)
w) = [ [T (g dxp - o)

f,(x) und f.(x) sind die Ableitungen der
Verteilungsfunktionen F,(x) bzw. F,(x)

® 0(r, rn): max. Winkeldifferenz zw. Punkte-
paar mit Abstand < R und Radien r, r

Ableitungen der Verteilungsfunktionen
B F(x)~ e (R 5 f(x) ~ e (R

® genauer: F(x) = iy = (%) = cam
B Fy(x) = £ = fp(x) = 5=

f(x) heil3t Dichtefunktion
(Probability Density Function (PDF))

sinh(x) = ©——© m quasi das kontinuierliche Aquivalent zur Wkt.

~ 1+ «—x | Maximale Winkeldifferenz
> 8 0(r, r) ~ 2elR=1=r)/2 (folgt aus Umstellen der Distanzfunktion)

cosh(x) =
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Das Maf3 von A: Berechnung des Integrals A“(IT

R 0(rv.xr) fo ()~ e~ (R=%)
H(A) = /R /0 fo(Xp) dxp - fr(xr) dxr e
v fnlx) = —
(P( ) 27
8(ry, ry) = 2elR—r1—r2)/2
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Das Maf3 von A: Berechnung des Integrals A“(IT

R 6(rv.xr) fo ()~ e~ (R=%)
H(A) = /R /0 fo(Xp) dxp - fr(xr) dxr e
v fcp(X) = 2_
R 0(r, xr) b
= ‘/R_rv T ' fr(Xr)er kG(rl, rn) ~ 2e(’:‘>_"1_"2)/2

14 Thomas Blasius — Algorithmische Geometrie Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Das Maf3 von A: Berechnung des Integrals A“(IT

R e(rv,Xr) . (X) N e_(R_X)
I.L(A) — A /0 f‘P(X(P) dX(p : fr(Xr) er r ~ :
—ry o~ 2_
R O(rv,xr) A8

— ‘/R_rv T . fr(Xr)er ke(rlvr2) % 2e(R—r1—r2)/2

a4
Y

/R 5e(R—ry—xt)/2

. e_(R_Xr) er
R—r, 2
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Das Maf3 von A: Berechnung des Integrals A“(IT

R 0(rv.xr) fo ()~ e~ (R=%)
w) = [ [T (g dp - ) o0
v fcp(X) = 2_
R O(ry, xr) T
= ‘/R_rv T . fr(Xr)er ‘9(,—1, r2) ~ Qe(R_rl_r2)/2

R (R—ry—X/)/2
- / 2e e (R—ED gy
R—r, 2-

—R/2—r, /2 R

e v

= | B
us R—r,
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Das Maf3 von A: Berechnung des Integrals A“(IT

R 0(rv.xr) fo ()~ e~ (R=%)
w) = [ [T (g dp - ) o0
v fcp(X) = 2_
R O(ry, xr) T
= ‘/R_rv T . fr(Xr)er \9(,—1, r2) ~ Qe(R_rl_r2)/2

2
~ / ° e (R=xr) dx,

—R/2—r,/2 R —R/2—r, /2 R
—E / /2 dx, = € [2exf/2]

i R—r, i
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Das Maf3 von A: Berechnung des Integrals A“(IT

R 0(rv.xr) fo ()~ e~ (R=%)
H(A) = /R /0 fo(Xp) dxp - fr(xr) dxr e
v fcp(X) = 2_
R 0(r, xr) b
= ‘/R_rv T ' fr(Xr)er kG(rl, rn) ~ 2e(’:‘>_"1_"2)/2

R 2e(R—rv—xr)/2
~ / - e (R™xr) dx,

R—r, 2T
—R/2—r, /2 R —R/2—r, /2 R
€ v €
= / /2 dx, = [2exf/2]

_ B R /2 (eR/2 _ e(R—rv)/2)

v/
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Das Maf3 von A: Berechnung des Integrals A“(IT

i o) fr(x) ~ e—(R—X)
I’L(A) — A A f(p(X(p)dX(p . fr(Xr) er r ~ 1
—ry f(P(X) ) 2_
R O(rv,xr) A8
o ‘/R_rv T . fr(Xr)er \9(r1,r2) ~ 2e(R—r1—r2)/2

2
~ / ° e (R=) dx,

—R/2—r, /2 R —R/2—r,/2 R
€ / /2 dx, = € [2exf/2}

D ERZ—ry /2

™

De—v/2 2e v

T T
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Der Erwartet Knotengrad Q(IT

Bo(R)

Bisher ausgerechnet

De /2 De™v
u(A) ~

™ ™
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Der Erwartet Knotengrad Q(IT

Bo(R)

Bisher ausgerechnet

De /2 De™v
u(A) ~

Damit erhalten wir
E[deg(v) | n] = (n—1) - u(B.(R) N Bo(R))

= (n—1)- (2u(A) + k(Bo(R=1)))

™ ™

15 Thomas Blasius — Algorithmische Geometrie Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



Der Erwartet Knotengrad Q(IT

Bo(R)

Bisher ausgerechnet
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™
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Anmerkung: erwarteter Durchschnittsgrad A“(IT

Was ist der erwartete Durchschnittsgrad des Graphen?
m erwarteter Durchschnittsgrad = erwarteter Grad eines zufalligen Knotens
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Anmerkung: erwarteter Durchschnittsgrad A“(IT

Was ist der erwartete Durchschnittsgrad des Graphen?
m erwarteter Durchschnittsgrad = erwarteter Grad eines zufalligen Knotens

= bisher gesehen: E[deg(v) | r,] ~ 22e™"v/2

m ware der Radius diskret (d.h. es gibt abzahlbare Menge R von Radien):
E[deg(v)] = 3, Plr = x] - Eldeg(v) | r, = x]
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m ware der Radius diskret (d.h. es gibt abzahlbare Menge R von Radien):
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® r ist aber kontinuierlich:

Eldeg(v)] = [ () Eldeg(v) | r. = X|dx
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= bisher gesehen: E[deg(v) | r,] ~ 22e™"v/2

m ware der Radius diskret (d.h. es gibt abzahlbare Menge R von Radien):
E[deg(v)] = 3, Plr = x] - Eldeg(v) | r, = x]
® r ist aber kontinuierlich:

Eldeg(v)] = [ () Eldeg(v) | r. = X|dx

= rechnet man das aus, so erhélt man: E[deg(v)] ~ 22e~R/2

Was ist ein guter Wert fur R?
m setze R = 2log n+ C fur eine Konstante C

= dann gilt: E[deg(v)] =~ £e7¢/2
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Anmerkung: erwarteter Durchschnittsgrad A“(IT

Was ist der erwartete Durchschnittsgrad des Graphen?
m erwarteter Durchschnittsgrad = erwarteter Grad eines zufalligen Knotens

= bisher gesehen: E[deg(v) | r,] ~ 22e™"v/2

m ware der Radius diskret (d.h. es gibt abzahlbare Menge R von Radien):
E[deg(v)] = 3, Plr = x] - Eldeg(v) | r, = x]
® r ist aber kontinuierlich:

Eldeg(v)] = [ () Eldeg(v) | r. = X|dx

= rechnet man das aus, so erhélt man: E[deg(v)] ~ 22e~R/2

Was ist ein guter Wert fur R?
m setze R = 2log n+ C fur eine Konstante C

= dann gilt: E[deg(v)] =~ £e7¢/2

m der Durchschnittsgrad ist also konstant und kann durch den Parameter C
kontrolliert werden
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Anmerkung: Gradverteilung ﬂ(".

Wie viele Knoten mit welchem Grad?
= bisher gesehen: E[deg(v) | r,] ~ 22e~"/2
m die Knotengrade schrumpfen also rapide mit wachsendem Radius
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Anmerkung: Gradverteilung A“(IT

Wie viele Knoten mit welchem Grad?

= bisher gesehen: E[deg(v) | r,] ~ 22e~"/2

m die Knotengrade schrumpfen also rapide mit wachsendem Radius
® aul3erdem haben viel mehr Knoten grof3en Radius

® also: viele Knoten mit kleinem Grad, wenige mit gro3em

m tatsachlich erhalt man ein power law mit Exponent 3

Gehen auch andere Exponenten?
® angepasste Verteilungsfunktion:

_asinh(ar) ____sinh(r)
f(r) " cosh(aR)—1 statt f(r) " cosh(R)—1

mo € (1/2,1] = power-law Exponent g € (2,3] |28
= B € (2, 3] ist gerade der interessanteste Bereich oo

m alle Berechnungen, die wir heute gesehen ha-
ben, funktionieren analog mit «
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Zusammenfassung AT

Heute gesehen

m geometrische Zufallsgraphen, Euklidisch und hyperbolisch

m Berechnung grundlegender Eigenschaften: hier erwartete Knotengrade
m Euklidisch/hyperbolisch: homogene/heterogene Gradverteilung

® Geometrie sorgt fur Lokalitat/Clustering
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Hyperbolische Zufallsgraphen: Ausblick

Parameter
m Knotenzahl n, Kantenzahl m (via R)

m power-law Exponent g
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Hyperbolische Zufallsgraphen:

Parameter
m Knotenzahl n, Kantenzahl m (via R)

m power-law Exponent g
® Temperatur T
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Hyperbolische Zufallsgraphen:

Parameter
m Knotenzahl n, Kantenzahl m (via R)

m power-law Exponent g

® Temperatur T

Strukturelle Eigenschaften

» power-law Gradverteilung (k=F)
® Clusterkoeffizient > 0
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Hyperbolische Zufallsgraphen:

Parameter
m Knotenzahl n, Kantenzahl m (via R)

m power-law Exponent g

® Temperatur T

Strukturelle Eigenschaften

m power-law Gradverteilung (k—F)

® Clusterkoeffizient > 0
® |ogarithmischer Durchmesser
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Ausblick A“(IT

Hyperbolische Zufallsgraphen:

Parameter 11
m Knotenzahl n, Kantenzahl m (via R)

m power-law Exponent g
® Temperatur T

Strukturelle Eigenschaften
m power-law Gradverteilung (k—F) 01

= Clusterkoeffizient > 0 0 R OR
: - Distanz
® |ogarithmischer Durchmesser

m Komponentenstruktur: eine grof3e Komponente
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Ausblick A“(IT

Hyperbolische Zufallsgraphen:

Parameter 11
m Knotenzahl n, Kantenzahl m (via R)

m power-law Exponent g

® Temperatur T

Strukturelle Eigenschaften
m power-law Gradverteilung (k—F) 01

= Clusterkoeffizient > 0 0 R OR
: - Distanz
® |ogarithmischer Durchmesser

m Komponentenstruktur: eine grof3e Komponente
m Verteilung von Cliquen
® Separatoren & Baumweite (sublinear)

Algorithmen
m effiziente Generierung: O(n)

Kantenwki.
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Ausblick A“(IT

Hyperbolische Zufallsgraphen:

Parameter 11
m Knotenzahl n, Kantenzahl m (via R)

m power-law Exponent g

® Temperatur T

Strukturelle Eigenschaften
m power-law Gradverteilung (k—F) 01

= Clusterkoeffizient > 0 0 R OR
: - Distanz
® |ogarithmischer Durchmesser

m Komponentenstruktur: eine grof3e Komponente

m Verteilung von Cliquen

® Separatoren & Baumweite (sublinear)

Algorithmen

m effiziente Generierung: O(n)

® bessere Algorithmen dank kleinen Separatoren/Baumweite

Kantenwki.
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(am]
o0

19 Thomas Blasius — Algorithmische Geometrie Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



IT

Hyperbolische Zufallsgraphen: Ausblick e s

Parameter 11
m Knotenzahl n, Kantenzahl m (via R)

m power-law Exponent g

® Temperatur T

Strukturelle Eigenschaften
m power-law Gradverteilung (k—F) 01

= Clusterkoeffizient > 0 0 R OR
: - Distanz
® |ogarithmischer Durchmesser

m Komponentenstruktur: eine grof3e Komponente

m Verteilung von Cliquen

® Separatoren & Baumweite (sublinear)

Algorithmen

m effiziente Generierung: O(n)

m bessere Algorithmen dank kleinen Separatoren/Baumweite
m pbidirektionale Breitensuche braucht o(n)

m Vertex Cover in polynomieller Zeit

Kantenwki.
\l
Il
(am]
o0

19 Thomas Blasius — Algorithmische Geometrie Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen



20

Literaturhinweise

@ Random Geometric Graphs
Mathew Penrose

Cl Hyperbolic geometry of complex networks
Krioukov, Papadopoulos, Kitsak, Vahdat, Bogufa

@ Random Hyperbolic Graphs: Degree Sequence and Clustering
Luca Gugelmann, Konstantinos Panagiotou, Ueli Peter

@ The diameter of KPKVB random graphs
Tobias Muller, Merlijn Staps

@ on the Largest Component of a Hyperbolic Model of Complex Networks (2015)

Michel Bode, Nikolaos Fountoulakis, Tobias Muller

O Hyperbolic Random Graphs: Separators and Treewidth
Thomas Blasius, Tobias Friedrich, Anton Krohmer

0 Sampling Geometric Inhomogeneous Random Graphs in Linear Time (2017)
Karl Bringmann, Ralph Keusch, Johannes Lengler https://doi.org/10.4230/LIPIcs.ESA.2017.20
0 Efficiently Generating Geometric Inhomogeneous and Hyperbolic Random Graphs (2019)
Blasius, Friedrich, Katzmann, Meyer, Penschuck, Weyand https//doi.org/10.4230/LIPIcs.ESA.2019.21
@ Efficient Shortest Paths in Scale-Free Networks with Underlying Hyperbolic Geometry (2018)
Blasius, Freiberger, Friedrich, Katzmann, Montenegro-Retana, Thieffry https://doi.org/10.4230/LIPIcs.ICALP.2018.20
Cl Solving Vertex Cover in Polynomial Time on Hyperbolic Random Graphs (2020)

Blasius, Fischbeck, Friedrich, Katzmann

Thomas Blasius — Algorithmische Geometrie

AT

Karlsruher Institut fur Technologie

(2003)

doi.org/10.1093/acprof:0s0/9780198506263.001.0001

(2010)
https://doi.org/10.1103/PhysRevE.82.036106

(2012)
https://doi.org/10.1007/978-3-642-31585-5_51

(2019)
https://doi.org/10.1017/apr.2019.23

https://doi.org/10.37236/4958

(2016)
https://doi.org/10.4230/LIPlcs.ESA.2016.15

https://doi.org/10.4230/LIPlcs.STACS.2020.25

Institut fir Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen


doi.org/10.1093/acprof:oso/9780198506263.001.0001
https://doi.org/10.1103/PhysRevE.82.036106
https://doi.org/10.1007/978-3-642-31585-5_51
https://doi.org/10.1017/apr.2019.23
https://doi.org/10.37236/4958 
https://doi.org/10.4230/LIPIcs.ESA.2016.15
https://doi.org/10.4230/LIPIcs.ESA.2017.20
https://doi.org/10.4230/LIPIcs.ESA.2019.21
https://doi.org/10.4230/LIPIcs.ICALP.2018.20
https://doi.org/10.4230/LIPIcs.STACS.2020.25

