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Triangulierung von Polygonen

Definition
Eine Triangulierung eines Polygons P ist eine planare
Unterteilung von P , sodass jede Facette ein Dreieck ist.
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Triangulierung von Polygonen

Definition
Eine Triangulierung eines Polygons P ist eine planare
Unterteilung von P , sodass jede Facette ein Dreieck ist.

Problem
Gegeben P , finde Diagonalen, die P triangulieren.
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Triangulierung von Polygonen

Definition
Eine Triangulierung eines Polygons P ist eine planare
Unterteilung von P , sodass jede Facette ein Dreieck ist.

Problem
Gegeben P , finde Diagonalen, die P triangulieren.

Gibt es das immer?
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Triangulierung von Polygonen

Definition
Eine Triangulierung eines Polygons P ist eine planare
Unterteilung von P , sodass jede Facette ein Dreieck ist.

Problem
Gegeben P , finde Diagonalen, die P triangulieren.

Geht es etwas einfacher?
konvexe Polygone sind leicht zu triangulieren

Gibt es das immer?
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Eine Triangulierung eines Polygons P ist eine planare
Unterteilung von P , sodass jede Facette ein Dreieck ist.

Problem
Gegeben P , finde Diagonalen, die P triangulieren.

Geht es etwas einfacher?
konvexe Polygone sind leicht zu triangulieren
Idee: zerlege P in konvexe Polygone
trianguliere dann die konvexen Teilpolygone

Gibt es das immer?
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Problem: eine solche Zerlegung zu finden ist leider nicht viel leichter

Gibt es das immer?
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Plan im Folgenden
finde eine schwächer Eigenschaft als Konvexität

Gibt es das immer?
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Triangulierung von Polygonen

Definition
Eine Triangulierung eines Polygons P ist eine planare
Unterteilung von P , sodass jede Facette ein Dreieck ist.

Problem
Gegeben P , finde Diagonalen, die P triangulieren.

Geht es etwas einfacher?
konvexe Polygone sind leicht zu triangulieren
Idee: zerlege P in konvexe Polygone
trianguliere dann die konvexen Teilpolygone
Problem: eine solche Zerlegung zu finden ist leider nicht viel leichter

Plan im Folgenden
finde eine schwächer Eigenschaft als Konvexität
Triangulieren der Teilpolygone mit dieser Eigenschaft wird schwerer
Zerlegung von P in Teilpolygone mit der Eigenschaft wird leichter

Gibt es das immer?
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y -monotone Polygone

Definition
Ein Polygon ist y -monoton, wenn der Schnitt mit jeder horizontalen Gera-
den zusammenhängend ist.

nicht y -monoton y -monoton
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y -monotone Polygone

Definition
Ein Polygon ist y -monoton, wenn der Schnitt mit jeder horizontalen Gera-
den zusammenhängend ist.

nicht y -monoton y -monoton

Anmerkung
konvexe Polygone sind monoton in jede Richtung
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y -monotone Polygone

Definition
Ein Polygon ist y -monoton, wenn der Schnitt mit jeder horizontalen Gera-
den zusammenhängend ist.

nicht y -monoton y -monoton

Anmerkung
konvexe Polygone sind monoton in jede Richtung

x- und y -monoton ⇒ konvex?
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y -monotone Polygone

Definition
Ein Polygon ist y -monoton, wenn der Schnitt mit jeder horizontalen Gera-
den zusammenhängend ist.

nicht y -monoton y -monoton

Anmerkung
konvexe Polygone sind monoton in jede Richtung

Unser Plan
zerlege beliebiges Polygon in O(n log n) Zeit in y -monotone Teilpolygone
→ jetzt gleich

x- und y -monoton ⇒ konvex?
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y -monotone Polygone

Definition
Ein Polygon ist y -monoton, wenn der Schnitt mit jeder horizontalen Gera-
den zusammenhängend ist.

nicht y -monoton y -monoton

Anmerkung
konvexe Polygone sind monoton in jede Richtung

Unser Plan
zerlege beliebiges Polygon in O(n log n) Zeit in y -monotone Teilpolygone

trianguliere ein y -monotones Polygon in O(n) Zeit
→ jetzt gleich

→ Übungsblatt

x- und y -monoton ⇒ konvex?
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Was macht ein Polygon nicht y -monoton?
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Was macht ein Polygon nicht y -monoton?

Split-Knoten
Kanten liegen unten
Polygon liegt oben
Polygon spaltet sich auf
(von oben kommend)
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Was macht ein Polygon nicht y -monoton?

Split-Knoten
Kanten liegen unten
Polygon liegt oben
Polygon spaltet sich auf
(von oben kommend)

Merge-Knoten
Kanten liegen oben
Polygon liegt unten
Polygone fügen sich
zusammen
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Was macht ein Polygon nicht y -monoton?

Split-Knoten
Kanten liegen unten
Polygon liegt oben
Polygon spaltet sich auf
(von oben kommend)

Merge-Knoten
Kanten liegen oben
Polygon liegt unten
Polygone fügen sich
zusammen

Beobachtung
es gibt Merge- oder Split-Knoten ⇒ das Polygon ist nicht y -monoton
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Was macht ein Polygon nicht y -monoton?

Split-Knoten
Kanten liegen unten
Polygon liegt oben
Polygon spaltet sich auf
(von oben kommend)

Merge-Knoten
Kanten liegen oben
Polygon liegt unten
Polygone fügen sich
zusammen

Beobachtung
es gibt Merge- oder Split-Knoten ⇒ das Polygon ist nicht y -monoton
die Umkehrung gilt auch; Beweis durch Bild:
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Was macht ein Polygon nicht y -monoton?

Split-Knoten
Kanten liegen unten
Polygon liegt oben
Polygon spaltet sich auf
(von oben kommend)

Merge-Knoten
Kanten liegen oben
Polygon liegt unten
Polygone fügen sich
zusammen

Beobachtung
es gibt Merge- oder Split-Knoten ⇒ das Polygon ist nicht y -monoton
die Umkehrung gilt auch; Beweis durch Bild:

Lemma (y -Monotonie)
Ein Polygon ist genau dann y -monoton,
wenn es keine Split- oder Merge-Knoten gibt.
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Was macht ein Polygon nicht y -monoton?

Split-Knoten
Kanten liegen unten
Polygon liegt oben
Polygon spaltet sich auf
(von oben kommend)

Merge-Knoten
Kanten liegen oben
Polygon liegt unten
Polygone fügen sich
zusammen

Beobachtung
es gibt Merge- oder Split-Knoten ⇒ das Polygon ist nicht y -monoton
die Umkehrung gilt auch; Beweis durch Bild:

Lemma (y -Monotonie)
Ein Polygon ist genau dann y -monoton,
wenn es keine Split- oder Merge-Knoten gibt.

Ziel
eliminiere alle Split- und Merge-Knoten
füge dazu Diagonalen ein
von Split-Knoten nach oben, von Merge-Knoten nach unten



Thomas Bläsius – Algorithmische Geometrie Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen5

Eliminierung von Split-Knoten

Idee für Split-Knoten v
finde Knoten u oberhalb von v

v
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Eliminierung von Split-Knoten

Idee für Split-Knoten v
finde Knoten u oberhalb von v
wenn u nah bei v liegt, dann schneidet die Diagona-
le uv das Polygon hoffentlich nichtv
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Eliminierung von Split-Knoten

Idee für Split-Knoten v
finde Knoten u oberhalb von v
wenn u nah bei v liegt, dann schneidet die Diagona-
le uv das Polygon hoffentlich nicht
finde nächste Kante e links von v

v
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wähle oberen Endpunkt von e als u

u
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Eliminierung von Split-Knoten

Idee für Split-Knoten v
finde Knoten u oberhalb von v
wenn u nah bei v liegt, dann schneidet die Diagona-
le uv das Polygon hoffentlich nicht
finde nächste Kante e links von v

v
e

wähle oberen Endpunkt von e als u

u

Problem

v
e

u

uv könnte andere Kanten des Polygons schneiden
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diesen Knoten nennen wir den Helfer von e
Beachte: Helfer hängt von v ab



Thomas Bläsius – Algorithmische Geometrie Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen5

Eliminierung von Split-Knoten

Idee für Split-Knoten v
finde Knoten u oberhalb von v
wenn u nah bei v liegt, dann schneidet die Diagona-
le uv das Polygon hoffentlich nicht
finde nächste Kante e links von v

v
e

wähle oberen Endpunkt von e als u

u

Problem

v
e

uv könnte andere Kanten des Polygons schneiden
wähle für u stattdessen den tiefsten Knoten über v ,
der e links neben sich hat

u

diesen Knoten nennen wir den Helfer von e
Beachte: Helfer hängt von v ab

Lemma (der Helfer hilft)
Sei v ein Split-Knoten, e die Kante links neben v und u der Helfer von e
(bzgl. v). Dann schneidet uv keine Kante des Polygons (außer in u und v ).



Thomas Bläsius – Algorithmische Geometrie Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen5

Eliminierung von Split-Knoten

Idee für Split-Knoten v
finde Knoten u oberhalb von v
wenn u nah bei v liegt, dann schneidet die Diagona-
le uv das Polygon hoffentlich nicht
finde nächste Kante e links von v

v
e

wähle oberen Endpunkt von e als u

u

Problem

v
e

uv könnte andere Kanten des Polygons schneiden
wähle für u stattdessen den tiefsten Knoten über v ,
der e links neben sich hat

u

diesen Knoten nennen wir den Helfer von e
Beachte: Helfer hängt von v ab

Lemma (der Helfer hilft)
Sei v ein Split-Knoten, e die Kante links neben v und u der Helfer von e
(bzgl. v). Dann schneidet uv keine Kante des Polygons (außer in u und v ).

Beweis:



Thomas Bläsius – Algorithmische Geometrie Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen5

Eliminierung von Split-Knoten

Idee für Split-Knoten v
finde Knoten u oberhalb von v
wenn u nah bei v liegt, dann schneidet die Diagona-
le uv das Polygon hoffentlich nicht
finde nächste Kante e links von v

v
e

wähle oberen Endpunkt von e als u

u

Problem

v
e

uv könnte andere Kanten des Polygons schneiden
wähle für u stattdessen den tiefsten Knoten über v ,
der e links neben sich hat

u

diesen Knoten nennen wir den Helfer von e
Beachte: Helfer hängt von v ab

Lemma (der Helfer hilft)
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Beweis: das Viereck zwischen uv und e enthält keine Knoten Warum?
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Eliminierung von Split-Knoten

Idee für Split-Knoten v
finde Knoten u oberhalb von v
wenn u nah bei v liegt, dann schneidet die Diagona-
le uv das Polygon hoffentlich nicht
finde nächste Kante e links von v

v
e

wähle oberen Endpunkt von e als u

u

Problem

v
e

uv könnte andere Kanten des Polygons schneiden
wähle für u stattdessen den tiefsten Knoten über v ,
der e links neben sich hat

u

diesen Knoten nennen wir den Helfer von e
Beachte: Helfer hängt von v ab

Lemma (der Helfer hilft)
Sei v ein Split-Knoten, e die Kante links neben v und u der Helfer von e
(bzgl. v). Dann schneidet uv keine Kante des Polygons (außer in u und v ).

Beweis: das Viereck zwischen uv und e enthält keine Knoten
keine Polygonkante kann uv schneiden

Warum?
Warum?
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Eliminierung von Split-Knoten

Was müssen wir für einen Split-Knoten v tun?

v
e u
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Eliminierung von Split-Knoten

Was müssen wir für einen Split-Knoten v tun?
finde die Kante e links von v

v
e ufinde den Helfer von e (bezüglich v )
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Eliminierung von Split-Knoten

Was müssen wir für einen Split-Knoten v tun?
finde die Kante e links von v

v
e ufinde den Helfer von e (bezüglich v )

Beobachtung
e liegt (teilweise) über v
der Helfer von e liegt über v
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Eliminierung von Split-Knoten

Was müssen wir für einen Split-Knoten v tun?
finde die Kante e links von v

v
e ufinde den Helfer von e (bezüglich v )

Beobachtung
e liegt (teilweise) über v
der Helfer von e liegt über v

⇒ Sweep-Line bietet sich an
(horizontale Sweep-Line ‘ von oben nach unten)
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Eliminierung von Split-Knoten

Was müssen wir für einen Split-Knoten v tun?
finde die Kante e links von v

v
e ufinde den Helfer von e (bezüglich v )

Beobachtung
e liegt (teilweise) über v
der Helfer von e liegt über v

⇒ Sweep-Line bietet sich an

Event-Queue
(horizontale Sweep-Line ‘ von oben nach unten)



Thomas Bläsius – Algorithmische Geometrie Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen6

Eliminierung von Split-Knoten

Was müssen wir für einen Split-Knoten v tun?
finde die Kante e links von v

v
e ufinde den Helfer von e (bezüglich v )

Beobachtung
e liegt (teilweise) über v
der Helfer von e liegt über v

⇒ Sweep-Line bietet sich an

Event-Queue
Knoten des Polygons
sortiert nach y -Koordinate

(bzw. lexikographisch nach yx)

(horizontale Sweep-Line ‘ von oben nach unten)
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(horizontale Sweep-Line ‘ von oben nach unten)
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Was müssen wir für einen Split-Knoten v tun?
finde die Kante e links von v

v
e ufinde den Helfer von e (bezüglich v )
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Eliminierung von Split-Knoten

Was müssen wir für einen Split-Knoten v tun?
finde die Kante e links von v

v
e ufinde den Helfer von e (bezüglich v )

Beobachtung
e liegt (teilweise) über v
der Helfer von e liegt über v

⇒ Sweep-Line bietet sich an

Event-Queue
Knoten des Polygons
sortiert nach y -Koordinate

(bzw. lexikographisch nach yx)

Sweep-Line Status
Kanten die ‘ schneiden sortiert
nach x-Koordinate

(horizontale Sweep-Line ‘ von oben nach unten)

Kanten mit Polygon rechts von
sich genügen
aktueller Helfer für jede Kante

Beispiel

Status

Queuev1
v2

v3

v4 v5

v6

v7

v8

v9

v10
v11

v12
v13

v14

e1

e2
e3 e4

e5
e6

e7
e8

e9

e10
e11

e12
e13

e14

v1
v2

v3

v4

v5

v6

v7

v8

v9

v10
v11

v12
v13

v14

Helfer
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Eliminierung von Split-Knoten

Was müssen wir für einen Split-Knoten v tun?
finde die Kante e links von v

v
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Beobachtung
e liegt (teilweise) über v
der Helfer von e liegt über v

⇒ Sweep-Line bietet sich an
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Eliminierung von Split-Knoten

Was müssen wir für einen Split-Knoten v tun?
finde die Kante e links von v

v
e ufinde den Helfer von e (bezüglich v )
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(horizontale Sweep-Line ‘ von oben nach unten)

Kanten mit Polygon rechts von
sich genügen
aktueller Helfer für jede Kante

Beispiel

Status

Queuev1
v2

v3

v4 v5

v6

v7

v8

v9

v10
v11

v12
v13

v14
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e2
e3 e4

e5
e6

e7
e8

e9

e10
e11

e12
e13

e14

v1
v2

v3

v4

v5

v6

v7

v8

v9

v10
v11

v12
v13

v14

Helfere9
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Eliminierung von Split-Knoten

Was müssen wir für einen Split-Knoten v tun?
finde die Kante e links von v
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finde die Kante e links von v

v
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Beobachtung
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finde die Kante e links von v
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Was müssen wir für einen Split-Knoten v tun?
finde die Kante e links von v

v
e ufinde den Helfer von e (bezüglich v )

Beobachtung
e liegt (teilweise) über v
der Helfer von e liegt über v

⇒ Sweep-Line bietet sich an

Event-Queue
Knoten des Polygons
sortiert nach y -Koordinate

(bzw. lexikographisch nach yx)

Sweep-Line Status
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Was müssen wir für einen Split-Knoten v tun?
finde die Kante e links von v

v
e ufinde den Helfer von e (bezüglich v )

Beobachtung
e liegt (teilweise) über v
der Helfer von e liegt über v
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Eliminierung von Split-Knoten

Was müssen wir für einen Split-Knoten v tun?
finde die Kante e links von v

v
e ufinde den Helfer von e (bezüglich v )

Beobachtung
e liegt (teilweise) über v
der Helfer von e liegt über v

⇒ Sweep-Line bietet sich an

Event-Queue
Knoten des Polygons
sortiert nach y -Koordinate

(bzw. lexikographisch nach yx)

Sweep-Line Status
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e7
e8
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Kurze Pause

Wie viele Diagonalen muss man mindestens einfügen,
um y -monotone Polygone zu erhalten?
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Kurze Pause

Wie viele Diagonalen muss man mindestens einfügen,
um y -monotone Polygone zu erhalten?
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Sweep-Line mit Verschiedene Knotentypen

Unterschiedlich behandelte Knoten im Sweep-Line Algo
Split-Knoten: Kanten unten, Polygon oben
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Sweep-Line mit Verschiedene Knotentypen

Unterschiedlich behandelte Knoten im Sweep-Line Algo
Split-Knoten: Kanten unten, Polygon oben
Merge-Knoten: Kanten oben, Polygon unten
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Sweep-Line mit Verschiedene Knotentypen

Unterschiedlich behandelte Knoten im Sweep-Line Algo
Split-Knoten: Kanten unten, Polygon oben
Merge-Knoten: Kanten oben, Polygon unten
Start-Knoten: Kanten unten, Polygon unten
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Sweep-Line mit Verschiedene Knotentypen

Unterschiedlich behandelte Knoten im Sweep-Line Algo
Split-Knoten: Kanten unten, Polygon oben
Merge-Knoten: Kanten oben, Polygon unten
Start-Knoten: Kanten unten, Polygon unten
End-Knoten: Kanten oben, Polygon oben
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Sweep-Line mit Verschiedene Knotentypen

Unterschiedlich behandelte Knoten im Sweep-Line Algo
Split-Knoten: Kanten unten, Polygon oben
Merge-Knoten: Kanten oben, Polygon unten
Start-Knoten: Kanten unten, Polygon unten
End-Knoten: Kanten oben, Polygon oben
linker Knoten: y -monotone Kanten, Polygon rechts
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Sweep-Line mit Verschiedene Knotentypen

Unterschiedlich behandelte Knoten im Sweep-Line Algo
Split-Knoten: Kanten unten, Polygon oben
Merge-Knoten: Kanten oben, Polygon unten
Start-Knoten: Kanten unten, Polygon unten
End-Knoten: Kanten oben, Polygon oben
linker Knoten: y -monotone Kanten, Polygon rechts
rechter Knoten: y -monotone Kanten, Polygon links
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Sweep-Line mit Verschiedene Knotentypen

(gegen den Uhrzeigersinn)

Algorithmus MACHEMONOTON(P )
Eingabe. Polygon P
Ausgabe. Diagonalen, die P y -monoton machen
Q = Knoten von P sortiert nach y -Koordinate
T = binärer Suchbaum
solange Q 6= ∅

BEHANDLEKNOTEN(v)
v = min{Q} und Q = Q− v
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Sweep-Line mit Verschiedene Knotentypen

e+v

v
(gegen den Uhrzeigersinn)

Algorithmus MACHEMONOTON(P )
Eingabe. Polygon P
Ausgabe. Diagonalen, die P y -monoton machen
Q = Knoten von P sortiert nach y -Koordinate
T = binärer Suchbaum
solange Q 6= ∅

BEHANDLEKNOTEN(v)
v = min{Q} und Q = Q− v

BEHANDLESTARTKNOTEN(v)

e+v = Kante nach v in P

helfer(e+v ) = v
füge e+v in T ein
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Sweep-Line mit Verschiedene Knotentypen

v

e−v

(gegen den Uhrzeigersinn)

Algorithmus MACHEMONOTON(P )
Eingabe. Polygon P
Ausgabe. Diagonalen, die P y -monoton machen
Q = Knoten von P sortiert nach y -Koordinate
T = binärer Suchbaum
solange Q 6= ∅

BEHANDLEKNOTEN(v)
v = min{Q} und Q = Q− v

BEHANDLESTARTKNOTEN(v)

e+v = Kante nach v in P

helfer(e+v ) = v
füge e+v in T ein

BEHANDLEENDKNOTEN(v)

e−v = Kante vor v in P
entferne e−v aus T
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Sweep-Line mit Verschiedene Knotentypen

v

e

(gegen den Uhrzeigersinn)

Algorithmus MACHEMONOTON(P )
Eingabe. Polygon P
Ausgabe. Diagonalen, die P y -monoton machen
Q = Knoten von P sortiert nach y -Koordinate
T = binärer Suchbaum
solange Q 6= ∅

BEHANDLEKNOTEN(v)
v = min{Q} und Q = Q− v

BEHANDLESTARTKNOTEN(v)

e+v = Kante nach v in P

helfer(e+v ) = v
füge e+v in T ein

BEHANDLEENDKNOTEN(v)

e−v = Kante vor v in P
entferne e−v aus T

BEHANDLERECHTENKNOTEN(v)

e = Kante links von v in T
helfer(e) = v
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Sweep-Line mit Verschiedene Knotentypen

e+v

v
e−v

(gegen den Uhrzeigersinn)

Algorithmus MACHEMONOTON(P )
Eingabe. Polygon P
Ausgabe. Diagonalen, die P y -monoton machen
Q = Knoten von P sortiert nach y -Koordinate
T = binärer Suchbaum
solange Q 6= ∅

BEHANDLEKNOTEN(v)
v = min{Q} und Q = Q− v

BEHANDLESTARTKNOTEN(v)

e+v = Kante nach v in P

helfer(e+v ) = v
füge e+v in T ein

BEHANDLEENDKNOTEN(v)

e−v = Kante vor v in P
entferne e−v aus T

BEHANDLERECHTENKNOTEN(v)

e = Kante links von v in T
helfer(e) = v

BEHANDLELINKENKNOTEN(v)

e−v = Kante vor v in P

e+v = Kante nach v in P
entferne e−v aus T

füge e+v in T ein
helfer(e+v ) = v
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Sweep-Line mit Verschiedene Knotentypen

v
e−v

e

(gegen den Uhrzeigersinn)

Algorithmus MACHEMONOTON(P )
Eingabe. Polygon P
Ausgabe. Diagonalen, die P y -monoton machen
Q = Knoten von P sortiert nach y -Koordinate
T = binärer Suchbaum
solange Q 6= ∅

BEHANDLEKNOTEN(v)
v = min{Q} und Q = Q− v

BEHANDLESTARTKNOTEN(v)

e+v = Kante nach v in P

helfer(e+v ) = v
füge e+v in T ein

BEHANDLEENDKNOTEN(v)

e−v = Kante vor v in P
entferne e−v aus T

BEHANDLERECHTENKNOTEN(v)

e = Kante links von v in T
helfer(e) = v

BEHANDLELINKENKNOTEN(v)

e−v = Kante vor v in P

e+v = Kante nach v in P
entferne e−v aus T

füge e+v in T ein
helfer(e+v ) = v

BEHANDLEMERGEKNOTEN(v)

e = Kante links von v in T
helfer(e) = v

e−v = Kante vor v in P
entferne e−v aus T
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Sweep-Line mit Verschiedene Knotentypen

v
e+v

e u

(gegen den Uhrzeigersinn)

Algorithmus MACHEMONOTON(P )
Eingabe. Polygon P
Ausgabe. Diagonalen, die P y -monoton machen
Q = Knoten von P sortiert nach y -Koordinate
T = binärer Suchbaum
solange Q 6= ∅

BEHANDLEKNOTEN(v)
v = min{Q} und Q = Q− v

BEHANDLESTARTKNOTEN(v)

e+v = Kante nach v in P

helfer(e+v ) = v
füge e+v in T ein

BEHANDLEENDKNOTEN(v)

e−v = Kante vor v in P
entferne e−v aus T

BEHANDLERECHTENKNOTEN(v)

e = Kante links von v in T
helfer(e) = v

BEHANDLELINKENKNOTEN(v)

e−v = Kante vor v in P

e+v = Kante nach v in P
entferne e−v aus T

füge e+v in T ein
helfer(e+v ) = v

BEHANDLEMERGEKNOTEN(v)

e = Kante links von v in T
helfer(e) = v

e−v = Kante vor v in P
entferne e−v aus T

BEHANDLESPLITKNOTEN(v)

e = Kante links von v in T

gib Diagonale uv aus
u = helfer(e)

helfer(e) = v

e+v = Kante nach v in P
füge e+v in T ein
helfer(e+v ) = v
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Sweep-Line mit Verschiedene Knotentypen

(gegen den Uhrzeigersinn)

Algorithmus MACHEMONOTON(P )
Eingabe. Polygon P
Ausgabe. Diagonalen, die P y -monoton machen
Q = Knoten von P sortiert nach y -Koordinate
T = binärer Suchbaum
solange Q 6= ∅

BEHANDLEKNOTEN(v)
v = min{Q} und Q = Q− v

BEHANDLESTARTKNOTEN(v)

e+v = Kante nach v in P

helfer(e+v ) = v
füge e+v in T ein

BEHANDLEENDKNOTEN(v)

e−v = Kante vor v in P
entferne e−v aus T

BEHANDLERECHTENKNOTEN(v)

e = Kante links von v in T
helfer(e) = v

BEHANDLELINKENKNOTEN(v)

e−v = Kante vor v in P

e+v = Kante nach v in P
entferne e−v aus T

füge e+v in T ein
helfer(e+v ) = v

BEHANDLEMERGEKNOTEN(v)

e = Kante links von v in T
helfer(e) = v

e−v = Kante vor v in P
entferne e−v aus T

BEHANDLESPLITKNOTEN(v)

e = Kante links von v in T

gib Diagonale uv aus
u = helfer(e)

helfer(e) = v

e+v = Kante nach v in P
füge e+v in T ein
helfer(e+v ) = v
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Schnittfreiheit

Erinnerung
die eingefügten Diagonalen schneiden das Po-
lygon nicht

v
e u

Argument: das Viereck zwischen uv und e ent-
hält keine Knoten
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Erinnerung
die eingefügten Diagonalen schneiden das Po-
lygon nicht

v
e u

Argument: das Viereck zwischen uv und e ent-
hält keine Knoten

Kann eine zuvor eingefügte Diagonale geschnitten werden?
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Verlängerung des Vierecks nach rechts enthält
auch keinen Knoten (gleiches Argument)
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hält keine Knoten

Kann eine zuvor eingefügte Diagonale geschnitten werden?

v
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auch keinen Knoten (gleiches Argument)
beide Endpunkte einer zuvor eingefügten Dia-
gonale liegen über v
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Schnittfreiheit

Erinnerung
die eingefügten Diagonalen schneiden das Po-
lygon nicht

v
e u

Argument: das Viereck zwischen uv und e ent-
hält keine Knoten

Kann eine zuvor eingefügte Diagonale geschnitten werden?

v
e u

Verlängerung des Vierecks nach rechts enthält
auch keinen Knoten (gleiches Argument)
beide Endpunkte einer zuvor eingefügten Dia-
gonale liegen über v

⇒ uv schneidet keine vorherige Diagonale



Thomas Bläsius – Algorithmische Geometrie Institut für Theoretische Informatik, Skalierbare Algorithmen10

Und was ist mit Merge-Knoten?

Erinnerung: Split-Knoten v

v
e u

v
e

u
e: Kante links neben v

falls dieser nicht existiert: wähle für
u oberen Knoten von e

wähle für u tiefsten Knoten über v ,
der e links von sich hat

verbinde v mit u

(Helfer von e)
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Und was ist mit Merge-Knoten?

Erinnerung: Split-Knoten v

v
e u

v
e

u

Spiegeln macht aus v einen Merge-Knoten

v
e

u
e: Kante links neben v

falls dieser nicht existiert: wähle für
u oberen Knoten von e

wähle für u tiefsten Knoten über v ,
der e links von sich hat

verbinde v mit u

ve

u

(Helfer von e)
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Und was ist mit Merge-Knoten?

Erinnerung: Split-Knoten v

v
e u

v
e

u

Spiegeln macht aus v einen Merge-Knoten

Behandlung von Merge-Knoten v

v
e

u
e: Kante links neben v

falls dieser nicht existiert: wähle für
u oberen Knoten von e

wähle für u tiefsten Knoten über v ,
der e links von sich hat

verbinde v mit u

ve

u

(Helfer von e)
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Und was ist mit Merge-Knoten?

Erinnerung: Split-Knoten v

v
e u

v
e

u

Spiegeln macht aus v einen Merge-Knoten

Behandlung von Merge-Knoten v
e: Kante links neben v

v
e

u
e: Kante links neben v

falls dieser nicht existiert: wähle für
u oberen Knoten von e

wähle für u tiefsten Knoten über v ,
der e links von sich hat

verbinde v mit u

ve

u

wähle für u den höchsten Knoten
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Ein gegebenes Polygon mit n Knoten kann in O(n log n) Zeit in y -monotone
Teilpolygone zerlegt werden.
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entsprechendes 3-dimensionales Problem ist NP-schwer


