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Zusammenfassung

Traffic Assignment beschiftigt sich mit der Vorhersage des Verhaltens von Verkehrsteilneh-
mern, um die Auslastung eines Strafiennetzwerks zu ermitteln. Inverse Traffic Assignment
strebt eine neue Art der Zuordnung von Verkehrsteilnehmern zu gemeinsam befahrenen
Routen in einem urbanen Straflennetzwerk an, welche die wirksame Bekampfung der durch
steigende Verkehrsnachfrage ausgel6sten Probleme erméglichen soll. Im urbanen Raum
entstehen beim Transport von Verkehrsteilnehmern in Einzelfahrzeugen hohe Schadstoffe-
missionen und hoher Energieverbrauch. Fiir Inverse Traffic Assignment wird die Routenwahl
der Verkehrsteilnehmer unter der Annahme vorhergesagt, dass ein hohes Verkehrsaufkom-
men zusitzliche Anreize schafft, die entsprechende Route zu befahren. In dieser Arbeit wird
ein iteratives Verfahren vorgestellt, dass gemaf; dieser Anreize die aus der Routenwahl der
Verkehrsteilnehmer resultierende Netzwerkauslastung bestimmt. Dabei soll sich der Verkehr
auf wenige stark befahrene Strafien im Netzwerk konzentrieren. Motiviert wird das Vorgehen
durch die Annahme, dass auf Routen mit hohem resultierenden Verkehrsaufkommen ein Aus-
bau der Moglichkeiten fiir die Reise in 6ffentlichen und geteilten Verkehrsmitteln besonders
wirksam Emissionen und Energieverbrauch pro Verkehrsteilnehmer reduzieren kann, wah-
rend weite Teile des Straflennetzwerks entlastet werden. Bei Tests des iterativen Verfahrens
auf einem urbanen Stralennetzwerk fiir verschiedene Eingaben stellt sich ein stabiler Zustand
des Verkehrsaufkommens nach wenigen Iterationen ein und es kann das gewiinschte Resultat
eines auf eine kleine Anzahl an Routen konzentrierten Verkehrsaufkommens beobachtet
werden.
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1 Einleitung

Eine Zunahme des Straflenverkehrs hat eine Reihe von negativen Auswirkungen auf die
Umwelt und das soziale Leben [DW11]. Eine hohe Anzahl an individuellen Transportwegen
bewirkt unter anderem Stau und Umweltverschmutzung [Pat15]. Daher bedarf es der Planung
von Anpassungen des Transportnetzwerks, um diese Probleme zu bekampfen. Um dabei
gefundene Losungen zu evaluieren, muss die Auslastung des geplanten Straflennetzwerks
simuliert werden [She85].

Traffic Assignment beschreibt das Problem der Vorhersage des Verhaltens der Verkehrs-
teilnehmer bei der Routenwahl in einem gegebenen Netzwerk [PERW15]. Die Routenwahl
bestimmt die Auslastung jeder Strafle, die wiederum genutzt werden kann, um die Auswir-
kungen des geplanten Verkehrsnetzwerks zu messen. So konnen anhand des vorhergesagten
Verkehrsaufkommens fiir ein gegebenes Netzwerk die Reisezeit der Verkehrsteilnehmer und
auch Effekte wie die resultierende Luftverschmutzung gemessen werden [She85].

Das Prinzip, nach dem Verkehrsteilnehmer eine Route unter verschiedenen moglichen
Alternativen wihlen, ist entscheidend fiir die Zuteilung des Verkehrs auf das Straflennetz-
werk [Pat94 | She85]. Die iibliche Annahme bei Traffic Assignment ist, dass ein Verkehrsteil-
nehmer stets die Route mit der geringsten Reisezeit zwischen dem Start- und Zielpunkt seiner
Reise wihlt. Die Reisezeit erhoht sich durch erhohtes Verkehrsaufkommen und daraus resul-
tierenden Stau auf der entsprechenden Route, wodurch die individuellen Entscheidungen der
Verkehrsteilnehmer voneinander abhingen. Erhohtes Verkehrsaufkommen auf einer Route
schafft den Anreiz, einen alternativen Reiseweg zu wihlen. Diese geénderte Routenwahl kann
wiederum Stau auf anderen Reisewegen erzeugen [BSW19].

Die Routenwahl und Stau im Netzwerk iben nach obigen Annahmen direkten Einfluss
aufeinander aus. Ein Equilibrium zwischen Stau und Routenwahlen bezeichnet eine Zuordnung
von Verkehrsteilnehmern zu befahrenen Routen, fiir die kein Verkehrsteilnehmer einen Anreiz
hat, seine Route zu dndern [She85]. Ein solches Equilibrium fiir ein Stralennetzwerk und darin
reisende Verkehrsteilnehmer entspricht dem Ersten der zwei von J. G. Wardrop spezifizierten
Wardrop-Prinzipien.

Das erste Wardrop-Prinzip ([War52], Seite 345): Die Reisezeit auf allen tatsdchlich
befahrenen Routen ist gleich, und kleiner als die Reisezeit fiir ein einzelnes Fahrzeug
auf einer nicht befahrenen Route.

Gleiche minimale Reisezeit befahrener Routen gilt dabei jeweils fiir die Routen, die ein gleiches
Paar von Start- und Zielknoten verbinden, zwischen denen Verkehrsteilnehmer reisen. Ein
solches Paar aus Start- und Zielpunkt einer Reise wird als O-D-Paar (Origin-Destination-Paar)
bezeichnet [She85]. Die durch das erste Wardrop-Prinzip beschriebene Situation kann auf-
gefasst werden als ein stabiler Zustand, der durch fortlaufende Anderung der Routenwahl
der Verkehrsteilnehmer erreicht wird [CS11]. Ein Equilibrium ist laut Wardrop dann erreicht,
wenn kein Verkehrsteilnehmer durch Nutzung einer alternativen Route seine Reisezeit ver-
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ringern kann. Der Zustand wird bezeichnet als Nutzer-Equilibrium (engl. user equilibrium
(UE)) [She85].

Inverse Traffic Assignment weicht von der Annahme, dass Verkehrsteilnehmer bei der Rou-
tenwahl ihre individuelle Reisezeit minimieren, ab. Die dabei vorgenommenen Anderungen
des Prinzips der Routenwahl werden im folgenden Abschnitt beschrieben.

1.1 Motivation

Im urbanen Raum nimmt die durchschnittliche Fahrzeugbelegung (engl. average vehicle oc-
cupancy) besonders niedrige Werte an. In Paris reisen eine durchschnittliche Anzahl von
1.28 Personen in einem Fahrzeug [YLCV18]. Schon die Erh6hung der Anzahl an Verkehrs-
teilnehmern in wenigen Fahrzeugen kann eine grofie Menge an Treibstoff sparen [JK09].
Ride-sharing konnte auf diese Weise ebenfalls zu starker Verminderung des CO,-Ausstofles
fithren [Her+19|YLCV18]. Weiter konnen Anreize fiir eine erhohte Nutzung 6ffentlicher
Verkehrsmittel zu einer starken Reduktion der Emissionen und des Energieverbrauchs fiih-
ren [CHM10].

Inverse Traffic Assignment verfolgt das Ziel, bei der Berechnung des Verkehrsflusses solche
Anreize fiir eine erhéhte Belegung pro Fahrzeug zu simulieren.

Die bestehende Annahme fiir Traffic Assignment, dass die Umstdnde der Reise tiber eine
Route anhand der Reisezeit gemessen werden, schafft den Anreiz, von einer stark befahrenen
Strafle abzuweichen. Hier liegt die zentrale Neuerung von Inverse Traffic Assignment. Von
vielen Verkehrsteilnehmern gemeinsam befahrene Straflen werden angestrebt. Dafiir werden
bei der Vorhersage der Routenwahl der Verkehrsteilnehmer Anreize gesetzt, von schwicher
befahrenen Routen auf starker befahrene Routen abzuweichen.

Das erwartete Ergebnis fiir die Simulation von solchem Verhalten der Verkehrsteilnehmer
ist die starke Auslastung von wenigen Kanten, gegensatzlich zu einer ausgeglichenen Nutzung
vieler Kanten bei Vermeidung von Stau. Das Ziel dieses Ansatzes ist jedoch keineswegs die
Steigerung von Stau auf zentralen Routen im Netzwerk. Es sollen gerade die Straflen und
Routen gefunden werden, die stark befahren werden, wenn ein Anreiz zu gemeinsamer
Mehrnutzung einer Strafle besteht.

Die Idee ist, dass auf solchen Routen der Ausbau der Moglichkeiten fiir 6ffentliche Verkehrs-
mittel und Ride-sharing besonders lohnenswert sein konnte. Die erhohte Verfiigbarkeit dieser
geteilten Transportmittel konnte einen dhnlichen Anreiz zur erhéhten Nutzung der Routen
bedeuten. Reist die erhchte Anzahl an Verkehrsteilnehmern nicht in einzelnen Fahrzeugen,
sondern in geteilten und 6ffentlichen Verkehrsmitteln, konnte dies wie oben erwahnt zur
Reduktion der Emissionen und des Energieverbrauchs fithren.

Um den Anreiz zur erhéhten Nutzung einzelner Straflen zu erzeugen, wird beeinflusst,
wie die Umsténde der Reise iiber eine Route gemessen werden. Um die Reise tiber eine
Strale zu bewerten, kénnen Performance-Funktionen eingesetzt werden, die als Eingabe das
Verkehrsaufkommen auf der Strafie erhalten [She85]. In dieser Arbeit werden Performance-
Funktionen auch Kostenfunktionen genannt, die die Reisekosten einer Strafie messen.

Wenn, wie fiir Traffic Assignment tiblich, die Reisezeit zur Bestimmung der Reisekosten
verwendet wird, steigen die Reisekosten mit steigendem Verkehrsaufkommen. Von dieser
Eigenschaft der Reisekosten weicht Inverse Traffic Assignment ab. Bei der Routenwahl sollen
den stark befahrenen Routen nicht hohere, sondern niedrigere Reisekosten zugeordnet werden.



1.2 Gliederung

Die zentrale Idee von Inverse Traffic Assignment ist also, die Reisekosten als sinkend im
Verkehrsaufkommen auf der entsprechenden Strafle zu definieren. Die kiirzesten Routen (also
Routen mit geringsten Reisekosten) zwischen den O-D-Paaren werden zunehmend solche,
die sich mit den kiirzesten Routen anderer O-D-Paare iiberschneiden. Wird eine Route stark
befahren, schafft dies nicht den Anreiz, auf eine alternative Route auszuweichen, sondern von
alternativen Routen auf die stark befahrene Route zu wechseln.

Die Reisekosten einer Strafle entsprechen also fiir Inverse Traffic Assignment nicht mehr
primér der Reisezeit. Sie repréisentieren auch die moglichen Anderungen in den durchschnitt-
lichen Schadstoffemissionen und im Energieverbrauch pro Verkehrsteilnehmer auf der Strafle.
Diese Anderungen konnen realisiert werden, wenn die Verkehrsteilnehmer nicht in einzelnen
Fahrzeugen, sondern in geteilten oder 6ffentlichen Verkehrsmitteln transportiert werden.

Diese Arbeit befasst sich also mit einer neuartigen Vorhersage der Routenwahlen in ei-
nem urbanen Transportnetzwerk. Es wird analog zu statischem, deterministischem Traf-
fic Assignment vorgegangen. Dabei liegt jedem Verkehrsteilnehmer stets vollstandige und
korrekte Information iiber das Netzwerk und die Reisekosten der Kanten vor und die Ver-
kehrsnachfrage ist zwischen jedem Start- und Zielknoten als fest gegeben und nicht variabel
angenommen [SP81 | PERW15].

1.2 Gliederung

In Kapitel 2 werden das Problem Traffic Assignment und die dafiir bestehenden Losungsansét-
ze und Algorithmen beschrieben. Weiter wird darauf eingegangen, welche Bestandteile der
Losungsalgorithmen auch auf die Vorhersage der Routenwahl bei Inverse Traffic Assignment
angewendet werden konnen. Kapitel 3 fithrt in dieser Arbeit getroffene Annahmen, beno-
tigte Notation, die fiir die Berechnung der kiirzesten Wege eingesetzte Technik und Inverse
Traffic Assignment als Problem ein. In Kapitel 4 wird das bei Inverse Traffic Assignment
verwendete Verfahren zur Zuordnung von Verkehrsteilnehmern zu Routen beschrieben. Es
werden die Eigenschaften der Losungen untersucht und verschiedene Funktionen vorgestellt,
die Verkehrsaufkommen auf darin steigende Reisekosten der Straflen abbilden. Weiter wird
die Moglichkeit einer Erhohung der Reisekosten auf allen befahrenen Routen durch eine
Erweiterung des Transportnetzwerks nachgewiesen. Kapitel 5 analysiert das Konvergenzver-
halten des Verfahrens zur Routenberechnung bei Inverse Traffic Assignment. Das Ziel ist der
Beweis, dass das Verfahren fiir beliebige Eingaben ein Nutzer-Equilibrium berechnet. In Kapi-
tel 6 wird die Ausfithrung des Verfahrens auf verschiedenen Eingaben und fiir verschiedene
Kostenfunktionen beschrieben und die dabei gefundenen Lésungen untersucht.






2 Theoretische Grundlagen

Dieses Kapitel bietet einen Uberblick tiber die theoretischen Grundlagen fir die Lésung von
Traffic Assignment. Dabei werden bestehende Losungsansitze und Algorithmen beleuchtet
und Vergleiche zu Inverse Traffic Assignment gezogen.

Abschnitt 2.1 fithrt Traffic Assignment als Problem ein. In Abschnitt 2.2 werden die fiir die
Losung benotigten grundlegenden Annahmen tiber das Verhalten der Verkehrsteilnehmer
untersucht. Eine mathematische Formulierung fiir das Problem unter diesen Annahmen wird
in Abschnitt 2.3 eingefithrt. Abschnitt 2.4 behandelt existierende Ansétze und Losungsalgo-
rithmen. Abschlielend wird in Abschnitt 2.5 beschrieben, welche der behandelten Aspekte
auch fiir die Losung von Inverse Traffic Assignment wichtig und niitzlich sind.

2.1 Das Problem Traffic Assignment

Dieser Abschnitt definiert das Problem Traffic Assignment und fithrt die benétigte No-
tation ein. Fir das Problem ist eine Reprasentation des Straflennetzwerks und der O-D-
Paare notig. Das zu analysierende Straflennetzwerk sei stets gegeben durch einen gerich-
teten, gewichteten Graphen G = (V, E). Die Menge der O-D-Paare sei gegeben durch S =
{(01,d1), (02,d3), ..., (0k,dr)} € V X V. Die Benennung folgt der Auffassung der O-D-Paare
als Spieler in einem nicht-kooperativen Spiel. In Abschnitt 2.2.1 wird genauer auf spieltheore-
tische Begriffe eingegangen.

Fiir jedes O-D-Paar s = (0,d) € S gilt fur den Ursprungsknoten o (engl. origin) und den
Zielknoten d (engl. destination) also 0 € V und d € V. Der Verkehrsbedarf zwischen Ursprung
0o € V und Ziel d € V sei fur das O-D-Paar s = (0,d) € S durch |s| gegeben. Der Wert |s|
entspricht also der festen Anzahl an Verkehrsteilnehmern, die von Knoten o nach Knoten
d reisen. Fiir die Zuordnung des Verkehrs unter Beachtung von moglichem Stau (steigende
Kantenkosten in bisherigen Ansitzen) oder durch Anreize zur gemeinsamen Straflennutzung
(fallende Kosten bei Inverse Traffic Assignment) spielen die Reisekosten jeder Kante eine
entscheidende Rolle. Die in dieser Arbeit behandelten Kantenkosten héangen primar vom
Verkehrsaufkommen auf der zugehorigen Straf3e ab. Dafiir sei allgemein ein Verkehrsfluss
definiert als ein Vektor f = (fe,, feps - -+ fop) € ]ng, der jeder Kante e € E den Kantenfluss f,
zuordnet, der das Verkehrsaufkommen auf der entsprechenden Strafle repréisentiert. Fiir jede
Kante e € E sind nun die Reisekosten gegeben durch eine Gewichtsfunktion ¢, : R>o — Ry,
die fur Kantenfluss f; die Kosten ¢, (f.) berechnet.

Die Gewichtsfunktion des Graphen G ist damit fiir einen festen Verkehrsfluss f* gegeben
durch ¢; : E — Ry, e > c.(f). Die Indizierung durch i ist motiviert durch spitere Abschnit-
te und Kapitel, in denen sich der Verkehrsfluss und entsprechend die Gewichtsfunktion tiber
ein iteratives Verfahren hinweg dndern.

Traffic Assignment lasst sich nun wie folgt spezifizieren [She85 | Pat15|DS69]:
Gegeben:

@ Straflennetzwerk G = (V, E)
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@ Gewichtsfunktionen ¢, : Ry — R fiir jede Kante e € E

@ O-D-Paare S und fiir jedes O-D-Paar s = (0,d) € S der Verkehrsbedarf |s| zwischen
Ursprung o und Ziel d

Gesucht:
Der Verkehrsfluss f, also der Flusswert fiir jede Kante e € E.

Der fiir das gegebene Netzwerk und die O-D-Paare resultierende Verkehrsfluss hiangt von
dem Verhalten der Verkehrsteilnehmer ab. Nach welchen Kriterien diese die Route zwischen
ihrem Start- und Zielknoten wihlen, bestimmt den Flusswert auf den Kanten der verfiigbaren
Routen [FH95]. Zwei grundlegende Prinzipien fiir das Verhalten der Verkehrsteilnehmer
werden im folgenden Abschnitt beleuchtet.

2.2 Wardrops Prinzipien

Wihlt jeder Verkehrsteilnehmer stets die Route mit der geringsten Reisezeit, so fithrt dies laut
Sheffi zu einem Verkehrsfluss, der dem Nutzer-Equilibrium nach Wardrops erstem Prinzip
entspricht [She85]. Fiir jedes O-D-Paar haben in einem solchen Verkehrsfluss alle tatsichlich
befahrenen Routen die gleiche Reisezeit, die geringer ist als alle nicht befahrenen Routen, die
die entsprechenden Start- und Zielknoten verbinden.

Allgemein stimmen Verkehrsfliisse im Nutzer-Equilibrium nicht mit denen iiberein, die
dem Zweiten von Wardrops Prinzipien entsprechen.

Das zweite Wardrop-Prinzip ([War52], Seite 345): Die durchschnittliche Reisezeit
ist minimal.

Ein Verkehrsfluss, der nach diesem Prinzip die durchschnittliche Reisezeit der Verkehrsteil-
nehmer minimiert, wird auch als System-Optimum bezeichnet [She85|CS11]. Ein solcher
Verkehrsfluss minimiert insbesondere also die Gesamtkosten aller gefahrenen Routen. Die
minimalen Gesamtkosten konnen genutzt werden, um eine geplante Mafinahme zur Verkehrs-
verwaltung und die damit verbundenen Gesamtreisekosten zu bewerten [She85].

Kostenunterschiede zwischen Nutzer-Equilibria und System-Optima werden in verschiede-
nen Arbeiten untersucht [CS11|RT02 |Rou02 | CSS04 | CSS08]. Die Differenz zwischen den
Gesamtkosten im Nutzer-Equilibrium und denen im System-Optimum kann fiir allgemeine
Kostenfunktionen beliebig grof3 werden [CS11].

Die Wahl des individuell giinstigsten Pfades fiir einen Verkehrsteilnehmer minimiert also
im Allgemeinen nicht die Gesamtkosten aller Verkehrsteilnehmer [Rou02]. Roughgarden und
Tardos zeigen in ihrer Arbeit jedoch, dass fiir eine gewisse Klasse an Kostenfunktionen das
Verhéltnis zwischen den Kosten von Nutzer-Equilibrium und System-Optimum nie grofier als
% ist. Die Klasse umfasst Kostenfunktionen c,, die linear im Kantenfluss f, auf Kante e sind,
also c.(fe) = ae * fo + P fur a, fe = 0 [RTO2].



2.3 Beckmanns Transformation

2.2.1 Nash-Gleichgewicht und Nutzer-Equilibrium

Das schlechtest mogliche Verhéltnis zwischen den Gesamtkosten eines Nutzer-Equilibriums
und denen im System-Optimum wird als price of anarchy bezeichnet [Rou02]. Der Begriff geht
zuriick auf ein spieltheoretisches Konzept. Koutsoupias und Papadimitriou definieren den price
of anarchy allgemein als das Verhéltnis zwischen einem ungiinstigsten Nash-Gleichgewicht
und einem sozialen Optimum [KP09].

Ein Nash-Gleichgewicht beschreibt eine Strategienkombination der Spieler in einem nicht-
kooperativen Spiel [Nas50 | Nas51]. Ein Spiel kann als eine Abfolge von Spielziigen, die ver-
schiedene Spieler aus einer Reihe von méglichen Ziigen wihlen, verstanden werden [Owe13].
Fiir die Definition eines Spiels werden die Spieler, deren Strategien und deren Auszahlungs-
funktionen benétigt. Die Auszahlungsfunktion eines Spielers ordnet jedem Spielausgang eine
Auszahlung zu. Jeder Spieler strebt die Maximierung seiner Auszahlung an [FT91]. Die Strate-
gie eines Spielers kann intuitiv als Plan verstanden werden, wie der Spieler in verschiedenen
Situationen des Spiels handelt [Owe13]. Ein nicht-kooperatives Spiel ist dadurch gegeben,
dass die Spieler nicht kollaborieren und unabhangig voneinander agieren [Nas51]. In einem
Nash-Gleichgewicht maximiert die Strategie jedes Spielers seine Auszahlung, gegeben die
festen Strategien der Mitspieler [Nas50 | Nas51].

Charnes und Cooper vergleichen den Prozess der Findung eines Nutzer-Equilibriums mit
dem eines Nash-Gleichgewichts in einem nicht-kooperativen Spiel [CC58]. Dabei konnen die
Spieler definiert werden als die Ursprungsknoten, jeweils mit dem Ziel, die Reisezeit entlang
moglicher Routen zu verschiedenen Zielknoten zu minimieren.

Rosenthal beschreibt die Spieler als die einzelnen Verkehrsteilnehmer und weist jedem
Spieler als mogliche Strategien die verfiigbaren Pfade zwischen dem entsprechenden Start-
und Zielknoten zu [Ros73]. Die Auszahlung fiir einen Spieler sind die Reisekosten, die fiir
den Spieler auf den Kanten entlang des gewiahlten Pfades entstehen. Hier ist zu beachten,
dass es mit dieser Formulierung gilt, die Auszahlung zu minimieren, statt sie wie tiblich zu
maximieren. Rosenthal zeigt, dass ein Nutzer-Equilibrium fiir eine ganzzahlige Formulierung
von Traffic Assignment auch ein Nash-Gleichgewicht in reinen Strategien (wobei also kein
Spieler seine Reise auf mehr als einen Pfad aufteilen kann) fiir dieses Spiel ist.

2.3 Beckmanns Transformation

Wardrops erstes Prinzip gibt eine Beschreibung fiir die im Nutzer-Equilibrium geltenden Bedin-
gungen an. Die erste mathematische Formulierung dieses Problems prasentieren Beckmann et
al. [BMW56]. Bezeichnet wird die Formulierung auch als Beckmanns Transformation [She85].
Ein Nutzer-Equilibrium wird hierbei durch die Maximierung einer konkaven beziehungsweise
die Minimierung einer konvexen Zielfunktion unter linearen Nebenbedingungen gefunden.

Um das Optimierungsproblem zu definieren, ist die Einfithrung weiterer Notation notwen-
dig. Fur ein O-D-Paar s = (0,d) € S sei Ps die Menge aller einfachen Pfade, die Ursprung
o mit Ziel d verbinden. Fiir einen Pfad p, der ein O-D-Paar verbindet, sei f, der Fluss auf
diesem Pfad. Beckmanns Transformation ist dann gegeben durch das folgende mathematische
Programm [She85 | PERW15]:

fe
min z(f) :Z/O co(t)dt (2.1a)
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unter der Bedingung, dass

VseS:ZfP:|s|, (2.1b)
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0, sonst.
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Bedingung 2.1b bestimmt, dass der Fluss auf allen Pfaden, die ein O-D-Paar verbinden,
mit der Verkehrsnachfrage vom entsprechenden Start- zum Zielknoten iibereinstimmt. Be-
dingung 2.1c ist fiir physikalisch sinnvolle Verkehrsfliisse notwendig, indem sie sicherstellt,
dass auf keinem Pfad negativer Fluss besteht. Bedingung 2.1d definiert den Zusammenhang
zwischen Verkehrsfluss auf Kanten und Verkehrsfluss auf Pfaden.

Die Zielfunktion 2.1 besitzt, anders als die Minimierung der Gesamtkosten nach Wardrops
zweitem Prinzip, laut Sheffi keine anschauliche Erklarung [She85]. Es kann jedoch gezeigt
werden, dass die Bedingungen erster Ordnung des mathematischen Programms gerade mit
den Bedingungen fiir ein Nutzer-Equilibrium zusammenfallen. Die Losung des Minimierungs-
problems 2.1a liefert also ein Nutzer-Equilibrium entsprechend Wardrops erstem Prinzip.

Sind die Kostenfunktionen der Kanten im Netzwerkgraphen streng monoton steigend, so ist
die minimierte Zielfunktion 2.1a als Summe streng konvexer Funktionen selbst streng konvex.
Der Raum der méglichen Losungen, bestimmt durch die Nebenbedingungen 2.1b-2.1d, ist
ebenfalls konvex. Das mathematische Programm von Beckmann et al. hat also eine eindeutige
Losung [BMW56 | She85]. Wichtig ist hierbei jedoch, dass nur die Kantenflusswerte der Losung
eindeutig sind. Es kann zu einer festen Zuordnung von Kantenfliissen jedoch verschiedene
Aufteilungen der Verkehrsnachfrage auf Pfade geben, die diese Flusswerte bewirken [She85].

2.4 Bestehende Losungsansatze

Dieser Abschnitt beschaftigt sich mit bestehenden Losungsansatzen fiir Traffic Assignment
bei steigenden Kostenfunktionen der Kanten und bietet eine Ubersicht iiber die Anderungen,
die fiir die Losung von Inverse Traffic Assignment nétig sind.

2.4.1 Berechnung eines Nutzer-Equilibriums

Im Folgenden werden Algorithmen vorgestellt, die Beckmanns Transformation 16sen und
damit ein Nutzer-Equilibrium berechnen.

Diese Losungsalgorithmen kdnnen kategorisiert werden in die drei Gruppen der Kanten-
basierten (engl. link-based), Pfad-basierten (engl. path-based) und Busch-basierten (engl. bush-
based) Algorithmen [PERW15]. Die Gruppen unterscheiden sich in der Form, in der die
Probleml6sung reprasentiert wird. Kanten-basierte Algorithmen betrachten die Losungen
als eine Zuordnung von Flusswerten zu jeder Kante. Pfad-basierte Algorithmen definieren
den Fluss pro Pfad. Busch-basierte Algorithmen verwenden Flusswerte pro Kante, jedoch
aufgeteilt nach Startknoten (origin eines O-D-Paars) des entsprechenden Flusses [PERW15].
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Kanten-basierte Algorithmen Frank und Wolfe prasentieren einen Algorithmus zur Ma-
ximierung einer konkaven Funktion (oder Minimierung einer konvexen Funktion) [FW56].
Dieser Frank-Wolfe-Algorithmus kann angewendet werden, um Traffic Assignment mit einem
Kanten-basierten Algorithmus zu l6sen [PERW15]. Es ist ein iterativer Algorithmus, der in
jeder Iteration zu einer gegebenen moglichen Losung eine Liniensuche in einer berechneten
Abstiegsrichtung durchfiihrt, um eine nachste mogliche Losung zu finden [Fuk84].

Eine genauere Betrachtung des Frank-Wolfe-Algorithmus ist auch fiir Inverse Traffic Assi-
gnment niitzlich. Dafiir ist es wichtig, All-Or-Nothing Assignment (kurz: AON) zu beschreiben.
AON ordnet jeweils die gesamte Verkehrsnachfrage zwischen einem O-D-Paar dem kiir-
zesten Pfad beziiglich der gegebenen Kantengewichte zu [Dia71]. Eine initiale Losung fiir
den Frank-Wolfe-Algorithmus wird durch AON beziiglich der Free-Flow-Gewichte berechnet.
Das Free-Flow-Gewicht einer Kante sind gerade die Reisekosten der Kante bei Kantenfluss
0. In jeder Iteration i des Frank-Wolfe-Algorithmus liegt die Losung f* = ( feil, s fe“ El) der
vorangegangenen Iteration vor (in Iteration 1 entspricht sie der initialen AON-L6sung). Sie
gibt fiir jede Kante den entsprechenden Kantenfluss an. In jeder Iteration wird wie folgt
vorgegangen [BSW19]:

Berechnung des neuen Gewichts fiir jede Kante e gemaf} f.

Berechnung neuer Kantenfliisse f " mithilfe von AON beziiglich der neu berechneten
Gewichte.

Ausfithrung einer Liniensuche auf der Linie zwischen f und f’. Die neue Losung f*!
ergibt sich dann durch Bewegung entlang der Linie gemaf3 der in der Suche berechneten
Schrittweite.

Priifung, ob in dieser Iteration das Konvergenzkriterium erfiillt ist.

Um die Konvergenzgeschwindigkeit des Frank-Wolfe-Algorithmus zu verbessern, existieren
verschiedene Anpassungen des Algorithmus. Diese beziehen sich auf Anderungen in der
Berechnung der Abstiegsrichtung in Schritt 2 oder auch der Schrittweite in Schritt 3 des oben
beschriebenen Algorithmus [PERW15].

Pfad-basierte Algorithmen Bei Pfad-basierten Algorithmen werden fiir jedes O-D-Paar
die Flusswerte auf den Pfaden betrachtet, die dieses O-D-Paar verbinden [FH95]. Dabei
wird iterativ fiir jedes O-D-Paar der Fluss zwischen den entsprechenden Pfaden verscho-
ben [PERW15]. Die verschiedenen Algorithmen kénnen analysiert werden, indem fiir jedes
O-D-Paar s = (o0, d) die Menge K der Pfade mit positivem Fluss betrachtet wird, die Ursprung
o und Ziel d verbinden [FH95 | BSW19]. Dafermos entwickelte den PE-Algorithmus (engl. path
equilibration algorithm), bei dem Fluss jeweils vom Pfad mit den héchsten zu dem Pfad mit
den niedrigsten Kosten aus K verschoben wird. So werden fur jedes O-D-Paar sukzessive
die Kosten des teuersten und giinstigsten Pfades angeglichen, bis ein Zustand eines Nutzer-
Equilibriums erreicht ist. In diesem Zustand ist die Kostendifferenz zwischen jedem teuersten
und ginstigsten Pfad ausreichend klein beziehungsweise Null [Daf68 | FH95 | BSW19].

Andere pfad-basierte Algorithmen setzen das Angleichen der Kosten aller Pfade in K7 anders
um als der PE-Algorithmus. Jayakrishnan et al. verschieben Fluss nicht nur vom teuersten,
sondern von mehreren teureren Pfaden zum giinstigsten Pfad pro O-D-Paar [JTPR94]. Im
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Algorithmus von Florian et al. werden die Durchschnittskosten aller befahrenen Pfade pro
O-D-Paar berechnet. Basierend darauf wird Fluss von Pfaden mit hoheren Kosten als dieser
Durchschnittswert zu Pfaden mit geringeren Kosten verschoben [FCF09].

Busch-basierte Algorithmen Busch-basierte Algorithmen verwalten fiir jeden Ursprungs-
knoten eines O-D-Paars einen gerichteten, azyklischen Graphen. Ein solcher Sub-Graph, der
als Wurzel den entsprechenden Ursprungsknoten hat, wird Busch genannt und verbindet den
Ursprungsknoten mit allen anderen Knoten im Netzwerk. Traffic Assignment wird gelost,
indem die Biische jeweils iterativ erweitert oder verkleinert werden und der Fluss auf dem
Busch in ein Equilibrium tiberfithrt wird. Dabei konnen die Algorithmen bei der Findung von
giinstigsten und teuersten Pfaden von der Kreisfreiheit profitieren [Nie10].

Ein Equilibrium auf einem Busch kann auf verschiedene Weisen erreicht werden. Dial stellt
den Algorithmus B vor, der Fluss von teuersten zu giinstigsten Pfaden verschiebt [Dia06]. Der
von Gentile entwickelte LUCE-Algorithmus sucht an einzelnen Knoten einen Gleichgewichts-
zustand zwischen Routen, die zu einem gemeinsamen Zielknoten fithren. Fluss wird entlang
einer dadurch berechneten Abstiegsrichtung im Busch bewegt. Ein Busch ist hierbei also als
Sub-Graph aus Pfaden mit gemeinsamem Zielknoten, statt gemeinsamem Ursprungsknoten,
definiert [Gen14].

2.4.2 Ein Heuristisches Verfahren

Bevor Losungsansatze fiir Beckmanns Transformation entstanden, wurden haufig heuristi-
sche Verfahren verwendet, um ein Nutzer-Equilibrium zu ermitteln [She85]. Dieser Abschnitt
beschéftigt sich mit einem solchen heuristischen Verfahren, Capacity Restraint. Die grundsatz-
liche Methode, um dabei Verkehr einem Netzwerk zuzuordnen, ist All-Or-Nothing Assignment
(AON, siehe Abschnitt 2.4.1). AON berechnet kiirzeste Pfade beziiglich einer statischen Ge-
wichtsfunktion, wodurch die Wechselwirkungen zwischen Verkehrsfluss und steigenden /
fallenden Kantenkosten nicht beachtet werden.

Capacity Restraint beriicksichtigt diese Wechselwirkungen durch wiederholte Anwendung
von AON und jeweils Neuberechnung der Kantenkosten. Der Algorithmus entsteht aus dem
Frank-Wolfe-Algorithmus, wenn in jeder Iteration statt einer Berechnung einer Schrittweite
durch Liniensuche eine konstante Schrittweite von 1 gew&hlt wird. Die Arbeitsweise des
Algorithmus kann demnach wie folgt beschrieben werden [She85]:

@ In einem initialen Schritt wird AON beziiglich der Free-Flow-Gewichte durchgefiihrt.

@ Darauf folgt ein iteratives Verfahren, wobei in jeder Iteration folgende Schritte durch-
gefithrt werden:

Berechne neue Kantengewichte abhéngig vom bisher berechneten Verkehrsfluss.
Dieser ist in der ersten Iteration durch die Initiallosung gegeben, sonst durch die
Lésung der Voriteration.

Fithre AON beziiglich der neu berechneten Kantengewichte durch.
Ist die Anderung des Verkehrsflusses auf jeder Kante hinreichend klein, so stoppe.

Andernfalls setze mit der nichsten Iteration fort.

Der beschriebene Algorithmus konvergiert nicht fiir allgemeine Straflennetzwerke und
Verkehrsnachfrage, sofern Gewichtsfunktionen der Kanten eingesetzt werden, die im Ver-
kehrsfluss steigen. Es konnen oszillierende Flussbewegungen entstehen, in denen sich die
gleichen Wechsel der kiirzesten Pfade pro O-D-Paar wiederholen. Verschiedene Modifika-
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tionen konnen vorgenommen werden, um diesen Situationen vorzubeugen. Dabei kann ein
fester, kleinerer Anteil der Verkehrsnachfrage eines O-D-Paars gewahlt werden, der pro Itera-
tion auf einen neuen durch AON berechneten kiirzesten Pfad wechselt [Pat94]. Auch kann
eine maximale Anzahl an Iterationen des Verfahrens festgelegt werden. Dass tatsachlich ein
Nutzer-Equilibrium gefunden wird, ist jedoch nicht zu erwarten [She85].

2.5 Anwendung auf Inverse Traffic Assignment

Die bestehenden Losungsalgorithmen 16sen Traffic Assignment mit im Verkehrsfluss stei-
genden Kantenkosten. Fiir Inverse Traffic Assignment sind die Kostenfunktionen der Kanten
nicht nur nicht streng monoton steigend, sondern werden als monoton fallend angenommen.
Die Konsequenz ist, dass unter Nutzung der mathematischen Formulierung von Beckmann et
al. keine streng konvexe Zielfunktion minimiert werden wiirde. Das Resultat sind multiple
Minima, welche die Suche nach neuartigen Losungsalgorithmen motivieren. Dieser Umstand
der Nicht-Eindeutigkeit eines Nutzer-Equilibriums bei steigenden Kostenfunktionen wird in
Kapitel 4 genauer betrachtet.

Dennoch sind einige Bestandteile bestehender Losungsansétze und -algorithmen fiir Traffic
Assignment auch bei der Betrachtung von fallenden Kostenfunktionen niitzlich. Teile des
Frank-Wolfe-Algorithmus finden sich in dem in dieser Arbeit vorgestellten Algorithmus zur
Losung von Inverse Traffic Assignment wieder. AON kann ebenso fiir im Kantenfluss fallende
Gewichtsfunktionen eingesetzt werden. Da die Nutzung von Beckmanns Transformation in
diesem Fall jedoch nicht zu einer streng konvexen Zielfunktion fithrt, wird das Verfahren
angepasst.

Wird im Frank-Wolfe-Algorithmus die aus der Liniensuche resultierende Schrittweite
konstant auf 1 gesetzt, stimmt er mit dem Capacity-Restraint-Algorithmus tiberein [She85].
Die Oszillationen, die bei der Anwendung des nicht zwingend konvergierenden Capacity-
Restraint-Algorithmus entstehen kénnen, hangen mit den im Fluss steigenden Kantenkosten
zusammen. Ein neuer kiirzester Pfad tragt nach AON die gesamte Verkehrsnachfrage des
O-D-Paars, das er verbindet. Bei wiederholter Anwendung von AON kann durch resultierende
Kostenerhohungen solcher Pfade der kiirzeste Pfad in jeder Iteration wechseln.

Fiir nicht-steigende oder sogar fallende Kantenkosten tritt dieser Effekt nicht auf, was den
Einsatz von Capacity Restraint fiir Inverse Traffic Assignment motiviert. Dieser entscheidende
Vorteil von sinkenden Kantenkosten fiir den Algorithmus wird in Kapitel 4 zum Lésungsver-
fahren fiir Inverse Traffic Assignment genauer beschrieben.

Bei der Losung von Inverse Traffic Assignment wird auch ein Nutzer-Equilibrium ange-
strebt. In Kapitel 5 wird gezeigt, dass es fiir ein individuelles O-D-Paar beziehungsweise einen
Verkehrsteilnehmer bei Inverse Traffic Assignment nicht kostenminimierend ist, die Verkehrs-
nachfrage auf mehr als einen Pfad aufzuteilen. Es wird also ein Nash-Gleichgewicht in reinen
Strategien gesucht, das, wie in Abschnitt 2.2.1 beschrieben, mit einem Nutzer-Equilibrium
iibereinstimmt.

Der price of anarchy kann fir Inverse Traffic Assignment nicht auf einen konstanten
Faktor beschrinkt werden. In Kapitel 4 wird naher auf diesen Umstand eingegangen und die
Unbeschrinktheit des Verhiltnisses zwischen Kosten im Nutzer-Equilibrium und denen im
System-Optimum anhand von Beispielgraphen hergeleitet.
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3 Vorbemerkungen

In diesem Kapitel werden weitere Notation, Annahmen und Konstrukte eingefiihrt, die fiir die
Loésung von Inverse Traffic Assignment wichtig sind. Abschnitt 3.1 definiert Inverse Traffic
Assignment als Problem und stellt dabei getroffene Annahmen und die benétigte Notation
vor. In Abschnitt 3.2 wird die fiir die Implementierung des Losungsverfahrens eingesetzte
Technik zur Berechnung von kiirzesten Wegen beschrieben.

3.1 Notation und Problemdefinition

In dieser Arbeit wird das Problem Traffic Assignment unter der Annahme von steigenden
Kantenkosten, die Reisezeit repréasentieren, reguldires Traffic Assignment genannt oder kurz
RTA. Die Bezeichnung grenzt dieses Problem von Inverse Traffic Assignment (kurz: ITA) und
den dabei angenommenen fallenden Kantenkosten ab.

Regeln der Routenwahl Allgemein wird in dieser Arbeit angenommen, dass die Berech-
nung einer kiirzesten Route deterministisch ist. Die Verkehrsteilnehmer haben dabei vollstan-
dige und perfekte Informationen iiber das gesamte Netzwerk und dessen Auslastung.

Weiterhin wird angenommen, dass auch bei Gleichheit der Reisekosten stets ein eindeutiger
kiirzester Pfad zwischen Start- und Zielknoten jedes O-D-Paars existiert. Es wird iiber die
Eindeutigkeit des kiirzesten Pfades hinaus angenommen, dass bei Kostengleichheit zwischen
zwei festen Pfaden, die ein O-D-Paar verbinden, stets der gleiche der beiden Pfade der eindeutig
kiirzeste Pfad ist. Diese weitere Annahme ist dafiir wichtig, dass fiir einen Wechsel des
kiirzesten Pfades zwischen einem O-D-Paar eine echte Veranderung der Kostendifferenz
zwischen den betreffenden Pfaden vorliegen muss.

Verkehrsnachfrage Die O-D-Paare sind in den folgenden Kapiteln allgemein als Multi-
menge S gegeben. Jedes Element s = (0,d) € S reprisentiert also genau einen Verkehrsteil-
nehmer und es kann mehrere Verkehrsteilnehmer geben, die vom gleichen Startpunkt o zum
gleichen Zielpunkt d reisen. Jedem Element s € S wird dementsprechend die ganzzahlige
Verkehrsnachfrage 1 zugeordnet. Dies ist motiviert dadurch, dass die Routenwahl fiir jeden
Verkehrsteilnehmer immer ganzzahlig ist. Denn pro Verkehrsteilnehmer und pro O-D-Paar
wird in einem Nutzer-Equilibrium fiir ITA die Reise und damit der Fluss nie auf mehr als einen
Pfad aufgeteilt. Dieser Umstand folgt aus obiger Annahme zur Eindeutigkeit der kiirzesten
Pfade und wird in Abschnitt 5.1 genauer beschrieben. Die 1-zu-1-Zuordnung von Verkehrsteil-
nehmern und O-D-Paaren erlaubt Formulierungen in dieser Arbeit wie Ein O-D-Paar wdhlt
einen Pfad oder Ein O-D-Paar hat den Anreiz, von der aktuellen Routenwahl abzuweichen.
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Das Transportnetzwerk Das Transportnetzwerk ist gegeben durch einen gerichteten,
gewichteten Graphen G = (V,E). Jede Kante e € E représentiert eine Strafe, die von Ver-
kehrsteilnehmern befahren werden kann. Die Menge der Routen, die Start- und Zielpunkt
mindestens eines O-D-Paars verbinden, ist durch die Menge P von einfachen Pfaden gegeben.
Fiir jeden Pfad p € P gilt

p=A(0V1,...,Vk, d)

fur {o,d,v1,..., vk} € V und ein O-D-Paar (o,d) € S. Fur einen Pfad p, der die Start- und
Zielknoten eines O-D-Paars s verbindet, wird in dieser Arbeit auch geschrieben: Der Pfad p
verbindet das O-D-Paar s.

Die Reisekosten Die Reisekosten sind durch monoton fallende Funktionen
Ce : NO g ]RZO

fur jede Kante e € E gegeben. Der Wert c.(f;) gibt also stets die Reisekosten der Kante
e € E fir den Kantenfluss f, an. Eine wichtige Grofle fiir die Reisekosten sind die Free-
Flow-Kosten d, einer Kante e. Die Free-Flow-Kosten entsprechen den Reisekosten iiber die
Kante bei Kantenfluss 0. Die Benennung ist dadurch begriindet, dass intuitiv die Kosten
einer Reise in einem unausgelasteten Straflennetzwerk stark von der Distanz zwischen den
Endpunkten abhingt. Die Variable u, beschreibt in dieser Arbeit die Kapazitit einer Kante
des Straflennetzwerks.

Zwei laut Perederieieva et al. ibliche Annahmen tiber die Reisekosten bei RTA werden in
dieser Arbeit auch fir ITA getroffen [PERW15]:

Additivitat der Pfadkosten: die Reisekosten eines Pfades sind gegeben durch die Summe
der Reisekosten der Kanten auf dem Pfad.

Trennbarkeit der Reisekosten: die Reisekosten einer Kante hiangen nur vom Fluss auf
dieser Kante und nicht vom Fluss auf anderen Kanten ab.

Perederieieva et al. beziehen sich bei den Annahmen explizit auf Reisezeit, fiir diese Arbeit
werden allgemeinere Reisekosten betrachtet (siehe auch Kapitel 1).

Problemdefinition Mit den getroffenen Annahmen und der eingefithrten Notation kann
wie folgt das Problem definiert werden, das bei Inverse Traffic Assignment geldst wird:
Gegeben:

@ Straflennetzwerk G = (V,E)
@ Monoton fallende Kostenfunktionen ¢, : Ny — R fiir jede Kante e € E
@ Multimenge S der O-D-Paare

Gesucht:
Ein Verkehrsfluss f = (fe;s fep - - - feig)) € ]N(l)E|, also der Flusswert fiir jede Kante e € E, der in
einem Nutzer-Equilibrium gemaf} der gegebenen Kantenkosten vorliegt.

Das Problem weicht von RTA in den monoton fallenden Kostenfunktionen mit ganzzahligem
Definitionsbereich, in der Definition der O-D-Paare als Multimenge und in der Ganzzahligkeit
der Losung ab. Wichtig zu beachten ist auch, dass ITA nicht das gleiche Ziel wie Traffic
Assignment verfolgt, fiir ein gegebenes Transportnetzwerk und gegebene Verkehrsnachfrage
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die Auslastung der Strafien vorherzusagen. Das Ziel von ITA ist, wie in Abschnitt 1.1 angespro-
chen, die Bestimmung von Straflen, auf denen unter dem Anreiz zur geteilten Mehrnutzung
der Strafien ein besonders hohes Verkehrsaufkommen entsteht. Auf diesen Straflen konnte der
Ausbau der Méglichkeiten fiir 6ffentlichen und geteilten Verkehr dadurch besonders wirksam
sein.

Der Pfadzustand Der Fluss auf jeder Kante ist eindeutig bestimmt durch die Routenwahl
der Verkehrsteilnehmer beziehungsweise der O-D-Paare. Eine Wahl der befahrenen Route fiir
jedes O-D-Paar sei beschrieben durch einen Vektor

Zi = (pi(s1), pi(s2)s - ... pi(sys)) € P,

der fiir jedes O-D-Paar s = (0,d) € S den fiir gegebene Kantengewichte eindeutigen kiirzesten
Pfad p;(s) zwischen Ursprung o und Ziel d angibt. Die Indizierung durch eine Zahl i € N,
ist wieder motiviert durch iterative Losungsverfahren, fiir die die kiirzesten Pfade von der
aktuellen Iteration abhingen. In den folgenden Kapiteln wird Z; als der Pfadzustand der
Iteration i bezeichnet.

3.2 Berechnung von kiirzesten Wegen

Kiirzeste Wege werden in dieser Arbeit anhand der von Dibbelt et al. entwickelten Custo-
mizable Contraction Hierarchies (CCH) berechnet [DSW16]. Diese stellen eine Erweiterung
zu Contraction Hierarchies (CH) nach Geisberger et al. dar [GSSD08 | GSSV12]. Contraction
Hierarchies beruhen auf der iterativen Kontraktion von Knoten in Reihenfolge einer Ordnung,
die die Wichtigkeit der Knoten bewertet. Bei der Kontraktion werden Knoten aus dem Graphen
entfernt, unter Erhaltung von kiirzesten Pfaden im jeweils verbleibenden Graphen. Kiirzeste
Pfade (u, v, w), die iber einen zu kontrahierenden Knoten v fithren, werden hierfiir bei Bedarf
durch eine Direktverbindung zwischen den Endknoten u und w ersetzt [GSSDO08].

Customizable Contraction Hierarchies Der Aufbau einer Contraction Hierarchy nach
Geisberger et al. ist abhdngig vom Gewicht der Kanten im Graphen [GSSD08 | GSSV12].
Zwischen den Iterationen der iterativen Losungsverfahren fir Traffic Assignment kommt
es zu Anderungen der Kantengewichte aufgrund von geanderten Kantenauslastungen. Um
solche Anderungen bei der Berechnung von kiirzesten Pfaden zu beriicksichtigen, muss fiir
eine CH also jeweils erneut eine teure Vorverarbeitung durchgefithrt werden.

Die Vorverarbeitung fiir Customizable Contraction Hierarchies nach Dibbelt et al. wird
hingegen in zwei Schritte aufgeteilt. Der erste teure Schritt ist unabhiangig von den Kanten-
gewichten. Dessen Ergebnis wird im zweiten und giinstigeren Schritt an gegebene Kanten-
gewichte angepasst (engl. customization) [DSW16]. Auch das in dieser Arbeit vorgestellte
Verfahren zur Losung von Inverse Traffic Assignment kann von dieser Aufteilung profitieren,
da sich ebenfalls fiir alle Anderungen des Verkehrsflusses auch die Kantengewichte dndern.
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4 Das ITA-Verfahren

In diesem Kapitel wird das Verfahren eingefithrt, mit dem im Rahmen dieser Arbeit eine
Losung fiir Inverse Traffic Assignment gefunden wird.

Die grundlegende Anderung von Inverse Traffic Assignment gegentiber regularem Traffic
Assignment sind die fallenden statt steigenden Kostenfunktionen der Strafien im Netzwerk.
Unter diesem Anreiz zur geteilten Mehrnutzung der Straien sollen die Routen ermittelt
werden, auf denen der Ausbau der Moglichkeiten fiir geteilte und 6ffentliche Verkehrsmittel
besonders wirksam sein konnte.

Die Idee ist, wie in Kapitel 1 angedeutet, dass eine erhohte Verfiigbarkeit dieser Verkehrs-
mittel eine erhohte Nutzung der entsprechenden Straflen motivieren konnte. Die Strafien und
Routen, auf denen durch diesen Effekt eine besonders hohe Auslastung entsteht, konnten dann
durch einen geplanten Ausbau 6ffentlicher Verkehrsmittel besonders zu einer Reduzierung
der Schadstoffemissionen und des Energieverbrauchs pro Verkehrsteilnehmer beitragen.

Es liegt also eine verédnderte Annahme tiber das Verhalten der Verkehrsteilnehmer bei der
Routenwahl vor. In Abschnitt 4.1 wird daher auf die Ubertragung von Wardrops Prinzipien
auf diese neuen Annahmen eingegangen und welche Anderungen sich fiir Nutzer-Equilibria
und ihr Verhéltnis zu System-Optima ergeben. Abschnitt 4.2 fithrt das konkrete Verfahren zur
Bestimmung einer Losung ein und Abschnitt 4.3 behandelt niitzliche Kriterien fiir Kostenfunk-
tionen, die fir das Verfahren verwendet werden. Es werden monoton fallende Funktionen
vorgestellt, die diese Kriterien erfiillen. Zuletzt beleuchtet Abschnitt 4.4 das Braess Paradoxon,
das nicht nur fiir steigende, sondern auch fiir fallende Kostenfunktionen bei der Erweiterung
von Straflennetzwerken auftreten kann.

4.1 Das Nutzer-Equilibrium und System-Optimum

Unter der Annahme, dass die Verkehrsteilnehmer unabhéngig voneinander ihre individuelle
Reisezeit minimieren, entsteht bei der Zuteilung der Verkehrsnachfrage auf ein Straflen-
netzwerk ein Nutzer-Equilibrium. Unter den Verhaltensannahmen, die fiir Inverse Traffic
Assignment getroffen werden, ist die Reisezeit jedoch nicht das einzige Kriterium fiir die
Messung der Reisekosten.

Fiir die Definition eines Nutzer-Equilibriums fiir ITA miissen also allgemeinere Kostenfunk-
tionen auf den Kanten betrachtet werden. Reprasentieren diese Kosten auch Schadstoffemissio-
nen und Energieverbrauch der Reise und sind somit fallend im Kantenfluss, so kann dennoch
analog zu steigenden Kosten ein Nutzer-Equilibrium definiert werden. Eine Routenwahl fiir
jeden Verkehrsteilnehmer sei fiir ITA genau dann ein Nutzer-Equilibrium, wenn fiir keinen
Verkehrsteilnehmer eine Route mit giinstigeren Reisekosten existiert.

Es ist wichtig zu beachten, dass die Annahme tiber das Verhalten der Verkehrsteilnehmer
vorgibt, dass nur die aktuell vorliegenden Kantenkosten bei der Routenwahl betrachtet werden.
Dies ist analog zu Wardrops erstem Prinzip, wonach Gleichheit der befahrenen Routen in
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4 Das ITA-Verfahren

aktuellen Reisezeiten gilt. Es kann in einem Nutzer-Equilibrium bei fallenden Kantenkosten
sein, dass ein Verkehrsteilnehmer seine Reisekosten durch individuelles Abweichen verringern
wiirde. Dies kann geschehen, wenn die Route, auf die er abweicht, durch den erhéhten Fluss
an Kosten verliert und damit giinstiger als die aktuell befahrene Route wird.

Unter der getroffenen Annahme antizipieren die Verkehrsteilnehmer solche moglichen
Kostenreduzierungen durch eigenes Abweichen nicht. Sie entscheiden ohne Absprachen mit
Anderen individuell anhand der vorliegenden Situation. Die Losung von ITA hat das Ziel, fiir
fallende Kantenkosten Equilibriumszusténde zu ermitteln, die dieser Annahme entsprechen.

Das System-Optimum kann analog definiert werden als eine Zuordnung von Verkehrs-
teilnehmern zu befahrenen Routen, die die Gesamtreisekosten, statt der Gesamtreisezeit,
minimiert.

Fir ITA existieren, wie fur RTA, Kostenfunktionen und Netzwerke, die ein unbeschranktes
Verhiltnis zwischen Gesamtreisekosten in einem Nutzer-Equilibrium und denen im System-
Optimum aufweisen. Solche Netzwerke mit einem O-D-Paar mit Verkehrsnachfrage 1 sind in
Abbildung 4.1 dargestellt. Es liegt fiir das in Abbildung 4.1a abgebildete Netzwerk ein Nutzer-
Equilibrium vor, wenn fiir den Fluss f, auf Kante e; f., = 1 und den auf Kante e, f,, = 0 gilt.
Fiir diesen Verkehrsfluss entstehen Gesamtkosten % Wird jedoch die Verkehrsnachfrage tiber
die Kante e, geleitet, wenn also f,, = 0 und f,, = 1 ist, so entstehen Gesamtkosten (%)" Diese
Gesamtkosten fallen monoton in n € IN und konvergieren gegen 0.

Wie in Kapitel 2 beschrieben, kann der price of anarchy (POA) jedoch fiir RTA und Kanten-
kosten, die linear im Kantenfluss sind, durch einen konstanten Faktor beschrankt werden.

Fiir ITA kann der POA auch fiir solche Kantenkosten, die linear im Kantenfluss fallen,
nicht durch eine Konstante beschrinkt werden, sofern die Kostenfunktionen explizit durch 0
beschrankt sind und den Wert 0 annehmen konnen. Dies wird deutlich, wenn die Kantenkosten
des Netzwerks in Abbildung 4.1a durch linear im Kantenfluss fallende Kosten ersetzt werden.
Also durch Kosten der Form

de, —a - fo,, falls f,, < dey

Ce; (fei) = { “

0, sonst

fiir ein Free-Flow-Gewicht d,, der jeweiligen Kante e; und ein o € R,. Ein Beispiel ist in
Abbildung 4.1b zu sehen. Fiir die Zuordnung von Kantenfliissen f,, = 0 und f,, = 1 entstehen
fiir das abgebildete Netzwerk Gesamtkosten 0, wéhrend die Zuordnung f,, =1und f;, =0
ein Nutzer-Equilibrium mit Gesamtkosten ‘—11 darstellt.

Fiir Kostenfunktionen, die sich beliebig nah an 0 annghern oder sogar einer Kante fiir ausrei-
chend hohe Flusswerte die Kosten 0 zuweisen, kann der POA also unbeschrankt sein. Solche
Kostenfunktionen, gerade letztere, sind jedoch wenig realistisch, worauf in Abschnitt 4.3
niher eingegangen wird.

4.1.1 Nicht-Eindeutigkeit des Nutzer-Equilibriums

Fir das Nutzer-Equilibrium fiir steigende Kantenkosten kann Aquivalenz zur Lésung von
Beckmanns Transformation gezeigt werden, die eindeutig ist [She85].

Fiir fallende Kantenkosten ist ein Nutzer-Equilibrium nicht zwingend eindeutig. Dies kann
anhand des Netzwerks in Abbildung 4.2 erkannt werden. Es liegen zwei ganzzahlige Verkehrs-
flissse vor, die beide ein Nutzer-Equilibrium darstellen. Wird der Fluss von O-D-Paar (o4, d;)
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4.1 Das Nutzer-Equilibrium und System-Optimum

Cel(fel):% cel(fel):%_%.fel
oe o] oe o]

Cez(fez) =27"/e Ceg(fez) =1- fez

(a) Nicht-lineare Kantenkosten. Es ist n € N (b) Lineare Kantenkosten, die den Wert 0 anneh-
men koénnen.

Abbildung 4.1: Netzwerke und ein O-D-Paar, fiir die das Verhaltnis zwischen Kosten in einem
Nutzer-Equilibrium und denen im System-Optimum unbeschrankt ist. Die Verkehrsnachfrage
zwischen dem O-D-Paar betrage jeweils 1.

p O2

U1

20— f 1n-f 20— f

ds

Abbildung 4.2: Netzwerk und zwei O-D-Paare, fiir die verschiedene Verkehrsfliisse existieren,
die ein Nutzer-Equilibrium darstellen. Die Verkehrsnachfrage zwischen beiden O-D-Paaren
betrage jeweils 1. Alle Kanten sind beschriftet mit der entsprechenden Kostenfunktion abhén-
gig von Kantenfluss f. Kanten, die nur fir ein O-D-Paar auf Pfaden von Start- zu Zielknoten
liegen, sind entsprechend gefirbt.

iiber den Pfad (o1, v1, v2, d1) und der Fluss von O-D-Paar (0,, d;) tiber den Pfad {05, v1, V2, d2)
geleitet, so existiert fiir keines der O-D-Paare ein Pfad mit giinstigeren Reisekosten, der Start-
und Zielknoten verbindet. Das Gleiche gilt bei der Zuordnung von O-D-Paar (04, d;) zu Pfad
(01, d1) und O-D-Paar (05, dy) zu Pfad {0,, dy).

Im ersten Fall profitieren die den O-D-Paaren entsprechenden Verkehrsteilnehmer von
der gemeinsamen Mehrnutzung der Kante (vy, v;). Auf beiden Pfaden entstehen hierdurch
Reisekosten 19, die kleiner sind als die Kosten 20, die auf den jeweils alternativen Pfaden
vorliegen.

Im zweiten Fall liegen wieder Reisekosten 19 auf den Pfaden (o0;,d;) und (o3, d3) vor.
Die alternativen Pfade haben fiir beide O-D-Paare jeweils Kosten 23. Es kann also jeweils
kein giinstigerer Pfad gefunden werden. Insbesondere wird die mogliche Ersparnis durch
gemeinsame Nutzung der Kante (vy, vz) nicht antizipiert. Hierfiir miisste eine Absprache
zwischen den Verkehrsteilnehmern stattfinden.
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081(f51) = 10+f6‘1

oe L 20

Cﬁz(fez) =9+2- fez

Abbildung 4.3: Netzwerk und O-D-Paar, fiir das der Capacity-Restraint-Algorithmus oszil-
liert. Die Verkehrsnachfrage zwischen dem O-D-Paar betrage 1. Das Netzwerk stellt eine
vereinfachte Version eines Netzwerks aus dem Buch von Sheffi dar ([She85], Seite 114).

Der folgende Abschnitt stellt ein Verfahren vor, das, wenn es konvergiert, unter der mog-
lichen Mehrzahl an Nutzer-Equilibria ein solches findet, das der in Kapitel 1 erwdhnten
Intuition entspricht: Ein Nutzer-Equilibrium stellt sich tiber wiederholte Routenwahl der
Verkehrsteilnehmer ein, die jeweils auf den wahrgenommenen Verkehrsfluss im vorherigen
Zeitschritt reagieren.

4.2 Das Losungsverfahren

Weit verbreitete Losungsalgorithmen fiir RTA, wie der Frank-Wolfe-Algorithmus, minimie-
ren eine konvexe Zielfunktion auf einem konvexen Losungsbereich. Es existieren also eine
eindeutige Losung sowie Algorithmen, die gegen diese konvergieren. Fiir die fallenden Kos-
tenfunktionen bei ITA ist die Zielfunktion von Beckmanns Transformation nicht konvex.

Da also ein Nutzer-Equilibrium fiir ITA nicht anhand Beckmanns Transformation als
Losung eines konvexen Optimierungsproblems berechnet werden kann, wird hier das in
Abschnitt 2.4.2 erwihnte heuristische Verfahren Capacity Restraint als Losungsverfahren auf
ITA angewandt.

Der Einsatz von Capacity Restraint fiir ITA kann durch die im Fluss fallenden Kantenkosten
motiviert werden. Ein Grund, weshalb Capacity Restraint fiir RTA nicht zwingend konver-
giert, sind namlich die steigenden Kantenkosten. Wird ein Pfad der kiirzeste Pfad zwischen
einem Startknoten und einem Zielknoten, wird der Fluss auf diesem Pfad durch AON um die
gesamte Verkehrsnachfrage zwischen diesen Start- und Zielknoten erhoht. Bei steigenden
Kantenkosten resultiert daraus eine Kostenerh6hung und damit kann in der nichsten Iteration
ein Anreiz bestehen, von diesem Pfad wieder abzuweichen. Es entstehen auf diese Weise
Oszillationen der kiirzesten Pfade, da gerade der Umstand, dass ein Pfad ein kiirzester Pfad
ist, zu einer Verteuerung in der nichsten Iteration fithren kann. Dieser Effekt kann anhand
des Netzwerks in Abbildung 4.3 veranschaulicht werden.

Initial wird durch AON der gesamte Fluss der Kante e; zugeordnet, also gilt f,, = 0 und
fe, = 1. Dadurch steigen die Kosten der Kante e; auf 11, und sind damit grof8er als die Kosten
10 der Kante e;. In der folgenden Iteration wird der Fluss also der Kante e; zugeordnet, also
gilt fo, = 1 und f;, = 0. Dadurch sinken die Kosten der Kante e, auf 9, wihrend die Kosten
der Kante e; auf 11 steigen. Der Fluss bewegt sich also wieder zuriick zu e,. Diese Oszillation
setzt sich unbegrenzt fort.

Fiir RTA und steigende Kantenkosten wird dieses Problem geldst, wenn Capacity Restraint
zum Frank-Wolfe-Algorithmus erweitert wird, indem eine Liniensuche in jeder Iteration die
Schrittweite zur AON-L6sung bestimmt.
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cﬁ’l(fel) =10 — f€1

oe L 2]

Ceg(fe2) =9-2- f€2

Abbildung 4.4: Netzwerk und O-D-Paar, fiir das der Capacity-Restraint-Algorithmus kon-
vergiert. Die Verkehrsnachfrage zwischen dem O-D-Paar betrage wieder 1.

Fur fallende Kostenfunktionen bei ITA konnen solche Oszillationen, fur die die Routen-
wahlen aus jeder Iteration i genau den Routenwahlen aus Iteration i + 2 entsprechen, nicht
auftreten. Ein formaler Beweis hierfiir wird Kapitel 5 geliefert. Intuitiv kann der Vorteil von
fallenden Kostenfunktionen fiir Capacity Restraint anhand des Netzwerks in Abbildung 4.4
veranschaulicht werden.

Das Netzwerk entspricht gerade dem aus Abbildung 4.3, mit der Anderung, dass die Kanten-
kosten nun im Kantenfluss fallen. Die Kante e; hat mit Kosten 9 geringere Free-Flow-Kosten
als die Kante e; mit Kosten 10. Der Fluss wird also initial durch AON wieder der Kante e,
zugeordnet. Die AON-Zuordnung von Fluss zu einem kiirzesten Pfad hat nun aber gerade den
zu RTA gegensitzlichen Effekt, dass der Pfad noch giinstiger wird. Die Kosten von Kante e
sinken auf 7, wahrend die Kosten von Kante e; unverandert bleiben. Das Verfahren konvergiert
damit schon nach der ersten Iteration.

Unter der Annahme fiir RTA, dass Verkehrsteilnehmer lediglich die individuelle Reisezeit
minimieren, ist die Kapazitit der Straflen eine wichtige Grofle, da sie die Bildung von Stau
bei hoher Auslastung bestimmt. Der Name Capacity Restraint deutet darauf hin, dass der
Algorithmus diese Effekte auf die Reisezeit beachtet und impliziert somit im Kantenfluss
steigende Reisekosten. Capacity Restraint wird fiir die verdnderten Reisekosten bei ITA in
dieser Arbeit also als ITA-Verfahren bezeichnet.

DasITA-Verfahren zur Berechnung eines Nutzer-Equilibriums unter fallenden Kantenkosten
ist mit der in Abschnitt 3.1 eingefithrten Notation durch Algorithmus 4.1 gegeben.

Analog zu Capacity Restraint fir RTA fithrt das ITA-Verfahren initial AON auf den Free-
Flow-Gewichten aus (Zeile 1) und wiederholt diesen Schritt in einem iterativen Verfahren
unter Neuberechnung der Kantengewichte in jeder Iteration (Zeilen 4 — 16). In den Zeilen
6 und 7 werden die neuen Gewichte abhangig vom Verkehrsfluss der vorherigen Iteration
(beziehungsweise der Initiallosung) berechnet. In den Zeilen 8 — 12 wird AON beziiglich der
neu berechneten Kantengewichte ausgefithrt und der Flusswert auf jeder Kante inkrementiert
fiir jedes O-D-Paar, auf dessen kiirzestem Pfad die Kante liegt. Hierbei ist zu beachten, dass die
O-D-Paare als eine Multimenge gegeben sind, deren Elemente jeweils genau einen Verkehrs-
teilnehmer darstellen (siehe Kapitel 3). Hat sich fiir keine Kante der Kantenfluss verdndert,
ist das Verfahren konvergiert (Zeilen 13 — 16). Es kann ebenfalls eine maximale Anzahl an
Iterationen ip,y definiert werden, nach denen das Verfahren terminiert.

Um auf ein Nutzer-Equilibrium zu testen, muss beim Konvergenztest streng genommen
fir jedes O-D-Paar tiberprift werden, ob sich in der Iteration fiir die neue Gewichtsfunktion
der kiirzeste Pfad zwischen dem entsprechenden Start- und Zielknoten gedndert hat. Hierfiir
misste fir jedes O-D-Paar der gesamte kiirzeste Pfad gespeichert werden (der im Laufe des
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4 Das ITA-Verfahren

Algorithmus 4.1 : Das ITA-Verfahren.
Input: Stralennetzwerk G = (V, E),
Kostenfunktionen ¢, : Ny — R fiir jede Kante e € E,
Multimenge S der O-D-Paare,
Maximale Anzahl an Iterationen i, € IN.
Output : Verkehrsfluss (fe,, .., fe) in einem Nutzer-Equilibrium.

10— (2 0 ), AON beziiglich Free-Flow-Gewichten d,

e Je
210

3 converged «— False

4 while not converged and i < ipax do
5 ie—i+1

6 forall e € E do

L o) — el

8 | fle—1(0,...,0) e N)F
9 forall (0,d) € S do

10 p «— kiirzester Pfad zwischen Knoten o und d beziiglich Gewichten c;
11 foralle e Eonp =(o,...,d) do

12 L fle— fi+1

13 converged «— True

14 forall e € E do

15 L if f # f/7! then

16 L converged «— False

17 return f*

Verfahrens der Erwartung nach langer wird) und auf Gleichheit jeder Kante mit dem jeweils
neu berechneten Pfad getestet werden. Dieser Mehraufwand kann aufgrund der folgenden
Beobachtung vermieden werden. Andert sich in Iteration i der Fluss auf keiner Kante, so
andert sich auch das Kantengewicht von keiner Kante in der nachfolgenden Iteration i+ 1. Eine
deterministische Kiirzeste-Wege-Berechnung berechnet dann in Iteration i + 1 die gleichen
kiirzesten Pfade wie in Iteration i. Der strenge Konvergenztest ist also erst in Iteration i + 1
erfolgreich, wobei schon in Iteration i der gleiche Verkehrsfluss und die gleichen kiirzesten
Pfade pro O-D-Paar vorlagen, die das gefundene Nutzer-Equilibrium darstellen.

Konvergiert das Verfahren, gibt es also den Verkehrsfluss zu einer Routenwahl zuriick,
beziiglich der es fiir keinen Verkehrsteilnehmer eine giinstigere alternative Route gibt. Die
Routenwahl entspricht gerade dem Nutzer-Equilibrium, das aus einer Simulation von Ver-
kehrsteilnehmern (O-D-Paaren) resultiert, die in einem Straflennetzwerk tiber eine Reihe
von Zeitschritten (Iterationen) hinweg jeweils die giinstigste Route von ihrem Start- zum
Zielpunkt befahren und dabei gemaf§ der im letzten Zeitschritt beobachteten Straf3ennutzung
(Verkehrsfluss der vorherigen Iteration) entscheiden.

Konvergenzkriterien Es konnen alternative Konvergenzkriterien zu dem Test auf per-
fekte Konvergenz aus Algorithmus 4.1 genutzt werden. Sheffi schlégt fiir den Frank-Wolfe-
Algorithmus die folgenden beiden Kriterien vor. Zum einen kann die Ahnlichkeit der Reise-
kosten pro O-D-Paar von aufeinanderfolgenden Iterationen gemessen werden. Zum anderen
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kann die Ahnlichkeit aufeinanderfolgender Flusswerte pro Kante verwendet werden, um
die Néhe der gefundenen Losung zu einem Nutzer-Equilibrium zu messen [She85]. Hierbei
konnen die gemessenen Abstidnde der Losungen zweier aufeinanderfolgenden Iterationen
jeweils mit einer kleinen Konstante verglichen werden, um auf hinreichende Konvergenz zu
testen.

Ein fiir bisherige Losungsalgorithmen von RTA weit verbreitetes Konvergenzkriterium ist
der relative gap (kurz: RGAP) [BRB04 | PERW15 | BSW19|Nie10 | FCF09 | Dia06 | Gen14 | ML13].
Der RGAP ist die relative Differenz zwischen den aktuellen Gesamtreisekosten der Iteration
und den Gesamtkosten, die entstehen, wenn nur die aktuell giinstigsten Pfade befahren werden.
Fiir den in Iteration i berechneten Verkehrsfluss f ist der RGAP gegeben durch

Yece fe  Ce(f) = Tses ds(f)
ZeeEﬁzi ' Ce(fg) '

(4.1)

Der Wert ds(f*) gibt dabei die Kosten des fiir den Verkehrsfluss f* giinstigsten Pfads an,
der das O-D-Paar s verbindet. Die Definition des RGAP in Gleichung 4.1 weicht wegen der
1-zu-1-Beziehung von Verkehrsteilnehmern und O-D-Paaren von der iiblichen Definition in
der Notation ab. Wire S nicht als Multimenge definiert, so miisste der Wert d,(f*) jeweils
noch mit der Verkehrsnachfrage zwischen dem O-D-Paar s multipliziert werden.

In einem Nutzer-Equilibrium sind die tatsachlich befahrenen Routen gerade die giinstigsten
fir die O-D-Paare, die sie verbinden, sonst konnte ein Verkehrsteilnehmer auf eine Route
mit geringeren Kosten abweichen. Der RGAP betrigt im Nutzer-Equilibrium also 0. Um auf
hinreichende Konvergenz zu testen, kann der RGAP mit einer kleinen positiven Konstante
verglichen werden.

Die von Sheffi vorgeschlagenen alternativen Konvergenzkriterien messen Anderungen in
den Kantenfliissen und in den entstehenden Reisekosten zwischen aufeinanderfolgenden Itera-
tionen. Der RGAP misst den Unterschied der Kosten zwischen den aktuell gewéhlten Routen
und den aktuell kiirzesten Routen. Die drei Kriterien messen also insbesondere nicht, ob sich
die Route eines O-D-Paars hinreichend mit der Route im Nutzer-Equilibrium tiberschneidet.
Wechsel der kiirzesten Route konnten also auch nach Erfiillung der Kriterien noch zu starken
Kostendnderungen fithren. Bei Tests des ITA-Verfahrens auf verschiedenen Eingaben kénnen
weiter starke Schwankungen im Wert des RGAP auch in spéten Iterationen kurz vor Erreichen
eines Nutzer-Equilibriums beobachtet werden (siehe Kapitel 6). Es sollte also fiir ein gegebenes
Straflennetzwerk stets iiberpriift werden, ob die Verringerung der Iterationsanzahl gegeniiber
dem strengen Konvergenztest aus Algorithmus 4.1 notig ist.

4.3 Bestimmung von Kostenfunktionen

Neben dem Straflennetzwerk und der Verkehrsnachfrage zwischen jedem O-D-Paar sind die
Reisekosten fiir jede Straf3e die dritte Eingabevariable fiir Traffic Assignment. In diesem Ab-
schnitt werden im Kantenfluss fallende Kostenfunktionen fiir die Losung von Inverse Traffic
Assignment vorgestellt. Dabei sollen die Annahmen iiber das Verhalten bei der Routenwahl
unter dem Anreiz zur geteilten Mehrnutzung der Straflen genutzt werden.
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Fir RTA existieren verschiedene Kostenfunktionen, die fiir die in Abschnitt 2.4 beschriebe-
nen Losungsverfahren verwendet werden. Spiess definiert eine allgemeine Form der Kosten-
funktion, die die Reisezeit c.(f;) einer Kante e wie folgt anhand des gegebenen Kantenflusses
f. berechnet [Spi90]:

cof)=de-g () 42
Ue
Der Wert d, entspricht der Free-Flow-Reisezeit auf der Kante e und der Wert u, bestimmt
die Kapazitat der Kante. Die Funktion g, die als Eingabe das Verhéltnis zwischen Kantenfluss
und maximalem Kantenfluss erhélt, wird von Spiess Stau-Funktion (engl. congestion function)
genannt.

Laut Branston ist eine der gangigsten Kostenfunktionen die BPR-Kostenfunktion [Bra76 | Pub64].
Diese Funktion entsteht aus der allgemeinen Form 4.2 durch Definieren der Stau-Funktion
anhand g(x) = 1+ a, - xP fiir jede Kante e des StraBennetzwerks, ist also insgesamt gegeben
durch [Pub64 | BSW19| PERW15]:

Be
ce(fe) =d, - (1 + ate (1{—6) ) . (4.3)

e

Hierbei sind die zusatzlichen Parameter a, und S, fir jede Kante e zu definieren. Die Notation
orientiert sich an der Arbeit von Buchhold et al. [BSW19].

Die oben betrachteten Konzepte einer Kostenfunktion beziehen sich ausschliellich auf im
Kantenfluss steigende Kostenfunktionen. Die allgemeine Form einer Kostenfunktion nach
Formel 4.2 ist jedoch auch fiir ITA und fallende Kostenfunktionen niitzlich. Die Kosten der
Kanten sollen fiir ITA ebenfalls abhéngen von der Free-Flow-Reisezeit, die auch bei einem
Anreiz zur Mehrnutzung einer Kante in die Kostenbewertung einflief3t. So soll bei gleichem
Kantenfluss stets ein solcher Pfad als giinstiger bewertet werden, der fiir den entsprechenden
Verkehrsteilnehmer mit geringerer Reisezeit im unausgelasteten Netzwerk verbunden ist. Eine
Abweichung der Kosten von der Free-Flow-Reisezeit wird erreicht durch positiven Fluss auf
der entsprechenden Kante. Wird fiir die Funktion g in Formel 4.2 also eine monoton fallende
Funktion eingesetzt, entspricht die Formel einer solchen Kostenbewertung.

Fiir ITA kénnen Kostenfunktionen als unabhéngig von der Kantenkapazitat definiert werden
unter der vereinfachenden Annahme, dass bei Auslastung der Kantenkapazitit die eingesetzten
offentlichen Verkehrsmittel vergrofiert werden kénnen und damit die maximal méogliche
Anzahl an Verkehrsteilnehmern auf der Kante steigt. Eine vereinfachte allgemeine Form der
Kostenfunktionen fiir ITA kann somit wie folgt definiert werden:

Ce(ﬁf) = de : he(ﬁf) . (4-4)

Die Funktion h, wird als Kooperations-Funktion bezeichnet, um erhohte Kantenauslastung
nicht als Stau, sondern als gewiinschtes Ergebnis hervorzuheben. Die Funktion definiert die
mogliche Reduktion des Schadstoffausstofies und Energieverbrauchs bei steigender Anzahl
an Verkehrsteilnehmern auf der entsprechenden Strafle.

Es gilt nun also, Definitionen der Kooperations-Funktion A, zu finden, die diesen Effekt
repréasentieren. Dafiir werden die folgenden Bedingungen prasentiert, die eine Kostenfunktion
ce fur ITA fur jede Kante e erfillen sollte:

Die Funktion ¢, muss monoton fallend sein. Dies stellt die zentrale Anderung gegeniiber
RTA dar.
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Die Funktion c, darf keine negativen Werte annehmen. Ohne diese Bedingung konnte
das Befahren von negativen Pfaden oder Kreisen die Reisekosten reduzieren. Das Befah-
ren von zusétzlichen Straflen bedingt jedoch immer sowohl erhohten Schadstoffausstof3
als auch erho6hte Reisezeit und sollte daher nie mit negativen Kosten bemessen werden.

Es gilt ¢, (0) = d,. Dies modelliert, dass sich Verkehrsteilnehmer in einem unausgelas-
teten Netzwerk anhand der Free-Flow-Reisezeit entscheiden. Insgesamt folgt also

Ve € EVf, € Nop:0 < ce(fe) < de.

Weitere optionale Kriterien:

Die Funktion c, ist streng monoton fallend, also gilt fiir die Ableitung

d
d_ﬁce(fe) < 0 fur alle f, € Ny .

Dies muss erfiillt werden, wenn jede Anderung der Routenwahl eines Verkehrsteilneh-
mers eine nicht verschwindende Wirkung haben soll.

Die Funktion c, ist streng konvex, also gilt fiir die zweite Ableitung

2

d
——c.(fz) > 0furalle f; € Ny .
e (fe) Je € No

Dies modelliert, dass die Einsparungen an Emissionen und Energieverbrauch pro zusétz-
lichem Verkehrsteilnehmer bei steigender Anzahl an Verkehrsteilnehmern abnehmen.
Wenn angenommen wird, dass der Wechsel von Transport in individuellen Fahrzeugen
zum Einsatz eines offentlichen Verkehrsmittels wirksamer ist als der Wechsel von einem
offentlichen Verkehrsmittel zu einem Grofieren, kann dieses Kriterium niitzlich sein.

Die Funktion ¢, nédhert sich nicht beliebig nah an 0 an. Beispielsweise kann ein Schwel-
lenwert df definiert werden fiir ein n € N, den die Kostenfunktion c, fiir keinen
Kantenfluss f, unterschreitet. So wird modelliert, dass Verkehrsteilnehmer nie einen
Umweg mit n-facher Reisezeit wihlen, gemessen anhand der Free-Flow-Reisezeit im
Netzwerk. Ein solcher Schwellenwert kann auch dafiir niitzlich sein, die Uberlastung
von Straffen zu verhindern. Auch beim Transport in grofen 6ffentlichen Verkehrsmitteln
erhohen zusitzliche Verkehrsteilnehmer die Auslastung einer Straf3e. Fiir die Definition
einer unteren Schranke fiir die Kantenkosten kann also die Kapazitit der Strafie und
zum Beispiel die Platzanzahl des groiten verfiigbaren Verkehrsmittels niitzlich sein.

Die Bedingungen sind in Teilen angelehnt an Bedingungen, die Spiess fiir Stau-Funktionen
formuliert [Spi90].

4.3.1 Exponentengewichtete Kostenreduzierung

Eine Moglichkeit fiir eine streng monoton fallende, streng konvexe und positive Funktion

stellt die Funktion f, ]%E auf R dar, deren Graph die Koordinatenachsen als Asymptoten

hat. Sie kann also als Teil einer Kostenfunktion genutzt werden, um Bedingungen 1,2,4 und 5
zu erfiillen. Um den Einfluss einer Erh6hung oder Verringerung des Kantenflusses auf den
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Wert der Funktion zu gewichten, kann die Funktion durch einen Exponenten . € R, zu

fo f#ﬁe erweitert werden. Auf Basis dessen kann durch eine weitere Erweiterung um den
e
Parameter o, € R, eine Kooperations-Funktion durch

Pe
he(f,) = ( % )

fo+ e
definiert werden, die zusatzlich Bedingung 3 erfiillt. Aus der allgemeinen Form 4.4 entsteht
damit die folgende Kostenfunktion:

pe
ce(fe):de-( e ) . (4.5)

fo+ e

Ein weiteres Motiv fiir den Vorschlag dieser Kostenfunktion ist die Ahnlichkeit zu der Funkti-
on, die entsteht, wenn in der BPR-Kostenfunktion 4.3 ein negativer Exponent ., < 0 gewahlt
wird und die Kantenkapazitit keinen Einfluss auf die Kosten hat. Der Parameter a, beeinflusst
weiterhin multiplikativ den Effekt von verandertem Kantenfluss auf die Kantenkosten, wobei
der Einfluss des Parameters, anders als fiir BPR-Kosten, zusétzlich durch den Exponenten S,
gewichtet wird. Die Verwendung der Kostenfunktion in Formel 4.5 wird als Exponentengewich-
tete Kostenreduzierung bezeichnet. Ein Nachteil dieser Art der Kostenreduzierung ist, dass
sich die Kosten einer Kante dabei beliebig nah an 0 annahern kénnen und damit Bedingung 6
nicht erfiillt ist.

In Abbildung 4.5a ist ein Plot der Kostenfunktion fiir Exponentengewichtete Kostenredu-
zierung zu sehen.

4.3.2 Logarithmische Kostenreduzierung

Die Funktion f, — m ist fur a, > 1 auf R, ebenfalls streng monoton fallend, streng

konvex und positiv, kann also dhnlich wie fir Exponentengewichtete Kostenreduzierung als
Teil einer Kostenfunktion verwendet werden, die die Bedingungen 1,2,4 und 5 erfiillt. Mit
einer Kooperations-Funktion gegeben durch

he(fs) = !

log,, (feﬁe + ae)

erfullt die folgende Kostenfunktion zusétzlich Bedingung 3:

_ . 1
celfe) = de log,, (feﬁe + ae) .

Der Einfluss des Kantenflusses auf die Kosten kann durch die Wahl der Basis des Logarithmus
ae > 1 und des Exponenten f, > 0 gewichtet werden.

Die Verwendung dieser Kostenfunktion, bezeichnet als Logarithmische Kostenreduzierung,
soll den Effekt verstarken, dass Kantenkosten bei geringerem Kantenfluss stiarker durch zu-
satzlichen Fluss sinken als bei hohem Kantenfluss. Die Annahme dabei folgt der Beschreibung
in Bedingung 5, dass fiir kleinere vorliegende Anzahlen an Verkehrsteilnehmern auf einer
Strale groflere Einsparungen an Emissionen pro zusitzlichem Verkehrsteilnehmer méglich
sein konnten. Dass die Kostenfunktion in steigendem Verkehrsfluss schnell flach wird, kann
ebenfalls dadurch motiviert werden, dass auch beim Einsatz von groflen 6ffentlichen Verkehrs-
mitteln Uberlastungen bei zu hohen Kantenfliissen entstehen konnen. Die Kostenfunktion im
folgenden Abschnitt erfiillt die Bedingung 6, um solche hohen Auslastungen zu verhindern.

Abbildung 4.5b zeigt einen Plot der Kostenfunktion zu Logarithmischer Kostenreduzierung.

(4.6)

26



4.3 Bestimmung von Kostenfunktionen

4.3.3 Kapazitatsbeschrankte Kostenreduzierung

Bei den bisherigen Definitionen von Kostenfunktionen wurde die Kapazitét einer Kante nicht
beachtet, was der Annahme entspricht, dass der Auslastung einer Strafe durch den Einsatz
grofierer offentlicher Verkehrsmittel entgegengewirkt werden kann.

Dennoch kdnnte es niitzlich sein, dass sich die Kosten einer Kante nicht weiter verringern,
sobald eine bestimmte Kantenauslastung erreicht ist, wie in Bedingung 6 beschrieben. Be-
trachte hierfiir die folgende Kostenfunktion c, fiir eine Kante e. Die Wahl des Parameters
r bestimmt dabei die obere Schranke u, - r, fiir die bei der Erh6hung von Kantenfluss, der
sie Uiberschreitet, keine weitere Kostenreduzierung erfolgt. Weiter ist up,;, := mineeg u, die
minimale Kapazitit einer Kante im Netzwerk.

d, - u;nin falls fo < ue -1
) e (ort )ﬂe 4.7
Ce (f;‘) d . Umin 1 sonst . ( )

¢ Ue (ue ,r)ﬁe ’

Der Exponent f, € R, gewichtet wie bisher den Einfluss des Kantenflusses auf die Kosten.
Die Verwendung dieser Kostenfunktion wird als Kapazitdtsbeschrinkte Kostenreduzierung
bezeichnet. Der Faktor “2 erzeugt den Effekt, dass die Kantenkosten in der Kantenkapazitit
fallen. Der Faktor kann durch die Annahme motiviert werden, dass auf Straflen mit hoher
Kapazitat besonders von 6ffentlichen Verkehrsmitteln profitiert werden kdnnte. Die Annahme
folgt der Uberlegung, dass auf breiteren oder weiter ausgebauten Straien grofiere 6ffentliche
Verkehrsmittel eingesetzt werden konnten und dass der Ausbau der Moglichkeiten fiir die Reise
in 6ffentlichen Verkehrsmitteln leichter umzusetzen sein konnte. Wird die kostenreduzierende
Wirkung von erhohter Kantenkapazitat schon in der Eingabe beachtet und die veranderten
Free-Flow-Kosten d; = d, - 1%“ fur jede Kante e € E verwendet, so ist auch weiterhin
Bedingung 3 erfiillt.

Kapazitatsbeschriankte Kostenreduzierung hat die Nachteile, dass die Kostenfunktion in
Formel 4.7 nicht streng monoton fallend und nicht streng konvex ist. Weiterhin ist sie nicht
differenzierbar. Sie kann jedoch als Beispiel dafiir dienen, wie durch weitere Grofien wie
die Kantenkapazititen Einfluss auf die durch das ITA-Verfahren berechneten Verkehrsfliisse
ausgeilibt werden kann.

Abbildung 4.5c zeigt einen Plot der Kostenfunktion zu Kapazititsbeschrankter Kostenredu-
zierung.

4.3.4 Diskussion der Kostenfunktionen

Fir die drei Kostenfunktionen héngt der Verlauf der Kantenkosten im ITA-Verfahren neben
der Wahl der Funktionsparameter stark von der Anzahl an O-D-Paaren, dem Straflennetzwerk
und fiir die Funktion 4.7 auch von der Definition der Kantenkapazititen ab. Weiter sind die
Kostenfunktionen nicht durch tatsachlich beobachtetes Verhalten der Verkehrsteilnehmer
gestiuitzt.

Die prasentierten Kostenfunktionen sollen also vor allem dazu dienen, erste Ideen und Kri-
terien fiir die Definition weiterer Funktionen zu liefern, um gewiinschte Effekte beim Inverse
Traffic Assignment herbeizufiihren. In Kapitel 6 wird untersucht, welche Auswirkungen die
Kostendefinitionen dieses Abschnitts auf die resultierende Verkehrssituation haben.

27



4 Das ITA-Verfahren

30 30 30
25 25 25
20 20 20
= = B
2 2 ]
z 154 z 15 z 15
[ X ]
10 101 10
54 5 5
0 T T 0 T T 0 T T
0 20 40 0 20 40 0 20 40
Kantenfluss Kantenfluss Kantenfluss

(a) Exponentengewichtete (b) Logarithmische Kostenre- (c) Kapazititsbeschrankte

Kostenreduzierung nach duzierung nach Gleichung 4.6 Kostenreduzierung nach
Gleichung 4.5 fiir #, = 1 und fur @, =2 und B, = 1. Gleichung 4.7 fir r = 1,
Be =0,5. Umin = Ue = 15 und f, = 0,5.

Abbildung 4.5: Plots der vorgeschlagenen Kostenfunktionen fiir eine Kante e mit Kapazitat
u = 15 und Free-Flow-Gewicht d, = 30.

4.4 Das Braess Paradoxon

In regulidrem Traffic Assignment konnen Stralennetzwerke und O-D-Paare gefunden werden,
die paradoxe Kostenentwicklungen bei Erweiterung des Netzwerks aufzeigen [Bra68]. Das
Hinzufiigen einer weiteren Kante kann dazu fithren, dass sich fiir alle Nutzer des Straflennetz-
werks die Kosten ihrer Route im Nutzer-Equilibrium erhéhen.

Abbildung 4.6 zeigt einen von D. Braess gefundenen Beispielgraphen fiir diese Situation,
die entsprechend als Braess Paradoxon bezeichnet wird ([Bra68], [FH95]). In Abbildung 4.6a
ist das Braess Netzwerk zu sehen. Fur das Netzwerk wird ein einziges O-D-Paar betrachtet
mit Verkehrsnachfrage 6 von Knoten o zu Knoten d. Im eindeutigen Nutzer-Equilibrium teilt
sich der Verkehrsfluss zu gleichen Teilen auf die Pfade p; = {0, v1,d) und p, = {0, v,, d) auf.
Im Equilibrium gilt also fiir die Kantenflisse f;, = f., = fe, = fe, = 3 und beide Pfade haben
Reisekosten 83.

Abbildung 4.6b zeigt das gleiche Netzwerk nach Hinzufiigen der Kante es. Das Nutzer-
Equilibrium hat sich hierdurch geandert. Im Equilibrium teilt sich der Verkehrsfluss nun zu glei-
chen Teilen auf die Pfade p; = (o, v, d) und p; = (o, v5, d) und den neuen Pfad p; = (o, v1, v2, d)
auf. Es gilt fiir die entsprechenden Kantenfliisse f;, = fo, = 4 und f;, = f, = fe, = 2. Die drei
Pfade haben jeweils Reisekosten 92 [FH95].

Eine Erweiterung des Straflennetzwerks, die intuitiv als hilfreich angesehen werden kann,
kann also zur Verschlechterung der Situation nicht nur eines, sondern aller Verkehrsteilnehmer
fuhren [RT02].

Es wird nun untersucht, ob ein solches Paradoxon auch fiir Inverse Traffic Assignment
auftreten kann. Offensichtlich kann die Erweiterung des Straflennetzwerks dazu fithren, dass
sich der kiirzeste Pfad fiir ein O-D-Paar s d4ndert. Das darauf folgende Abweichen von O-
D-Paar s (beziehungsweise von dem entsprechenden Verkehrsteilnehmer) vom bisherigen
Equilibriumspfad p kann wiederum die Kosten der Equilibriumspfade anderer O-D-Paare
erhohen, wenn Teilpfade dieser auf Pfad p liegen. Fiir diese O-D-Paare konnten dadurch
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Abbildung 4.6: Das Braess Netzwerk [Bra68]. Die Kanten sind beschriftet nach der Notation
Bezeichnung | Kostenfunktion.

wiederum kostengiinstigere Pfade gefunden werden, die sie verbinden. Ein Anreiz, von einem
bisherigen kiirzesten Pfad abzuweichen, kann also weitere solcher Anreize fiir andere O-D-
Paare schaffen.

Durch solche Folgen von Abweichungen kann auch fiir fallende Kostenfunktionen ein
Nutzer-Equilibrium entstehen, in dem der kiirzeste Pfad fiir jedes O-D-Paar hohere Kosten als
vor der Erweiterung hat. Intuitiv kann dieser Umstand anhand der folgenden Beobachtung
erklart werden: Kooperation auf einem Pfad (also geteilte Nutzung des Pfads durch mehrere
O-D-Paare) verringert die Pfadkosten. Wenn ein O-D-Paar von einem Pfad abweicht und
dadurch weitere O-D-Paare abweichen, 16sen sich Kooperationen im Graphen auf. Die Folge
konnen erhohte Kosten fiir alle sein, wenn sich jedes O-D-Paar mit einer zweitbesten Route
ohne Kooperation abfinden muss.

Im Folgenden wird eine solche Kette von Abweichungen anhand eines Beispielgraphen
demonstriert und das folgende Theorem gezeigt.

Theorem 4.1 (Braess Paradoxon fiir ITA): Fiir monoton fallende Kantenkosten bei Inverse
Traffic Assignment kann die Erweiterung des Strafennetzwerks zu hoheren Pfadkosten zwischen
jedem O-D-Paar in jedem Nutzer-Equilibrium fiihren.

Beweis. In Abbildung 4.7 sind ein Graph und drei O-D-Paare vor und nach einer Erweiterung
der Kantenmenge zu sehen. Der Graph weist fiir alle drei O-D-Paare s; = (01,d1), s2 =
(02,d2) und s3 = (o03,d3) vor der Erweiterung nur einen Pfad auf, der das jeweilige O-D-
Paar verbindet (siehe Abbildung 4.7a). Das eindeutige Nutzer-Equilibrium ist also gegeben
durch die Zuordnung der O-D-Paare zu diesen eindeutigen Pfaden. Die O-D-Paare s; und s,
kooperieren auf dem Teilpfad (vyy, ..., vo2). Die O-D-Paare s, und s; kooperieren auf dem
Teilpfad (vs, ..., v11).
Die Gewichtsfunktion sei fiir jede Kante e gegeben durch

e :No = R ce(fe) =de — fe .

Demnach liegen im Nutzer-Equilibrium vor der Erweiterung fiir O-D-Paar s; Pfadkosten 29
vor, fur O-D-Paar s, Pfadkosten 48 und fur O-D-Paar s; Pfadkosten 22.
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Abbildung 4.7: Netzwerk und dessen Erweiterung, die zur Erhhung der Pfadkosten aller O-
D-Paare im Nutzer-Equilibrium fithrt. Die Kanten sind mit dem jeweiligen Free-Flow-Gewicht
d. annotiert. Die Kantenkosten sind jeweils gegeben durch d, — f fiir Kantenfluss f,. Kanten,
die ausschliellich auf Pfaden liegen, die nur ein O-D-Paar verbinden, sind fiir s; orange, fiir s,

blau und fir s; griin gefarbt.

Die Erweiterung des Netzwerks ist in Abbildung 4.7b zu sehen. Neue Kanten sind gestrichelt
dargestellt. Der Graph wurde um 5 Kanten, statt wie das Braess Netzwerk um eine Kante,
erweitert. Dies begriindet die allgemeine Formulierung einer Erweiterung in Theorem 4.1,
statt explizit das Hinzufligen einer einzigen Kante zu fordern.

Es existieren jetzt drei Pfade, die O-D-Paar s; verbinden:

Pfad p;1 = {01, v1, Vs, ..., V16, d1) - der Equilibriumspfad vor der Erweiterung.

Pfad p1 = {01, v1, V3, ..., V8,d1)

Pfad p13 = (01, V1, V3, ..., Vi1, V12, . . ., Va2, d1).

Unabhéngig davon, welchen Pfad die anderen O-D-Paare wihlt, hat Pfad p; 5 hohere Gesamt-
kosten als die Pfade p;; und p; ;. Der Pfad p; 5 muss also bei der Untersuchung eines neuen
Equilibriums nicht betrachtet werden, da das O-D-Paar s; in jeder Situation einen Anreiz hat,
von ihm abzuweichen. Es existieren zwei Pfade, die O-D-Paar s, verbinden:

Pfad py1 = (02, v, V3, ..., V11, V12, - -
rung.

Pfad p;, = (02, d2)

. Vag, dy) - der Equilibriumspfad vor der Erweite-

Es existieren zwei Pfade, die O-D-Paar s; verbinden:

30



4.4 Das Braess Paradoxon

Tabelle 4.1: Jede Zeile gibt fiir die Zuordnung der O-D-Paare si,s;,s3 zu den Pfaden
D1is P2,j» P3.k die dadurch entstehenden Reisekosten c(py;), c(p2 ), c(ps k) zwischen den O-D-
Paaren nach der Erweiterung des Graphen in Abbildung 4.6 an. Der Wert c(p) beschreibt
jeweils die Gesamtkosten des Pfades p.

Pfade Kosten Abweichendes Giuinstigerer Pfad
O-D-Paar

P11, P21, P31 29,438,22 $1 c(p12) = 28
P11 P21 P32 29, 56, 23 2 c(pz2) =50
P11, P22, P31 39,49,30 S3 c(p32) = 24
P11 P22, P32 39,49,23 1 c(p2) =38
P1.2: P21, P31 21,53,17 2 c(p22) =50
P12, P21, P3,2 26,61,23 $2 c(pa2) =50
P12, P22, P31 26, 49,25 s3 c(p32) = 24
p1’2,p2,2,p3,2 31, 49, 23 - -

Pfad ps; = (03, V3, ..., Vv11,dz) - der Equilibriumspfad vor der Erweiterung.
Pfad ps, = (03, d3)

Ausgehend vom gefundenen Equilibrium berechnet das ITA-Verfahren nach der Erweite-
rung in 3 Iterationen ein neues Nutzer-Equilibrium. In der ersten der drei Iterationen wechselt
durch die Erweiterung der kiirzeste Pfad von O-D-Paar s; von Pfad p;; mit Kosten 29 zu
Pfad p;» mit Kosten 28. In der zweiten Iteration wechselt dadurch der kiirzeste Pfad von
O-D-Paar s, von Pfad p,; mit neuen Kosten 53 zu Pfad p;; mit Kosten 50. In der dritten
Iteration wechselt der kiirzeste Pfad fiir O-D-Paar s; von Pfad ps; mit neuen Kosten 25 zu
Pfad ps; mit Kosten 24.

Im neuen Equilibrium liegen fiir O-D-Paar s; Pfadkosten 31, fiir O-D-Paar s, Pfadkosten 49
und fur O-D-Paar s3 Pfadkosten 23 vor. Dies stellt hohere Reisekosten fiir alle Verkehrsteil-
nehmer dar.

Das beschriebene Nutzer-Equilibrium nach der Erweiterung wird nicht nur durch das
ITA-Verfahren ausgehend vom vorherigen Equilibrium erreicht, sondern ist das eindeutige
Nutzer-Equilibrium fiir den erweiterten Graphen. Dies geht aus Tabelle 4.1 hervor, die fir
jeden moglichen Pfadzustand beschreibt, ob und welches O-D-Paar nicht dem passenden
kiirzesten Pfad zugeordnet ist.

Da vor und nach der Erweiterung des Graphen jeweils ein eindeutiges Nutzer-Equilibrium
vorliegt, folgt aus den nach der Erweiterung héheren Pfadkosten im Nutzer-Equilibrium fiir
jedes O-D-Paar die Behauptung aus Theorem 4.1. a
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5 Konvergenz des ITA-Verfahrens

In diesem Kapitel wird das ITA-Verfahren genauer untersucht und in Bezug auf das Konver-
genzverhalten analysiert. Wie in Abschnitt 4.2 angesprochen, simuliert das ITA-Verfahren den
Prozess der wiederholten Wahl einer jeweils kiirzesten Route fiir jeden Verkehrsteilnehmer,
welcher genau dann einen stabilen Zustand erreicht, wenn ein Nutzer-Equilibrium fiir die
aktuellen Routenwahlen vorliegt.

Das Ziel dieses Kapitels ist es, zu beweisen, dass der Einsatz des ITA-Verfahrens auch immer
zu einem solchen stabilen Zustand fithrt. Genauer soll also die folgende Vermutung bewiesen
werden:

Conjecture 5.1 (Konvergenz des ITA-Verfahrens): Das ITA-Verfahren konvergiert fiir beliebige
Eingabegraphen, beliebige Mengen von O-D-Paaren und monoton fallende Gewichtsfunktionen
und liefert ein Nutzer-Equilibrium.

In Abschnitt 5.1 wird gezeigt, dass die Kantenfliisse in einem Nutzer-Equilibrium fiir die in
dieser Arbeit getroffenen Annahmen immer ganzzahlig sind, sodass die Ganzzahligkeit der
vom ITA-Verfahren gefundenen Verkehrsfliisse keine Einschrinkung darstellt. Abschnitt 5.2
untersucht die Anderungen in den Zuordnungen von O-D-Paaren zu kiirzesten Pfaden in den
Iterationen des ITA-Verfahrens. Das Ziel ist, auszuschliefen, dass sich eine solche Zuordnung
einer Iteration in einer spateren Iteration wiederholt, um die Konvergenz-Vermutung 5.1
zu beweisen. Es wird gezeigt, dass sich eine Zuordnung nie bereits nach zwei Iterationen
wiederholen kann. Weiter werden mogliche Ansitze vorgestellt, die das Ziel haben, diesen
Beweis auf Wiederholungen nach beliebig vielen Iterationen auszuweiten. Abschnitt 5.3
behandelt andere Ansétze fiir den Beweis der Konvergenz des ITA-Verfahrens.

5.1 Ganzzahligkeit der Nutzer-Equilibria

Das ITA-Verfahren fiithrt in jeder Iteration AON durch und ordnet dadurch stets alle Ver-
kehrsteilnehmer mit dem gleichen Start- und Zielknoten dem gleichen kiirzesten Pfad zu.
Insbesondere sind die Zwischenlésungen in jeder Iteration und die Losung nach Konvergenz
des Verfahrens ganzzahlig. Das heifit, der Fluss von keinem O-D-Paar wird auf mehr als einen
Pfad zwischen dem entsprechenden Start- und Zielknoten aufgeteilt.

Fiir die RTA-Losungsalgorithmen wie der Frank-Wolfe-Algorithmus, die Beckmanns Trans-
formation l6sen, wird Fluss im Allgemeinen als kontinuierliche Variable aufgefasst [She85 | Ros73].
Dass es fiir fallende Kantenkosten aber ausschlief3lich ganzzahlige Nutzer-Equilibria gibt, soll
nun gezeigt werden.

Lemma 5.2: Fiir monoton fallende Kostenfunktionen und Eindeutigkeit eines kiirzesten Pfades
ist ein Nutzer-Equilibrium stets ein ganzzahlige, eindeutige Zuordnung von O-D-Paaren zu
kiirzesten Pfaden.
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Beweis. Das Lemma kann durch einen Widerspruchsbeweis gezeigt werden. Angenommen
also, ein Nutzer-Equilibrium liegt als Verkehrsfluss f vor, in dem die Verkehrsnachfrage
zwischen einem O-D-Paar s = (0,d) € S auf mehr als einen Pfad zwischen Ursprung o und
Ziel d aufgeteilt ist.

Unter den Annahmen uiber die Routenwahl aus Abschnitt 3.1 existiert, auch bei Kosten-
gleichheit verschiedener giinstigster Pfade, ein eindeutiger kiirzester Pfad p zwischen dem
O-D-Paar s. Es folgt sofort, dass es fiir die individuelle Minimierung der Reisekosten zwischen
O-D-Paar s vorteilhaft ist, die gesamte Verkehrsnachfrage auf diesen fiir den vorliegenden
Verkehrsfluss f eindeutigen kiirzesten Pfad p zu leiten. a

Bei streng monoton fallenden Kantenkosten fiihrt jede Erhéhung des Pfadflusses zu einer
Reduzierung der Reisekosten auf dem entsprechenden Pfad. Das im Beweis beschriebene
individuelle Abweichen eines O-D-Paares s zu einem einzigen, eindeutig kiirzesten Pfad fiihrt
dann auch bei vorheriger Kostengleichheit der befahrenen Pfade zu einer echten Reduzierung
der Reisekosten zwischen dem O-D-Paar s. Dass solche Kostenreduzierungen nach der Defini-
tion eines Nutzer-Equilibriums aus Abschnitt 4.1 sonst nicht bei der Routenwahl antizipiert
werden, motiviert die Annahme der Eindeutigkeit eines kiirzesten Pfades.

Es kann weiter beobachtet werden, dass ein Pfadzustand, der zwei Elemente s, s’ € S mit
s = s’ (beachte, dass S als Multimenge aufgefasst wird), verschiedenen Pfaden p, p’ € P; mit
p # p’ zuordnet, ebenfalls kein Nutzer-Equilibrium darstellen kann. Mindestens eines der
Elemente s, s ist fiir den Pfadzustand dann nicht dem eindeutig kiirzesten Pfad zwischen den
entsprechenden Start- und Zielknoten zugeordnet.

5.2 Oszillationen im ITA-Verfahren

In diesem Abschnitt wird untersucht, ob sich die Routenwahl aller O-D-Paare einer Iteration
in einer spéteren Iteration wiederholen kann. Das Ziel dabei ist, solche Oszillationen der
Routenwahlen auszuschliefen und dadurch zu zeigen, das nach einer endlichen Anzahl an
Iterationen zwingend ein Nutzer-Equilibrium erreicht wird.

Nach der in Kapitel 3 eingefithrten Notation sei S = {(01,d1),..., (0k, dx)} die Multi-
menge aller O-D-Paare und es sei weiter P die Menge aller einfachen Pfade, die fiir min-
destens ein Element s = (0,d) € S die Knoten o0 € V und d € V im Straflennetzwerk-
graphen G = (V,E) verbinden. Der kiirzeste Pfad, der O-D-Paar s in einer Iteration i des
ITA-Verfahrens verbindet (also der kiirzeste Pfad gemiafl Gewichtsfunktion c;), sei als p;(s)
bezeichnet. Unabhéngig von der Kostenfunktion ¢; wird hierbei nach Kapitel 3 angenommen,
dass fiir alle O-D-Paare s € S der kiirzeste Pfad p;(s) jeweils eindeutig ist. Der Pfadzustand
Zi = (pi(s1), pi(s2), ..., pi(sys))) € P'S! beschreibt also die eindeutige Zuordnung von O-D-
Paaren zu kurzesten Pfaden, die sie verbinden.

Da S eine Multimenge ist, wird fiir jedes betrachtete O-D-Paar in jeder Iteration des ITA-
Verfahrens dem entsprechenden kiirzesten Pfad genau Fluss mit Wert 1 zugewiesen. Um nicht
nur diese 1-zu-1-Zuordnung von O-D-Paaren zu Fluss, sondern auch eine 1-zu-1-Zuordnung
zwischen O-D-Paaren und Kostenanderungen zu erhalten, wird die folgende vereinfachende
Annahme getroffen.
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5.2 Oszillationen im ITA-Verfahren

Lineare Kostenfunktionen Im Folgenden wird vereinfachend angenommen, dass die
Gewichtsfunktion ¢, : Ny — Ry fiir jede Kante e in G das Free-Flow-Gewicht d, linear
abhingig von dem Kantenfluss reduziert. Sei also f; der Fluss auf Kante e in Iteration i. Dann
ist

de—a-fl, falls fi < %

% fiirein ¢ € Ry und firallee € E .

ce(f2) =

¢ ﬁ? {0, sonst,

Weiter wird vereinfachend a = 1 gesetzt und angenommen, dass der Flusswert einer Kante
nie das Free-Flow-Gewicht uiberschreitet. Das heif3t, ein zusatzlicher Verkehrsteilnehmer
(beziehungsweise O-D-Paar), der tiber eine Kante fahrt, verringert die Kosten dieser Kante

immer um genau 1.

Die Menge der Kanten E in Graph G und die Menge der O-D-Paare S sind endlich. Demnach
ist auch die Menge P der einfachen Pfade, die O-D-Paare aus der Menge S iiber Kanten aus
der Menge E verbinden, endlich.

Insgesamt folgt, dass auch die Menge aller Pfadzustinde, die angenommen werden koénnen,
endlich ist. Konvergiert das ITA-Verfahren nicht nach einer hinreichend groflen Anzahl
an Iterationen, muss sich der Pfadzustand einer Iteration also in einer spateren Iteration
wiederholen. Seien fiir einen solchen Fall sich wiederholender Pfadzustiande also i, j € IN
kleinstmdglich mit i < j und gleichem Pfadzustand Z; = Z;. Gilt |i — j| = 1, so ist das
Konvergenzkriterium erfiillt und das Verfahren hat ein Nutzer-Equilibrium gefunden. Gilt
|i — j| > 1, also Z; = Z; fur ein k € N mit k > 1, so wiederholt sich jeder Pfadzustand nach
Iteration i jeweils nach k Iterationen. Dies liegt daran, dass fiir alle n € N der Pfadzustand Z,,
eindeutig die Kantenfliisse zu Beginn von Iteration n+1 bestimmt. Diese bestimmen eindeutige
neue Kantengewichte und damit eindeutig den Pfadzustand Z,,;.

Eine solche Situation sich wiederholender Pfadzusténde in nicht direkt aufeinanderfolgen-
den Iterationen wird als eine Oszillation in k Iterationen bezeichnet und wird durch O = (i, k)
beschrieben. Aus obigen Beobachtungen kann gefolgert werden, dass das ITA-Verfahren
genau dann konvergiert, wenn keine Oszillation der Pfadzustande auftritt. Um die Konvergenz
des Verfahrens zu beweisen, reicht es also zu zeigen, dass fiir allgemeine Graphen, beliebige
Mengen von O-D-Paaren und monoton im Kantenfluss fallende Gewichtsfunktionen keine Os-
zillationen auftreten konnen. Um diesen Beweis zu fithren, werden im Folgenden die Griinde
fiir Unterschiede in den Pfadzustinden aufeinanderfolgender Iterationen betrachtet.

5.2.1 Wechsel der kiirzesten O-D-Pfade

In diesem Abschnitt werden die Umstande untersucht, die zu einem Wechsel der Pfadzustinde
zwischen zwei Iterationen fithren. Um Oszillationen auszuschlieflen, muss gezeigt werden,
dass diese Wechsel nie zuriick zu einem alten Zustand fiithren.

Gilt fiir eine Iteration i € IN und den entsprechenden Pfadzustand Z; # Z;.1, so hat sich
der kiirzeste Pfad fiir mindestens ein O-D-Paar s € S in Iteration i + 1 gedndert. Es gilt fir
ein solches O-D-Paar s also p;(s) # pi+1(s). Mit ¢i(p) = Xeep Ce (f}) als Gesamtkosten eines
Pfades p € P ist also

ci(pi(s)) < ci(pir1(s)) und ci1(pi(s)) > civ1(pis1(s))

oder

ci(pi(s)) < ci(pir1(s)) und cip1(pi(s)) = civ1(pis1(s)) -
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5 Konvergenz des ITA-Verfahrens

Wegen der Eindeutigkeit des kiirzesten Pfades findet nur dann ein Wechsel des kiirzesten
Pfades statt, wenn Ungleichheit der Kosten der Pfade p;(s) und p;41(s) in mindestens einer
der Iterationen i und i + 1 gilt.

In jeder Iteration des ITA-Verfahrens werden zuerst die Kantengewichte neu berechnet
und danach die neuen kiirzesten Pfade berechnet. Es werden also die Kantengewichte c;4; auf
Basis des Pfadzustands Z; und den eindeutig dadurch bestimmten Kantenfliissen berechnet.
Der Wechsel des kiirzesten Pfades von Pfad p;(s) zu Pfad p;.1(s) wird also herbeigefithrt
durch Anderungen der Kantenfliisse auf den Pfaden p;(s) und p;41(s) in Iteration i (verglichen
mit den Kantenfliissen aus Iteration i — 1). Dies konnen Verringerungen der Kantenfliisse auf
Pfad p;(s) (und damit eine Erh6hung der Kosten von Pfad p;(s) in Iteration i + 1) oder eine
Erhohung der Kantenfliisse auf Pfad p;y;(s) (und damit eine Verringerung der Kosten von

Pfad p;41(s)) sein.

Es ist hier jedoch zu beachten, dass sich die Kantenfliisse auf Pfad p;(s) in Iteration i auch
erhohen kénnen und dadurch eine Verringerung der Kosten von Pfad p;(s) in Iteration i + 1
eintreten kann. Verringern sich die Kosten von Pfad p;(s) stark genug, insbesondere stiarker
als die Kosten von Pfad p;(s), so kann auch dann der Wechsel des kiirzesten Pfades erfolgen.
Auch konnen sich die Kosten von Pfad p;41(s) in Iteration i + 1 durch Verringerung der Kan-
tenfliisse in Iteration i erhohen. Erhohen sich die Kosten von Pfad p;(s) starker (und bleiben
alle anderen Pfade, die O-D-Paar s verbinden, ebenfalls teurer), so kann dennoch Pfad p;.1(s)
der kiirzeste Pfad in Iteration i + 1 sein.

Anderungen der Kantenfliisse auf einem Pfad p, der ein O-D-Paar s verbindet, werden stets
durch Wechsel der kiirzesten Pfade von anderen O-D-Paaren ausgelost. Wechselt der kiirzeste
Pfad von O-D-Paar s’ von Pfad p; zu Pfad p;, so wihlt das O-D-Paar s” in der entsprechenden
Iteration den Pfad p; und bewirkt damit, isoliert betrachtet, eine Erh6hung der Kosten von
Pfad p; und eine Verringerung der Kosten von Pfad p;. Gilt fiir einen dritten Pfad p € P nun
pNp; # 0 (pNp; sind genau die Kanten, die sowohl auf Pfad p als auch auf Pfad p] liegen), so
bewirkt der Wechsel auch eine Erhohung der Kosten von Pfad p. Gilt p N p; # 0, so entsteht
analog eine Verringerung der Kosten von Pfad p.

Diese Bewegungen der O-D-Paare im Graphen von einem giinstigsten Pfad zum nachsten und

die damit verbundenen Wechselwirkungen zwischen den O-D-Paaren werden im Folgenden
genauer untersucht.

Definition 5.3 (Bewegung): Eine Bewegung b = (s, i, p, p’) sei der Wechsel des kiirzesten Pfades
fiir O-D-Paar s von Pfad p zu Pfad p’ in Iteration i. Es gilt dabei stets p # p’ und

N < falls ci—1(p") = ci—1(p)
i(p’) { < }Ci(p) { sonst, allsofalls cl-_I(p’) > ¢i—1(p) } ’ (51)

Pfad p sei bezeichnet als Ursprungspfad von Bewegung b, Pfad p’ als der Zielpfad. Die Menge B;
sei die Menge aller Bewegungen in einer Iteration i.

Beachte, dass fiir eine Bewegung b = (s, i, p, p’) nicht nur Ungleichung 5.1 erfillt ist und
damit Pfad p” hochstens so hohe Reisekosten wie Pfad p aufweist, sondern Pfad p’ in Iteration
i sogar der kostengiinstigste Pfad unter allen Pfaden ist, die das O-D-Paar s verbinden.
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5.2 Oszillationen im ITA-Verfahren

Folgende Bezeichnungen sind fiir die weiteren Beschreibungen zusatzlich wichtig: Liegt
eine Kante e € E auf dem Ursprungspfad p, so verldsst die Bewegung b die Kante e. Liegt
Kante e € E auf dem Zielpfad p’, so betritt die Bewegung b die Kante e. Fiir eine Bewegung
b = (s,i,p,p’) schreibe auch: O-D-Paar s bewegt sich in Iteration i von Pfad p zu Pfad p’.

Die Bewegung b = (s, i, p, p”) wird durch erhéhte Kosten von Ursprungspfad p und / oder

verringerte Kosten von Zielpfad p’ in Iteration i gegentiber den Kosten in Iteration i — 1 ausge-
16st. Diese Kostenanderungen kénnen fiir i > 2 nur durch Bewegungen anderer O-D-Paare in
Iteration i — 1 (und fritheren Iterationen) bewirkt worden sein. Eine vorherige Bewegung von
s selbst hat namlich immer einen dimpfenden Effekt auf die fiir eine Bewegung b = (s, 1, p, p’)
nétigen Kostendnderungen:
Wenn sich das O-D-Paar s zuletzt in Iteration i — [ bewegt hat fiir ein [ € N, dann ist diese
Bewegung gegeben durch b’ = (s,i — I, p”’, p) fiir einen dritten Pfad p”’. Dann hat O-D-Paar s,
isoliert betrachtet, die Kosten von Ursprungspfad p verringert und im Fall von p”” = p” sogar
die Kosten von Zielpfad p’ erhoht.

Mit Bewegungen konnen die O-D-Paare also Einfluss auf die Kosten kiirzester Pfade anderer
O-D-Paare ausiiben. Und mit Ausnahme der ersten Iteration - in der alle Bewegungen aufgrund
der Free-Flow-Zuordnung geschehen und ihren Free-Flow-Pfad als Ursprungspfad haben -
wird jede Bewegung eines O-D-Paars durch Bewegungen anderer O-D-Paare herbeigefiihrt.

5.2.2 Direkte Oszillationen

Bei der Untersuchung von Oszillationen sind besondere Wechselwirkungen zwischen Bewe-
gungen wichtig, die zu einer Riickkehr zu einem alten Pfadzustand fithren. Auf welche Weise
die Bewegungen Einfluss aufeinander nehmen, wird besonders deutlich fiir Oszillationen in
zwei Iterationen. Solche Oszillationen seien bezeichnet als Direkte Oszillationen. Eine Direkte
Oszillation beschreibt also die Situation, dass fiir ein i € N gilt: Z; = Z;,.,.

Im folgenden wird bewiesen, dass eine Direkte Oszillation nicht auftreten kann, also:

Theorem 5.4 (Nicht-Existenz von Direkten Oszillationen fiir lineare Kantenkosten): Fiir
beliebige Eingabegraphen G = (V, E), beliebige O-D-Paare und Kostenfunktionen

ce(f)) =d, — f! fiirallee € E (5.2)
konnen bei der Durchfiihrung des ITA-Verfahrens keine Direkten Oszillationen aufireten.

Beweis. Es wird ein Widerspruchsbeweis gefiihrt. Es sei also ein Stralengraph G = (V, E)
und eine Multimenge an O-D-Paaren S gegeben. Weiter sei die Kostenfunktion fiir jede Kante
e € E durch Gleichung 5.2 gegeben, wie es vereinfachend in diesem Abschnitt definiert ist. Es
wird nun angenommen, dass bei der Ausfithrung des ITA-Verfahrens fiir diese Eingaben eine
Direkte Oszillation O = (i, 2) fir eine kleinstmogliche Iteration i € IN auftritt.

Unter der Annahme der Direkten Oszillation gibt es fiir jede Bewegung b = (s,i + 1, p, p’)
auch eine Bewegung b’ = (s,i + 2, p’, p). Alle Bewegungen in Iteration i + 1 fithren also zu
kiirzesten Pfaden, die schon in der Folgeiteration nicht mehr die kiirzesten Pfade sind. Das
motiviert die folgende Definition.

Definition 5.5 (Falsche Bewegung): Eine Falsche Bewegung ist eine Bewegung b = (s, i, p, p”)
in einer Iteration i, fiir die eine Bewegung b’ = (s,i+ 1,p’, p) existiert.
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5 Konvergenz des ITA-Verfahrens

Firr eine Direkte Oszillation O = (i, 2) sind also in Iteration i + 1 alle Bewegungen Falsche
Bewegungen. Im Folgenden wird die Menge dieser Bewegungen B;;; genauer untersucht.

Fir eine Falsche Bewegung b = (s,i + 1, p,p’) von O-D-Paar s = (0,d) muss es andere
Bewegungen (in der gleichen Iteration i + 1) geben, die die Rickbewegung b’ = (s,i + 2, p’, p)
auslgsen. Diese anderen Bewegungen fithren den Wechsel des zwischen O-D-Paar s kiirzesten
Pfades von Pfad p’ zuriick zu Pfad p in Iteration i + 2 herbei.

Die Bewegung b = (s, i+ 1, p, p’), isoliert betrachtet, verringert die Kosten von Pfad p’ um 1
und erhoht die Kosten von Pfad p um 1. Jedes andere Element s’ € S mit gleichem Start- und
Zielpunkt wie Element s hat durch eine d4quivalente Bewegung b = (s’,i+1, p, p’) die gleichen
Auswirkungen auf die Kosten der Pfade p und p’. Dennoch liegt nach Iteration i + 1 Fluss
auf den Kanten vor, der c;2(p) < ci2(p’) bedingt (beziehungsweise sogar ciy2(p) < cira(p’),
falls cj+1(p) = ci+1(p’), vergleiche Ungleichung 5.1).

Um die Kostendnderungen auf den Pfaden p und p’ fir eine Falsche Bewegung b = (s,i +
1, p,p’) zu untersuchen, kénnen die Mengen E, und E,, aller Kanten auf dem Ursprungspfad
p und dem Zielpfad p’ untersucht werden. Betrachte beispielsweise eine Kante e € E, mit
fi*2 > f£#1 Dije Kosten der Kante e wurden also durch die Bewegungen in Iteration i + 1 um
fi*2 — fi*1 verringert. Sei A, ;11 (A fiir arrival) die Menge der Bewegungen in Iteration i + 1
mit einem Zielpfad, auf dem die Kante e liegt. Sei analog D, ;41 (D fiir departure) die Menge
der Bewegungen mit einem Ursprungspfad, auf dem die Kante e liegt. Es ist also der Wert
|A¢ i+1]| die Anzahl an Bewegungen, die die Kante e in Iteration i + 1 betreten und |D, ;4| die

: gung :

Anzahl an Bewegungen, die sie verlassen. Dann folgt

|Agiv1] = |De | = fi72 = £

e e

Diese Kostenénderungen als die Differenz zwischen betretenden und verlassenden Bewegun-
gen auf einzelnen Kanten bestimmen die Kostendnderungen von allen Pfaden p € P. Damit
koénnen auch alle Entwicklungen beschrieben werden, die eine Direkte Oszillation auslésen.
Dies motiviert eine Struktur, die Falsche Bewegungen und zugehérige Kostendnderungen
umfasst.

Definition 5.6 (Bewegungsgraph fir lineare Kantenkosten): Der Bewegungsgraph fiir die
Direkte Oszillation O = (i, 2) sei der gerichtete, gewichtete Multigraph Go = (Vo, Eo) mit
zugehdoriger Gewichtsfunktion co : Eo — IN. Die Knotenmenge Vo = Bj1 U {x,y} sind die
(Falschen) Bewegungen aus Iteration i + 1 zusammen mit zwei Knoten x und y. Fiir eine Kante
e € E des StrafSengraphen G existieren nach folgenden Prinzipien Kanten in Eq:

Fall 1 |A¢i+1| > |Deis1]: Eo enthdlt eine Kante x,p := (x,b) mit Gewicht co(xep) = |Ac,i+1| —
|De.is1| fiir alle Bewegungen b € A, ;41. Eo enthdlt eine Kante y,;, == (b, y) mit Gewicht
co(Yep) = |Aeiv1| — |De,i+1| fiir alle Bewegungen b € D, 1.

Fall 2 |A¢i+1| < |De,i+1]: Eo enthdlt eine Kante x.p, = (x,b) mit Gewicht co(xep) = |Dei+1] —
|Ae,i+1| fiir alle Bewegungen b € D, ;y1. Eo enthdlt eine Kante y,;, = (b, y) mit Gewicht
co(Ye,p) = |De,i+1] — |Ae,is1| fiir alle Bewegungen b € A, j41.

Fall 3 |A¢ i+1] = |De,i+1|: Fiir Kante e existieren keine Kanten in Eo.

Im Folgenden seien zur besseren Lesbarkeit die Kanten E des Stralengraphen G als Stra-
fS3enkanten und die Kanten Ep des Bewegungsgraphen als Bewegungskanten bezeichnet. Eine
Bewegung b = (s,i + 1, p, p’) hat also eine eingehende Bewegungskante x, 5, wenn:
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(c) Der Bewegungsgraph fiir
die Bewegungen der Iterati-
on. Bewegung b; ist jeweils ei-
ne Bewegung des O-D-Paars
s;i = (0j,d;). Eine Kante mit
Gewicht c;|c; ist eine Verein-

fachung zweier Kanten mit Ge-
wichten ¢; und c,.

Abbildung 5.1: Die Anderung des Pfadzustandes durch Ausfithrung einer Iteration des
ITA-Verfahrens auf einem Straflengraphen mit 3 O-D-Paaren und der entsprechende Bewe-
gungsgraph fiir diese Iteration. Kanten ohne Beschriftung haben als Vereinfachung konstant
Gewicht 0, sodass Flussianderungen auf diesen Kanten keine Auswirkungen auf den Bewe-
gungsgraphen haben.

® ¢ € E, und f/*? < f*!.InIteration i+1 wurde die Straffenkante e also hiufiger verlassen

als betreten und Bewegung b verlasst die Kante e.

® ¢ € Ey und fj*? > f*!.InIteration i+1 wurde die Strafienkante e also haufiger betreten
als verlassen und Bewegung b betritt die Kante e.

Eine Bewegung b = (s,i + 1, p, p’) hat eine ausgehende Bewegungskante y, ;, wenn:

® ¢ € E,und f/*? > fi*! InTteration i+ 1 wurde die StraBenkante e also haufiger betreten
als verlassen und Bewegung b verlasst die Kante e.

® ¢ € Ey und f/** < f*'. In Iteration i + 1 wurde die Straenkante e also haufiger

verlassen als betreten und Bewegung b betritt die Kante e.

Ein Beispiel fiir die Konstruktion des Bewegungsgraphen ist in Abbildung 5.1 zu sehen. Die
Abbildungen 5.1a und 5.1b zeigen einen Straflengraphen mit 3 O-D-Paaren, fiir die jeweils 2
Pfade zwischen Start- und Zielknoten verfiigbar sind. Wird eine Iteration des ITA-Verfahrens
fiir den in Abbildung 5.1a visualisierten Pfadzustand ausgefiihrt, so entsteht der Pfadzustand in
Abbildung 5.1b. Auch ohne, dass eine Direkte Oszillation vorliegt, kann der Bewegungsgraph
zu den Bewegungen und den entstehenden Kostendnderungen dieser Iteration konstruiert
werden. Er ist in Abbildung 5.1c zu sehen.
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5 Konvergenz des ITA-Verfahrens

Fir Bewegung b = (s, i+1,p, p’) € Bii sei X}, die Menge der eingehenden Bewegungskanten
und Y, die Menge der ausgehenden Bewegungskanten. Also

Xp = {xep € Eole € E, UEy} und Yy, = {y.p € Eole € E, UEy} .

Seien

coXp) = ) colxes) undanalog co(¥p) = ) cotes)

Xe b €Xp Yeb €Yp

die Gesamtgewichte der ein- beziehungsweise ausgehenden Kanten an der Bewegung b.

Die eingehenden Kanten X} repriasentieren die Kostendnderungen von Kanten auf Ur-
sprungspfad p, deren Kosten sich erh6ht haben und die Kostenénderungen von Kanten auf
Zielpfad p’, deren Kosten sich verringert haben. Diese Kostenerhthungen und -verringerungen
betragen insgesamt co(X}p). Sie erhdhen, isoliert betrachtet, die in Iteration i + 1 positive
Kostendifferenz zwischen den Pfaden p und p” und dampfen den Effekt, der die Riickbewegung
b’ = (s,i+2,p’,p) auslost.

Die ausgehenden Kanten Y, reprisentieren Verringerungen der Kosten von Kanten auf
Ursprungspfad p und Erhéhungen der Kosten auf Zielpfad p” um insgesamt co(Yp). Diese
Kostenianderungen reduzieren die Kostendifferenz zwischen den Pfaden p und p’ und verstar-
ken den Effekt, der die Riickbewegung b’ = (s,i + 2, p’, p) auslost.

Diese Beobachtungen konnen fiir alle Bewegungen b € B;.; in der folgenden Gleichung
zusammengefasst werden:

cir2(p) = cina(p') = cina(p) = cir1(p’) + co(Xp) — co(Yp) - (5.3)
Jede Bewegung b = (s,i+ 1, p,p’) € Bjy1 ist eine Falsche Bewegung. Es ist also
cir1(p”) < cir1(p) , aber cip2(p’) > civa(p) - (5.4)

Es ist zu beachten, dass hierbei nach Ungleichung 5.1 nicht strikte Ungleichheit in beiden
Ungleichungen gelten muss, aber in mindestens einer. Einfachheitshalber wurde hier jeweils
strikte Ungleichheit angenommen. Aus den Ungleichungen 5.4 folgt direkt

Cit+1 (p) — Ci+1 (p/) > 0 und Ci+2(p) - Ci+2(p,) <0. (55)

Gilt in einer der Ungleichungen 5.4 Gleichheit, so auch in einer der Ungleichungen 5.5. Die
weiteren Folgerungen sind auch dann giiltig.

Aus Gleichung 5.3 und Ungleichung 5.5 folgt, dass fiir alle Bewegungen b € B4, die folgende
wichtige Ungleichung gelten muss:

co(Xp) < co(Yp) . (5.6)

Die Summe der Gewichte auf ausgehenden Bewegungskanten muss also fiir jede Bewegung
b= (s,i+1,p,p’)inIteration i + 1 groBBer sein als die Summe der Gewichte auf eingehenden
Bewegungskanten.
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5.2 Oszillationen im ITA-Verfahren

Es wird nun die gesamte Kantenmenge des Bewegungsgraphen Ep betrachtet. Sei X :=
Ubes,,, X» die Menge aller an Bewegungen eingehenden Kanten und Y := {pep,,, ¥p die
Menge aller an Bewegungen ausgehenden Kanten. Die Gesamtgewichte der Mengen sind
gegeben durch

co(X)= Y co(Xp)undco(Y) = Y co(Vy).

b €Bji1 b €Bit1

Fiir jede Straflenkante e € E sei der Wert m, , die Summe der Gewichte von Bewegungskanten,
die eingehend an Bewegungen sind und Kostenédnderungen der Straflenkante e entsprechen.
Analog sei m, , die Summe der Gewichte von ausgehenden Bewegungskanten fiir diese
Kostenanderungen, also

Mex = Z CO(xe,b) und Me,y = Z CO(ye,b) .

Xe b €X Ye, b EY
Dann gilt fiir jede Straflenkante e € E nach Definition 5.6 Folgendes:

Fall 1 |Aci+1] > |De,i+1]: Zu Straflenkante e existieren eingehende Bewegungskanten mit Ge-
samtgewicht me x = |Aei+1] (|Ae,i+1]| — |De.i+1]) in Menge X. Sie sind eingehende Kanten
an den Bewegungen, die Kante e betreten. Es existieren ausgehende Bewegungskanten
mit Gesamtgewicht m y = |D 11| - (|Ae,ir1] — [De,is1|) in Menge Y. Sie sind ausgehen-
de Kanten an den Bewegungen, die die Straflenkante e verlassen. Offensichtlich gilt
Mex > Mey.

Fall 2 |A¢i+1] < |Deir1]: Esist mex = |Deis1|- (| De,iv1]| —|Ae,ir1]) und me y = A 1] (|De,iv1| -
|Ae,ix1]) und wieder gilt offensichtlich m, , > me .

Fall 3 |Aei+1]| = |De.i+1|: Kante e hat keinen Einfluss auf X und Y.

Es gilt |A¢iv1| # |De,i+1| fir mindestens eine Straflenkante e € E. Ware namlich |A. ;41| =
|De,i+1| fr alle Straflenkanten e € E, so dndert sich der Verkehrsfluss in Iteration i + 1 nicht
und das Verfahren konvergiert. Insgesamt folgt sofort

co(X) = D Mex > D mey =co(Y). (57)
ecE ecE
Also gilt auch
> co(X) =co(X) > co(Y) = > co¥y) . (5.8)
bEBHl bEBi+l

Dies steht im Widerspruch dazu, dass fir jede Bewegung b in Iteration i + 1 Ungleichung 5.6
erfilllt sein muss. Fir mindestens eine Bewegung b = (s,i + 1,p,p’) € Bj;; muss nach
Gleichung 5.8 also co(Xp) > co(Yp) gelten. Aus c;1(p’) < ci41(p) und Gleichung 5.3 folgt
dann aber sofort ¢4z (p’) < ciy2(p). Damit kann eine zugehorige Riickbewegung b’ = (s,i +
2, p’, p) nicht existieren. Es folgt also aus Gleichung 5.8, dass mindestens eine Bewegung in
Iteration i + 1 keine Falsche Bewegung ist.

Die Annahme, dass eine Direkte Oszillation fiir einen beliebigen Stralengraphen, beliebige
O-D-Paare und lineare Kostenfunktionen nach Formel 5.2 existieren kann, fithrt also zu
einem Widerspruch. Damit folgt, dass unter diesen Voraussetzungen keine Direkte Oszillation
auftreten kann. a
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5.2.3 Verallgemeinerung der Kostenfunktionen

Fiir den bisherigen Teil dieses Abschnitts bewirkt nach der Annahme der linearen Kantenkos-
ten nach Formel 5.2 ein zusétzlicher Verkehrsteilnehmer beziehungsweise ein zusatzliches
O-D-Paar auf einer Kante eine Kostenverringerung um genau 1. In diesem Abschnitt soll
der Beweis der Nicht-Existenz von Direkten Oszillationen auf allgemeine, monoton fallende
Kostenfunktionen ausgeweitet werden. Es soll also das folgende Theorem bewiesen werden:

Theorem 5.7 (Nicht-Existenz von Direkten Oszillationen fiir monoton fallende Kantenkosten):
Fiir beliebige Eingabegraphen, beliebige O-D-Paare und monoton fallende Kantenkosten fiir jede
Kante kénnen bei der Durchfiithrung des ITA-Verfahrens keine Direkten Oszillationen auftreten.

Beweis. Die vereinfachten Kostenfunktionen werden im Beweis von Theorem 5.4 fiir lineare
Kantenkosten in der Definition 5.6 des Bewegungsgraphen genutzt. Fiir jede Straflenkante
e € E des Netzwerkgraphen liegen im Bewegungsgraphen Bewegungskanten in Abhangigkeit
davon vor, wie viele Bewegungen die Straflenkante e in Iteration i + 1 betreten und wie
viele sie verlassen. Die Differenz |A¢ i+1| — |De,i+1| beziehungsweise |De 11| — |Aei+1] der
Maéchtigkeiten dieser beiden Mengen von Bewegungen A, ;y; und D, ;. bestimmt dabei
jeweils die Kantengewichte im Bewegungsgraphen Go.

Entscheidend fiir den Beweis ist aber nur, dass die Kantengewichte im Bewegungsgraphen
den absoluten Kostenanderungen im Netzwerkgraphen G entsprechen und zwar so, dass
Gleichung 5.3 fiir alle Bewegungen in Iteration i + 1 erfiillt ist. Fiir die vereinfachten Kosten-
funktionen entspricht die Differenz |A¢ j+1| — |De,i+1]| jeweils schon gerade dem Wert, um den
sich die Kosten der Straflenkante e durch die Bewegungen in Iteration i + 1 reduzieren. Fiir
allgemeine, monoton fallende Kostenfunktionen muss die Definition des Bewegungsgraphen
wie folgt angepasst werden.

Definition 5.8 (Bewegungsgraph fiir monoton fallende Kantenkosten): Sei fiir jede StrafSen-
kante e € E der Wert al*? := |c;12(e) — civ1(e)| die absolute Kosteninderung von Kante e, die
Bewegungen in Iteration i + 1 ausgelost haben. Fiir jede Kante e € E existieren dann nach
folgenden Prinzipien Bewegungskanten in der Kantenmenge Ep des Bewegunsgraphen Go:

Fall 1 ciy(e) < civi(e): Eo enthdlt eine Kante x.p, = (x, b) mit Gewicht co(xep) = ait? fiir alle
Bewegungen b € B;,1, auf deren Zielpfad e liegt. Eo enthilt eine Kante y,, = (b, y) mit
Gewicht co(Yep) = ait? fiir alle Bewegungen b € Byyy, auf deren Ursprungspfad e liegt.

Fall 2 ciy5(e) > civi(e): Eo enthdlt eine Kante x., = (x, b) mit Gewicht co(xep) = alt? fiir alle
Bewegungen b € Bj.1, auf deren Ursprungspfad e liegt. Eo enthdlt eine Kante y., = (b, y)
mit Gewicht co(yep) = al™ fiir alle Bewegungen b € B;,1, auf deren Zielpfad e liegt.

Fall 3 ciy2(e) = civ1(e): Fiir Kante e existieren keine Kanten in Eg.

Eine Bewegung hat dann weiterhin eingehende und ausgehende Bewegungskanten genau
fur alle Straflenkanten e, die sie betritt und die sie verlasst und deren Kosten sich in Iteration
i+ 2 geandert haben. Betritt sie eine Straflenkante, die in Iteration i + 2 an Kosten verliert oder
verlésst sie eine, die an Kosten gewinnt, so erhilt sie eine eingehende Kante im Bewegungs-
graphen Go. Betritt sie eine Kante, die an Kosten gewinnt oder verlésst eine, die an Kosten
verliert, erhélt sie eine ausgehende Kante im Bewegungsgraphen. Die Bewegungskanten Eo
haben dabei nach Definition 5.8 genau die absoluten Kostendnderungen der Straflenkanten E
als Gewicht, analog zum Bewegungsgraphen der vereinfachten linearen Kantenkosten.
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5.2 Oszillationen im ITA-Verfahren

Die weiteren Folgerungen des Beweises zu linearen Kantenkosten gelten dann auch fiir die
allgemeinere Definition 5.8 des Bewegungsgraphen. Die eingehenden Bewegungskanten X,
an Bewegung b = (s,i+ 1, p, p’) entsprechen weiterhin den Kostenédnderungen, die den Effekt
dampfen, der die Bewegung b zur Falschen Bewegung macht und die Riickbewegung b’ = (s, i+
2, p’, p) auslost. Die ausgehenden Bewegungskanten Yj, entsprechen den Kostendnderungen,
die diesen Effekt verstarken.

Gleichung 5.3 ist weiterhin fiir jede Bewegung b € Bj.; in Iteration i + 1 erfullt und
wenn eine Direkte Oszillation O = (i, 2) vorliegt, so gilt fiir jede Bewegung b € B;,; (siehe
Ungleichung 5.6):

co(Xp) < co(Yp) .

Es wird nun wieder die Menge X aller eingehenden und Y aller ausgehenden Kanten an
Bewegungen im Bewegungsgraphen Go betrachtet. Es seien die Werte m, , und m, , wie im
Beweis zu linearen Kantenkosten definiert als die Summe der Gewichte von eingehenden und
ausgehenden Bewegungskanten, die Kostendnderungen der Straflenkante e € E entsprechen.
Fiir beliebige, monoton fallende Kostenfunktionen gilt fiir jede Kante e € E des Straflengraphen

Mex = max{|Ag i+1], |Deis1|} - ab und me y = min{|Ae i1, |[Deini|} - a2 . (5.9)

Wieder folgt sofort
co(X) > co(Y). (5.10)

Dies steht wiederum im Widerspruch dazu, dass Ungleichung 5.6 fiir jede Bewegung im
Bewegungsgraphen erfiillt ist und damit folgt, dass auch fiir allgemeine, monoton fallende
Kostenfunktionen keine Direkten Oszillationen auftreten kénnen. a

5.2.4 Verallgemeinerung der Oszillationsgrofle

Im bisherigen Abschnitt wurde die Nicht-Existenz von Direkten Oszillationen, also Oszillatio-
nen in 2 Iterationen, bewiesen. Um die Konvergenz-Vermutung 5.1 zu beweisen, muss dieser
Beweis auf Oszillationen in n Iterationen fiir allgemeine Anzahlen an Iterationen n € IN mit
n > 2 ausgeweitet werden. Dabei entstehen eine Reihe von Schwierigkeiten, die in diesem
Abschnitt betrachtet werden.

Induktion iiber die Oszillationslinge FEin erster Ansatz konnte sein, einen Induktions-
beweis tiber die Lange der Oszillationen zu fithren, um fiir alle n € IN zu zeigen, dass keine
Oszillation in n Iterationen auftreten kann. Fiir einen solchen Beweis stellt der obige Beweis
fir Direkte Oszillationen den Induktionsanfang fiir n = 2 dar. Um den Induktionsschritt
durchzufithren, konnten verschiedene Verallgemeinerungen der bisher definierten Struktu-
ren hilfreich sein. Im restlichen Abschnitt wird fiir diesen Ansatz einer Induktion stets eine
Oszillation O = (i,n+1) in n+ 1 Iterationen fiir ein i € N und ein n € N mit n > 2 untersucht.

Verallgemeinerung des Bewegungsbegriffs Verallgemeinert werden kénnte zum Bei-
spiel die Definition einer Bewegung. Im Beweis fiir eine Direkte Oszillation O = (i, 2) werden
die (Falschen) Bewegungen der Iteration i + 1 betrachtet und der Umstand untersucht, dass fiir
all diese Bewegungen der Ursprungspfad in der Folgeiteration giinstiger als der Zielpfad ist.
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5 Konvergenz des ITA-Verfahrens

Fir eine allgemeine Oszillation O = (i,n + 1) konnten die Bewegungen zwischen den
Iterationen i + 1 und i + n analysiert werden, um analog dazu zu tiberpriifen, warum jedes
O-D-Paar s € S mit pjy,(s) # pi(s) in Iteration i + n+ 1 zum Ursprungspfad p;(s) zuriickkehrt.
Dafiir konnen Bewegungen wie folgt verallgemeinert werden, um die Wechselwirkungen
zwischen solchen O-D-Paaren zu untersuchen, die nach Iteration i + n noch nicht zu ihrem
Ursprungspfad zuriickgekehrt sind.

Definition 5.9 (Bewegung in n Iterationen): Eine Bewegung in n Iterationen b, = (s,i+
1,i+n,p,p’) beschreibt den Wechsel des kiirzesten Pfades fiir O-D-Paar s von Pfad p in Tteration
i zu Pfad p’ in Iteration i + n. Sie sammelt alle Bewegungen des entsprechenden O-D-Paars s
der Iterationeni+1,...,i+ n und fasst sie in einer Bewegung von Ursprungspfad p = p;(s) zu
kiirzestem Pfad p’ = pin(s) in Iteration i + n zusammen. Es gilt dabei weiterhin stets p # p’.
Die Menge Bj.1 , sei die Menge aller Bewegungen in n Iterationen zwischen den Iterationen i + 1

und n.

Fir die allgemeinere Definition von Bewegungen kénnte analog zu Definition 5.6 der
Bewegungsgraph definiert werden. Dabei bestimmen fiir eine Bewegung b7, , = (s,i+ 1,i+
n, p, p’) die Kostenanderungen auf den Pfaden p und p’ zwischen den Iterationen i+1 und i+n+1
die Gewichte der eingehenden und ausgehenden Bewegungskanten. Die Gewichte sind dann
also jeweils durch die absolute Kostendifferenz |c;i,+1(€) — ci+1(e)| auf einer Straflenkante
e € E gegeben.

Fiir jede Bewegung bj,, , = (s,i+1,i+n,p,p’) € Biyy, gilt weiterhin eine verallgemeinerte
Form der Gleichung 5.3, also

Cit+n+1 (P) — Citn+1 (P,) = Ci+1 (P) — Ci+1 (P’) + CO(Xb) - CO(Yb) .

Ein zentrales Problem mit diesem Ansatz ist jedoch, dass fiir die Bewegungen nicht mehr
im Allgemeinen Ungleichung 5.6, also

co(Xp) < co(Yp)

gefolgert werden kann. Bei einer Direkten Oszillation O = (i, 2) war hierfiir entscheidend,
dass der Zielpfad p’ in Iteration i + 1 giinstiger als der Ursprungspfad p ist, und dass dies in
Iteration i + 2 nicht mehr der Fall ist.

In der allgemeineren Situation kann es jedoch sein, dass ein O-D-Paar s € S in Iteration
i + n einen kiirzesten Pfad p;,,(s) hat, fiir den gilt:

Vief{i+1,...,i+n}:cj(pitn(s)) > cir1(pi(s)) .

Erhohen sich die Kosten des Ursprungspfades p;(s) = pisn+1(s) im Laufe der Iterationen
i+1,...,i+n, so konnte der kiirzeste Pfad p;i,,(s) zwischen O-D-Paar s in Iteration i + n ein
solcher sein, der in keiner der Iterationen kleinere Kosten hat als der Ursprungspfad p;(s) in
Iteration i+ 1. Die Summe der ausgehenden Kantengewichte miissen fiir eine solche Bewegung
dann nicht gréBer sein als die Summe der Eingehenden.

Dennoch konnte fiir eine Ausweitung des Beweises auf allgemeine Oszillationen die De-
finition von Bewegungen in n Iterationen niitzlich sein. Bis zu Iteration i + n liegen fiir ein
O-D-Paar s mit p;y,(s) # pi(s) schliefilich solche Kostenentwicklungen vor, die dazu fiithren,
dass pin(s) der kiirzeste Pfad in Iteration i + n ist. Bestimmen diese Kostenentwicklungen fiir
jede Bewegung im Bewegungsgraphen die eingehenden Gewichte, so kénnten ausgehende
Gewichte definiert werden, deren Summe die Summe der Eingehenden tibersteigen muss. Die
ausgehenden Gewichte miissten dafiir entsprechend die Kostenentwicklungen reprisentieren,
die die Riickbewegung zum Ursprungspfad p;(s) = pjin+1 in Iteration i + n + 1 bewirken.
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Eine weitere Schwierigkeit entsteht, wenn fiir den Beweis all diese Kostendnderungen
der Iterationen zwischen i + 1 und i + n betrachtet werden. Es kann ein O-D-Paar s bereits
in einer Iteration j mit j < i + n + 1 wieder dem Ursprungspfad p;(s) zugeordnet werden,
sodass p;(s) = piwn(s) = pi(s) gilt und das O-D-Paar s sich in Iteration i + n + 1 nicht be-
wegt. Eine solche vorzeitige Riickbewegung kann dann Auswirkungen auf die Kosten der
Pfade eines anderen O-D-Paars s’ mit p;,,(s”) # p;i(s’) haben, ohne dass fiir das O-D-Paar s
eine Bewegung in n Iterationen im Bewegungsgraphen vorliegt. Ein Widerspruch beziiglich
der eingehenden und ausgehenden Bewegungskanten kann dann nicht mehr gefolgert werden.

Es konnte daher hilfreich sein, nur Bewegungen in einer Iteration zu betrachten und fiir eine
Oszillation O = (i, n+1) alle solchen Bewegungen der Iterationen i+1,...,i+n+1 als Knoten
in einen Bewegungsgraphen einzufiigen. Wechselwirkungen zwischen Bewegungen, die sich
Ursprungs- und Zielpfade teilen, konnten durch Kanten zwischen den Bewegungsknoten
reprasentiert werden. Ein solcher Graph konnte hilfreich sein um Kostenentwicklungen
auszuschliefen, die dazu fithren, dass zu jeder Bewegung b in einer Oszillation, egal in
welcher Iteration sie erfolgt, eine Riickbewegung des entsprechenden O-D-Paars zuriick zum
Ursprungspfad der Bewegung b existiert.

5.3 Weitere Beweisansatze

Dieser Abschnitt behandelt Beweisansitze fiir die Konvergenz-Vermutung 5.1, die keine
Oszillationen der Pfadzustinde betrachten. Sie sollen als Hilfe fiir die weitere Analyse des
Konvergenzverhaltens des ITA-Verfahrens dienen.

Das ITA-Verfahren als Fixpunktiteration Das ITA-Verfahren kann als Fixpunktiteration
aufgefasst werden. Fiir jeden Verkehrsfluss f = (fe,, ..., fe;) sind die Kantenkosten c.(fe)
eindeutig fiir jede Kante e € E bestimmt. Fiir diese Kantengewichte sind nach der Annahme
der Eindeutigkeit kiirzester Pfade aus Abschnitt 3.1 wiederum die kiirzesten Pfade fiir jedes
O-D-Paar eindeutig bestimmt. Fiir diesen Pfadzustand, also die Zuordnung von O-D-Paaren
zu den eindeutigen kiirzesten Pfaden, ist der entsprechende Verkehrsfluss eindeutig bestimmt.

Es konnen also wie folgt zwei Funktionen ¢ und v definiert werden, die einen Verkehrsfluss
auf Kostenvektoren und Kostenvektoren auf Verkehrsfliisse abbilden:

¢ NPT RIE ((fel,...,ﬁm)) = (coy (B> o (o)) (5.11)

und
v:RE - NIFL e AON(e) . (5.12)

Hierbei ist AON(c) fiir einen gegebenen Kantenkostenvektor ¢ € ]leol der eindeutige Ver-
kehrsfluss, der durch AON beziiglich dieser Kantenkosten entsteht.
Betrachte nun die Funktion

E E
f,-taZVoc:]N(l)I—MN(l)l.

Fiir einen Verkehrsfluss f entsteht dann der Verkehrsfluss f;;,(f) gerade aus der Ausfithrung
einer Iteration des ITA-Verfahrens mit dem Verkehrsfluss f als Eingabe. Ein Verkehrsfluss
f reprisentiert also genau dann ein Nutzer-Equilibrium, wenn f;;,(f) = f, wenn also f ein
Fixpunkt der Funktion fi;, ist.
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Die Darstellung der Losung als Fixpunkt einer Funktion kénnte niitzlich sein, um allgemein
die Existenz eines Nutzer-Equilibriums fiir ITA zu zeigen. Weiter konnte die Konvergenz des
ITA-Verfahrens bewiesen werden, indem gezeigt wird, dass die folgende Fixpunktiteration
konvergiert: Fiir das Ergebnis von AON beziglich der Free-Flow-Kosten, also fiir den initialen
Verkehrsfluss f 0 e ]N(l)El, berechne fiir k € N,

= fira(F9) (5.13)

Monotoner Verlauf konvergierender Variablen Die Konvergenz des ITA-Verfahrens
konnte bewiesen werden, indem eine von den Pfadzustanden beziehungsweise Verkehrsfliissen
abhéngige Variable gefunden wird, die tiber die Iterationen hinweg einen monotonen Verlauf
hat und deren Menge an moglichen Werten beschriankt ist. Abschnitt 6.3 untersucht die
Entwicklungen verschiedener Variablen, anhand deren Verlauf die Nahe der Verkehrsfliisse zu
einem Nutzer-Equilibrium gemessen werden kann. Die dabei untersuchten Variablen haben
keinen monotonen Verlauf fiir allgemeine Eingaben.

Eine weitere Moglichkeit sind Variablen, die den Fortschritt der erwiinschten Wirkung
von Inverse Traffic Assignment messen. Durch die fallenden Kantenkosten kann erwartet
werden, dass sich das Verkehrsaufkommen im Laufe des ITA-Verfahrens auf wenige Kanten
konzentriert und dort hohere Flusswerte entstehen. Eine Variable, die diesen Anstieg der
Nutzungsintensitdt der Kanten misst, konnte einen monotonen Verlauf aufweisen. Bei der
Definition einer solchen Variable treten verschiedene Schwierigkeiten auf. Werden lediglich
die Flusswerte betrachtet, um die Nutzungsintensitit zu berechnen, kann diese fallen, wenn
Flussbewegungen von Kanten mit héheren Flusswerten zu Kanten mit niedrigeren Flusswer-
ten erfolgen. Durch geringere Free-Flow-Kosten konnen Pfade mit niedrigeren Flusswerten
geringere Kosten als Pfade mit hoheren Flusswerten aufweisen und solche Flussbewegungen
auslosen. Fiir die Berechnung der Nutzungsintensitat konnten also auch die Free-Flow-Kosten
hilfreich sein.

Weiter konnten allgemein fiir die Bestimmung von Variablen mit monotonem Verlauf
vereinfachende Annahmen iiber das Netzwerk niitzlich sein, wie Vereinfachungen der Kos-
tenfunktionen, der Eingabegraphen oder Annahmen tiber die Anzahl an méglichen Pfaden
pro O-D-Paar.

Relationen auf O-D-Paaren, Pfaden und Kanten Es konnte fiir den Konvergenzbeweis
nitzlich sein, Relationen auf den Strukturen des Verfahrens zu definieren.

Auf O-D-Paaren konnte eine Ordnung nach den minimalen Reisekosten zwischen Start- und
Zielknoten oder nach den Flusswerten auf den jeweiligen kiirzesten Pfaden definiert werden.
Bewegt sich ein O-D-Paar, so fithrt die Bewegung zu einem giinstigeren neuen Pfad. Dies
kann durch geringere Free-Flow-Kosten oder hohere Flusswerte auf diesem Pfad, verglichen
mit dem alten kiirzesten Pfad, entstehen. Hohere Flusswerte entstehen dabei dadurch, dass
die kiirzesten Pfade anderer O-D-Paare gemeinsame Teilpfade mit dem neuen kiirzesten
Pfad haben. Diese Beziehungen zwischen O-D-Paaren kénnten ebenfalls in einer Relation
reprasentiert werden. Es konnte hilfreich sein, die Struktur eines Graphen zu betrachten,
der O-D-Paare als Knoten hat und Kanten, die die Wechselwirkungen zwischen O-D-Paaren
reprasentieren. Dies konnte niitzlich sein um auszuschliefen, das Wechselwirkungen moglich
sind, die dazu fiithren, dass sich die kiirzesten Pfade fiir alle O-D-Paare in einer Oszillation
wiederholen.
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Pfade konnen ebenfalls geordnet werden nach Gesamtkosten oder Flusswerten entlang
der Pfade. Hierbei konnte beobachtet werden, dass sich von Pfaden mit geringen Kosten
beziehungsweise hohen Flusswerten weniger Fluss zu Pfaden mit hohen Kosten beziehungs-
weise niedrigen Flusswerten bewegt als in die entgegengesetzte Richtung. Hierbei entstehen
allerdings dadurch Schwierigkeiten, dass Pfade sich beliebig tiberschneiden kénnen. Pfade
mit besonders niedrigen Kosten kénnen sich Kanten teilen mit Pfaden mit besonders hohen
Kosten. Auf diese Weise kann sich Fluss von giinstigeren Pfaden zu (Teilen von) teureren
Pfaden bewegen.

Um diese Schwierigkeiten bei Ordnungen von Pfaden zu umgehen, kénnen Ordnungen
auf den einzelnen Kanten betrachtet werden. Wieder kénnen sie nach Kantenfluss oder
Kantenkosten geordnet werden. Weiter konnte die Anzahl an kiirzesten Pfaden, auf denen
eine Kante liegt, eine hilfreiche Variable fiir eine Ordnung sein. Diese Anzahl bestimmt direkt
den Kantenfluss und damit die Kantenkosten. Es kann erwartet werden, dass im Laufe des
ITA-Verfahrens diese Anzahl fiir viele Kanten sinkt und fiir einige Kanten stark ansteigt, was
eine Ordnung auf den Kanten beeinflusst.

Allgemein konnte es fiir eine passend definierte Ordnungsrelation niitzlich sein zu be-
trachten, wie die Kanten oder Pfade in Relation stehen, zwischen denen sich Fluss bewegt.
Bewegt sich dabei Fluss stets nur in eine Richtung, kénnte eine Monotonie im Verlauf von
Kantennutzungen erkannt werden oder Oszillationen in den Flussbewegungen ausgeschlossen
werden.

Vereinfachte Kostenfunktionen Verschiedene Vereinfachungen in Bezug auf die Kan-
tenkosten konnten hilfreich fiir den Konvergenzbeweis sein. Schwierigkeiten bei anderen
Beweisansatzen treten haufig dadurch auf, dass Flussbewegungen verschiedene Wirkun-
gen haben, abhingig davon, zu welchen Kanten und Pfaden sie fithren. Durch individuelle
Wahl der Parameter einer Kostenfunktion fiir jede Kante, wie fiir die Kostenfunktionen aus
Abschnitt 4.3, kann zusatzlicher Fluss auf verschiedenen Kanten zu verschieden starken Kos-
tenreduzierungen fithren. Weiter kann allgemein eine Kante mit geringen Free-Flow-Kosten
fiir kleinere Flusswerte einen festen, geringen Kostenwert erreichen als eine Kante mit hohen
Free-Flow-Kosten.

Eine hilfreiche Verallgemeinerung kann also die Annahme einer einheitlichen Kosten-
funktion fiir alle Kanten des Netzwerks sein. Dariiber hinaus konnte die Annahme hilfreich
sein, dass eine gleiche Anzahl an zusétzlichem Fluss stets zu einer gleichen Reduzierung der
Kantenkosten fithrt, wie fiir die vereinfachten, linearen Kosten aus Abschnitt 5.2. Fiir streng
konvexe Kostenfunktionen ist dies nicht erfullt, da die durch zusitzlichen Fluss erreichte
Kostenreduzierung im Kantenfluss sinkt.

Um die Entwicklung der Kantenkosten im Kantenfluss weiter anzugleichen, kénnen einheit-
liche, feste Free-Flow-Kosten fiir jede Kante angenommen werden, zum Beispiel Einheitskosten
1. So wird sichergestellt, zusammen mit obigen Vereinfachungen, dass zwei beliebige Kanten
mit gleichem Flusswert auch gleiche Kantenkosten haben.
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6 Experimente

Dieses Kapitel beschreibt die Evaluation des ITA-Verfahrens auf verschiedenen Eingabedaten
und unter Verwendung verschiedener Kostenfunktionen. Das Verfahren wird hierfiir in C++
implementiert und auf einem Stralennetzwerk und verschiedenen Mengen von O-D-Paaren
ausgefiihrt.

Abschnitt 6.1 beschreibt die verschiedenen Eingaben, auf denen das Verfahren getestet
wurde. In Abschnitt 6.2 werden die vom Verfahren berechneten Straflenauslastungen im
Eingabenetzwerk visualisiert. Abschnitt 6.3 untersucht den Verlauf der Werte verschiedener
vom Verkehrsfluss abhangigen Variablen im Laufe des Verfahrens. Der Einfluss der Anzahl
an O-D-Paaren auf das Konvergenzverhalten des Verfahrens wird in Abschnitt 6.4 analysiert.
Zuletzt wird in Abschnitt 6.5 visualisiert, auf welchen Strafien der Verkehrsfluss im Laufe des
Verfahrens besonders stark zunimmt und auf welchen er besonders stark abnimmt, verglichen
mit der Free-Flow-Zuordnung durch AON.

6.1 Eingaben

Das Straflennetzwerk, auf dem das ITA-Verfahren getestet wird, entspricht der Region Stutt-
gart [SHP11]. Das Netzwerk umfasst 134 663 Knoten und 307 759 Kanten [BSW19].

Die Daten zur Verkehrsnachfrage stammen von der Anwendung von mobiTopp auf die ent-
sprechende Region, die auf einer Haushaltsbefragung zum Verkehrsverhalten beruht [MKV13 | Stul1].
Fir diese Arbeit wird lediglich der Transport per Auto beriicksichtigt, da auf diesem der Fo-
kus bei der angestrebten Reduktion der Emissionen und des Energieverbrauchs liegt. Das
Verfahren wird auf vier verschiedenen Mengen von O-D-Paaren ausgefiihrt, die jeweils eine
der folgenden Gruppen von Fahrten reprisentieren:

OD-M: Eine Stof3zeit an einem Dienstag Morgen
OD-A: Eine Stofizeit an einem Dienstag Abend
OD-T: Ein gesamter Dienstag

OD-W: Eine gesamte Woche

Die Werte in der Tabelle 6.1 stammen aus der Arbeit von Buchhold et al. und zeigen die
Anzahl an O-D-Paaren, also einzelnen Fahrten von Start- zu Zielpunkten, fiir jede dieser
Mengen [BSW19].

Um die Entstehung eines Nutzer-Equilibriums zu analysieren, wird die Verkehrsnachfrage
zwischen jedem O-D-Paar als konstant in der betrachteten Zeitperiode angenommen. Diese An-
nahme ist préziser fiir kiirzere Zeitperioden (wie die Stofizeiten OD-M und OD-A) [She85]. Die
Zeitperiode einer gesamten Woche ist laut Buchhold et al. jedoch sehr uneinheitlich [BSW19].
Dennoch kann die Ausfithrung des ITA-Verfahrens auch auf den gréfieren Gruppen OD-T
und OD-W niitzlich sein, um das Konvergenzverhalten des Verfahrens zu analysieren.
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Tabelle 6.1: Die Anzahl an Fahrten in den verwendeten Gruppen von O-D-Paaren.

Gruppe Zeitperiode Anzahl an O-D-Paaren
OD-M 7:30 - 8:30 248431

OD-A 16:30 - 17:30 280 364

OD-T gesamter Dienstag 3355442

OD-W gesamte Woche 21248278

Fir die Kurzeste-Wege-Berechnung wird die CCH-Implementierung aus der Bibliothek
RoutingKit zu der Arbeit von Dibbelt et al. verwendet [DSW16]. Um die Kantengewichte in
jeder Iteration neu zu berechnen, werden die in Abschnitt 4.3 vorgestellten Kostenfunktionen
implementiert.

Konvergenzkriterien Um ein Nutzer-Equilibrium zu erhalten, muss der strenge Konver-
genztest nach Algorithmus 4.1 implementiert und in jeder Iteration ausgefiithrt werden. Er ist
genau dann erfolgreich, wenn sich der Kantenfluss in der entsprechenden Iteration auf keiner
Kante gedndert hat.

Um die Anzahl der Iterationen einer Ausfithrung des ITA-Verfahrens zu reduzieren, kann
als Test auf hinreichende Konvergenz der relative gap (RGAP, siehe Abschnitt 4.2) mit einer
ausreichend kleinen Konstante verglichen werden. Das Verfahren terminiert hierbei also,
sobald die Kosten der tatsichlich befahrenen Routen hinreichend nah an den Kosten der fiir
den vorliegenden Verkehrsfluss kiirzesten Routen liegen.

Laut Boyce at al. ist fiir regulires Traffic Assignment ein RGAP von 10~* fiir ausreichende
Konvergenz nétig [BRB04]. Fir die Experimente in diesem Kapitel wurde also dieser Wert fiir
den Konvergenztest verwendet und die resultierenden Verkehrsfliisse mit denen im Nutzer-
Equilibrium verglichen, die nach erfolgreichem strengen Konvergenztest vorliegen.

6.2 Das Ergebnis der Verkehrszuordnung

In diesem Abschnitt wird analysiert, wie das ITA-Verfahren die gegebene Verkehrsnachfrage
einem Straflennetzwerk zuweist. Dafiir werden Vektorgrafiken erstellt, die fiir verschiedene
Kostenfunktionen die resultierende Straflenauslastung visualisieren. In Abbildung 6.1 sind
solche Vektorgrafiken zu sehen. Abbildung 6.1a stellt das gesamte Straflennetzwerk der Region
Stuttgart dar, das in diesem Kapitel stets die Eingabe des Verfahrens darstellt. Abbildung 6.1b
zeigt einen Ausschnitt, der einen kleineren Bereich um das Stadtzentrum herum abbildet.
Die Grenzen des Ausschnitts orientieren sich an der Arbeit von Buchhold et al. [BSW19].
Durch das ITA-Verfahren entstehen hohe Kantenfliisse vor allem um das Stadtzentrum herum,
weshalb die Analyse sich im Folgenden auf diesen Ausschnitt beschrankt.

Um die Straflenauslastung zu visualisieren, sind in den folgenden Abschnitten schwach
ausgelastete Stralen griin und starker ausgelastete Straflen rot dargestellt. Die Farbe einer
Straf3e ist jeweils eine Linearkombination aus den Farben Griin und Rot, die vom Verhaltnis
zwischen dem Fluss f, und der Kapazitit u, der Strafle abhingt. Je groler der Wert IJ:—E je
stirker eine Straf3e also ausgelastet ist, desto starker ist sie rot gefirbt. Die Breite einer Strafie
in den Grafiken steigt in der Kapazitat der Strafle.

Fir die Resultate in diesem Abschnitt erhalt das ITA-Verfahren als Eingabe jeweils die
Menge OD-M an O-D-Paaren eines Morgens.
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(a) Das gesamte Straflennetzwerk der Region Stutt- (b) Netzwerk des Stadtzentrums.
gart.

Abbildung 6.1: Ausschnitte des Eingabegraphen fiir die Analyse des ITA-Verfahrens.

Exponentengewichtete Kostenreduzierung Dieser Abschnitt untersucht die Ergebnisse
des ITA-Verfahrens fiir die Nutzung der in Abschnitt 4.3.1 definierten Exponentengewichteten
Kostenreduzierung. Es ist also fiir jede Kante e die Kostenfunktion c, gegeben durch

Pe
co(fo) =de-( e )

fo+ e

fiir die zwei Parameter «., e € R.. Abbildung 6.2 zeigt die Entwicklung der Straflenauslastun-
gen iiber die Iterationen des ITA-Verfahrens hinweg. Fiir die Implementierung wurde o, = 1
und f. = 1 gesetzt.

Abbildung 6.2a zeigt die Initiallosung, also die Zuordnung des Verkehrs durch AON gemaf3
der Free-Flow-Gewichte. Vereinzelt nehmen Kanten fiir diesen Verkehrsfluss dunklere Farbto-
ne an. Diese stirker in der Initiallosung ausgelasteten Kanten verlieren an Kosten, wodurch
nach wenigen Iterationen des ITA-Verfahrens (siehe Abbildung 6.2b) bereits einige stark ausge-
lastete Kanten vorliegen. Konvergiert das Verfahren anhand des RGAP-Konvergenzkriteriums,
hat sich diese Tendenz verstéirkt (siehe Abbildung 6.2c). Eine auffillige Anderung der Auslas-
tung ist fiir weitere Iterationen bis zur Konvergenz in einem tatsachlichen Nutzer-Equilibrium
(Abbildung 6.2d) nicht mehr zu erkennen.

Logarithmische Kostenreduzierung Fiir Logarithmische Kostenreduzierung nach Ab-
schnitt 4.3.2 ist die Kostenfunktion fiir jede Kante e nach Gleichung 4.6 gegeben durch

. e
Ce(ﬁ) = de : (logae (f;‘ +ae))

fir die zwei Parameter a., fe € R4. Die Abbildung 6.3a zeigt die Straflenauslastung nach
erfolgreichem RGAP-Konvergenztest fiir die Werte «, = 2 und f, = 2.
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Verglichen mit den Resultaten fiir Exponentengewichtete Kostenreduzierung ist auffallend,
dass die maximalen Auslastungen weniger hoch sind. Dies kann darauf zuriickgefithrt werden,
dass fir Erhéhungen von geringen Kantenfliissen starke Kostenreduzierungen entstehen,
wihrend der Graph der Kostenfunktion fiir hohere vorliegende Kantenfliisse stark abflacht.
Dadurch konnte zwar eine grolere Anzahl an Kanten stark reduzierte Kosten aufweisen,
die Kostenreduktion der verschiedenen Kanten mit verschieden hohen Kantenfliissen aber
gleichmafliger ausfallen. Eine, im Vergleich zu Exponentengewichteter Kostenreduzierung,
ausgeglichenere Netzwerkauslastung bei geringeren Maximalauslastungen der Kanten ent-
spricht also gerade dem erwarteten Ergebnis fiir Logarithmische Kostenreduzierung.

Kapazititsbeschrinkte Kostenreduzierung Kapazititsbeschriankte Kostenreduzierung
soll besonders starke Auslastung von Straflen vermeiden, deren Kapazitit auch bei Nutzung
offentlicher Verkehrsmittel mit grofler Platzanzahl beschrankt ist. Gleichzeitig sollen Kan-
tenkosten in der Kantenkapazitit fallen, um der Annahme zu entsprechen, dass 6ffentliche
Verkehrsmittel wirksamer auf Straflen mit héherer Kapazitat eingesetzt werden konnen. Die
Kostenfunktion fiir jede Kante e ist nach Gleichung 4.7 gegeben durch:

— de - lzn_em ) (fe+11)ﬁe’ falls fo <u.-r
ce(fe) = d, . Ymn 1 sonst

¢ e (uprybe’

Die Abbildung 6.3b zeigt die Straflenauslastung nach erfolgreichem RGAP-Konvergenztest
fir den Wert . = % Die minimale Kapazitét uy,;, unter allen Kanten ist 150 fiir den Eingabe-
graphen. Da die maximale Kapazitit unter allen Kanten 10 000 betragt und somit fiir einen
Grofiteil der Kanten die Kapazitit erst fiir einen hohen Flusswert erreicht wird, wurde ein
kleiner Wert r = 1 gewéhlt.

Im Vergleich mit Exponentengewichteter Kostenreduzierung ist zu beobachten, dass gerade
im Stadtzentrum eine ausgeglichenere Auslastung der Kanten mit kleinen Kapazititen entsteht.
Es sind dagegen Kanten mit hohen Kapazitatswerten zu erkennen, die starker ausgelastet
sind.

Diese Resultate konnen darauf zuriickgefithrt werden, dass die Kantenkosten wegen des
Faktors u;“;“ fallend in der Kantenkapazitit sind. Weiter wird fiir Kanten mit kleiner Kapazitit
u. die obere Schranke u, - r bereits fir kleinere Flusswerte iiberschritten, wodurch die Kosten
dieser Kanten nicht weiter in zusatzlichem Fluss fallen. Eine ausgeglichenere Auslastung von

Kanten mit kleiner Kapazitit bei erhéhter Auslastung von Kanten mit grofler Kapazitat ist
also gerade das Ergebnis, das fiir Kapazitiatsbeschriankte Kostenreduzierung erwartet werden
kann und erwiinscht ist.

6.3 Entwicklung verschiedener Variablen

In diesem Abschnitt werden verschiedene Variablen definiert, deren Wert in einer Iteration
des ITA-Verfahrens die Nahe des Ergebnisses zum gesuchten Nutzer-Equilibrium reprasentiert.
Weitere Variablen werden eingefiihrt, um den Effekt des Anreizes zu geteilter Mehrnutzung
der Straflen zu analysieren. Die Entwicklung der folgenden Variablen, die jeweils fiir einen
gegebenen Verkehrsfluss berechnet werden kénnen, wird dabei im Laufe der Iterationen des
ITA-Verfahrens betrachtet:
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6.3 Entwicklung verschiedener Variablen

(a) Initiallosung durch AON beziiglich der Free-
Flow-Gewichte.

(c) Losung nach 12 Iterationen bei Konvergenz fir (d) Tatsdchliches Nutzer-Equilibrium nach 39 Ite-
RGAP < 1074, rationen.

Abbildung 6.2: Straflenauslastungen im ITA-Verfahren unter Verwendung von Exponenten-
gewichteter Kostenreduzierung mit o, = 1 und . = 0,5.

Der relative gap, der nach Gleichung 4.1 berechnet werden kann. Der RGAP nimmt fiir
ein Nutzer-Equilibrium gerade den Wert 0 an und kann daher verwendet werden, um
die Néhe des vorliegenden Verkehrsflusses zu einem Nutzer-Equilibrium zu messen.

Die skalierte euklidische Distanz zweier aufeinanderfolgender Verkehrsfliisse:

\/EeEE (f;fl - ei_l)z
RCF := - .
ZeEE fg_l

(6.1)
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(a) Losung bei Konvergenz nach 7 Iterationen un- (b) Losung bei Konvergenz nach 8 Iterationen un-
ter Verwendung Logarithmischer Kostenreduzie- ter Verwendung Kapazitatsbeschrankter Kostenre-
rung mit @, = 2 und f, = 2. duzierung mit r = 1 und B, = 0,5.

Abbildung 6.3: Straflenauslastungen im ITA-Verfahren unter Verwendung von Logarithmi-
scher und Kapazitatsbeschrankter Kostenreduzierung.
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Der Wert kann laut Sheffi als Konvergenzkriterium fiir die Findung eines Nutzer-
Equilibriums fiir RTA genutzt werden, wie in Abschnitt 4.2 beschrieben [She85]. Der
Kantenfluss dndert sich im Nutzer-Equilibrium fiir keine Kante in der nachsten Iteration.
Die euklidische Distanz der Verkehrsfliisse zweier aufeinanderfolgender Iterationen
nimmt bei Konvergenz also auch den Wert 0 an und misst den Effekt der Kostenén-
derungen auf die Bewegungen einer Iteration. Der Wert wird abgekiirzt durch RCF
(relative change in flow).

Die Summe der relativen Anderungen der Reisekosten pro O-D-Paar zwischen zwei
aufeinanderfolgenden Iterationen, die ebenfalls als Konvergenzkriterium fiir RTA ver-
wendet werden kann [She85]:

_ lci(pi(s)) = ci-1(pi-1)]
RCC = ) o) . (6.2)

seS

Der Wert wird abgekiirzt durch RCC (relative change in costs).

Die folgenden Werte konnen betrachtet werden, um den Effekt der fallenden Kanten-
kosten zu messen:

Das durchschnittliche Free-Flow-Gewicht der kurzesten Pfade, die die O-D-Paare ver-
binden:
AFEC = Z“+(lﬁ(s)) . (6.3)

In der Erwartung steigt dieser Wert im Laufe der Iterationen, da die Verkehrsteilnehmer
Umwege beziiglich der Free-Flow-Reisezeit befahren, wenn auf diesen eine besonders
hohe Auslastung und damit reduzierte Kosten entstehen. Der Wert wird abgekiirzt
durch AFFC (average free flow cost).



6.3 Entwicklung verschiedener Variablen

Der durchschnittliche Fluss auf einer Kante, die befahren wird:

ZeeEfr f;’i

i
+

AAF := mit EL = {e € E|f! > 0} . (6.4)

Auch dieser Wert steigt in der Erwartung, da allgemein ein Anreiz zu erhéhter Kanten-
nutzung besteht. Der Wert wird abgekiirzt durch AAF (average arc flow).

@ Der maximale Fluss auf einer Kante:

MF := max f! . (6.5)
ecE

Durch den Anreiz zu Mehrnutzung jeder Kante steigt auch der Wert dieser Variable in
der Erwartung. Der Wert wird abgekiirzt durch MF (maximum flow).

Exponentengewichtete Kostenreduzierung Die Entwicklung der Variablen unter Ver-
wendung von Exponentengewichteter Kostenreduzierung ist in Abbildung 6.4 zu sehen. Dabei
werden fiir alle Kanten die gleichen Werte der Parameter ¢, und f, gewihlt. Die Ergebnisse
fiir die zwei Werte . = 0,5 und S, = 0,75 des Exponenten . werden miteinander verglichen,
wobei in beiden Fillen ., = 1 gesetzt wird.

Wie erwartet fallen die Werte der Variablen RGAP, RCF und RCC in einem Grof3teil der
Iterationen des ITA-Verfahrens, wahrend die Werte von AFFC, AAF und MF steigen. Der Wert
von keiner der Variablen steigt beziehungsweise fallt jedoch monoton. Besonders die Graphen
der Variablen RGAP, RCF und RCC weisen nach Iteration 10 Ausschldge auf. Dies konnte
durch die Instabilitat von AON erklédrt werden. Dial beschreibt diese Instabilitét fiir RTA als
den Umstand, dass eine grofie Flussanderung durch kleine Kostendnderungen der Kanten
entstehen kann [Dia71]. Dieser Effekt tritt ebenfalls fiir ITA auf. Fir kleine Unterschiede in
den Kosten der Pfade sind kleine Kostenanderungen ausreichend, um den kiirzesten Pfad
zwischen einem O-D-Paar zu dndern, wodurch in der folgenden Iteration des ITA-Verfahrens
die gesamte Verkehrsnachfrage zwischen dem O-D-Paar einem neuen Pfad zugeordnet wird.

Gerade die Ausschliage in der RCF-Kurve konnten hierauf zuriickgefiithrt werden, da auf
diese Weise grofle Anderungen in den Kantenfliissen ausgelst werden konnen, auch wenn
die Flussbewegungen in der vorherigen Iteration klein waren (siehe Abbildung 6.4b).

Jedes O-D-Paar, dass fiir die Routenwahl einer Iteration nicht dem kiirzesten moglichen
Pfad zugeordnet ist, erhoht den RGAP, weswegen die Instabilitat von AON auch die starken
Ausreifler in dieser Kurve erkldren kénnten (sieche Abbildung 6.4a).

Da AON durch den Wechsel des kiirzesten Pfades die gesamte Verkehrsnachfrage zwischen
dem entsprechenden O-D-Paar dem neuen kiirzesten Pfad zuordnet, kénnen sich die Kosten
dieses Pfades durch erhohten Fluss weiter verringern. Die Reduzierung der Reisekosten zwi-
schen O-D-Paaren kann also durch den Wechsel zu einem neuen kiirzesten Pfad verstarkt
werden und damit Ausschlage im RCC-Graphen erkliren (siehe Abbildung 6.4c).

Der Verlauf der Variable AFFC bildet ab, wie sich die Lange der Umwege beziiglich der
Free-Flow-Reisekosten entwickelt, die die Verkehrsteilnehmer durch den Anreiz zur geteilten
Mehrnutzung der Straflen befahren (siehe Abbildung 6.4d). Dass der Wert von AFFC zu Beginn
stark ansteigt, entspricht also gerade der Erwartung, da durch starke Kostenanderungen in
den ersten Iterationen initial weite Umwege stark an Kosten verlieren.
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AAF und MF bilden ab, wie stark die Mehrnutzung der befahrenen Straflen durch die
Verkehrsteilnehmer ausfillt (siehe Abbildungen 6.4e und 6.4f). Auch hier stimmt der star-
ke Anstieg der Werte in den ersten Iterationen mit der Erwartung iiberein, dass fiir starke
Kostenreduzierungen zu Beginn des Verfahrens hohere durchschnittliche und maximale
Kantenauslastungen entstehen. Dies konnte weiter dadurch erklart werden, dass die Kos-
tenfunktion fiir Exponentengewichtete Kostenreduzierung streng konvex ist. Je hoher der
Flusswert auf einer Kante, desto weniger reduziert zusatzlicher Fluss die Kantenkosten. Da-
durch kénnten Kanten zu Beginn stark ausgelastet werden und in spéteren Iterationen weniger
neue kiirzeste Pfade entstehen, auf denen diese Kanten liegen.

Obige Beschreibungen konnten auch erklaren, weshalb eine Erhéhung des Exponenten S,
besonders starken Einfluss auf den Verlauf der Variablen AFFC, AAF und MF hat. Ein hoherer
Exponent f, bedingt, dass die Kantenkosten der Kante e fiir jeden positiven Kantenfluss
fe € N kleiner sind als fiir einen niedrigeren Exponenten. Hierdurch kann erklart werden,
dass die Kanten mit positivem Fluss im Durchschnitt auf einer héheren Anzahl an kiirzesten
Pfaden zwischen O-D-Paaren liegen. Eine Erh6hung des durchschnittlichen Flusses und des
maximalen Flusses auf Kanten mit positivem Fluss ist also gerade das erwartete Ergebnis. Die
héheren durchschnittlichen Free-Flow-Kosten der Pfade entsprechen ebenfalls der Erwartung,
da beziiglich Free-Flow-Kosten weite Umwege starker an Kosten verlieren konnten fiir einen
hoéheren Exponenten f,.

Es ist zu erkennen, dass fiir den hoheren Wert 0,75 des Exponenten S, die Konvergenz
gemif RGAP < 10™* in einer spiteren Iteration erreicht ist als fiir den niedrigeren Wert 0,5.
Es konnte erwartet werden, dass fiir kleinere Werte des Exponenten S, eine hohere Anzahl
Iterationen fiir hinreichende Néhe zum Nutzer-Equilibrium notwendig ist, da die Kosten der
Kanten fiir gleiche Kantenfliisse weniger stark im Vergleich zu den Free-Flow-Kosten reduziert
werden. Eine Erklarung fiir die dennoch schnellere Konvergenz kénnte sein, dass fiir weniger
stark reduzierte Kosten im ITA-Verfahren weniger verschiedene Pfade die kiirzesten Pfade
zwischen einem O-D-Paar werden. Dadurch kénnten weniger Wechsel der kiirzesten Pfade
moglich sein und es konnte nach einer kleineren Anzahl an Iterationen ein stabiler Zustand
erreicht werden.

Logarithmische Kostenreduzierung In Abbildung 6.5 sind die Entwicklungen der Va-
riablen fiir Logarithmische Kostenreduzierung zu sehen. Die Werte der Parameter «, und f,
werden fiir alle Kanten gleich gewahlt. Dabei wurde die Basis @, = 2 des Logarithmus gewéhlt
und die Ergebnisse fiir die Exponenten . = 1 und 8, = 4 miteinander verglichen.

Die Erwartung, dass die Variablen RGAP, RCF und RCC tiber die Ausfithrung des Verfahrens
hinweg steigen, wiahrend AFFC, AAF und MF fallen, ist erfiillt, wie fiir Exponentengewich-
tete Kostenreduzierung. Gerade in den Graphen der Variablen RGAP und RCF treten auch
weiterhin Ausschlidge auf (sieche Abbildungen 6.5a und 6.5b). Eine Anderung im Wert des
Exponenten f, hat weiterhin sichtbare Auswirkungen auf die Variablen AFFC und AAF (siehe
Abbildungen 6.5d und 6.5¢).

Es ist zu beobachten, dass eine deutlich kleinere Anzahl an Iterationen nétig ist, bis RGAP
< 10~* erfiillt ist, verglichen mit Exponentengewichteter Kostenreduzierung. Weiter erreichen
die Graphen der Variablen AFFC, AAF und MF frither ein stabiles Niveau. Ebenfalls zu erken-
nen ist, dass der Graph der Variable RCC einen glatteren Verlauf hat (siehe Abbildung 6.5c¢).
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Abbildung 6.4: Entwicklung verschiedener Variablen bei Verwendung von Exponentenge-
wichteter Kostenreduzierung mit a, = 1. Zu sehen sind Plots fiir die Werte f, = 0,5 und
Be = 0,75. Die gestrichelten Linien markieren die erste Iteration, in der RGAP < 107 fiir den
jeweiligen Wert des Exponenten S, gilt.

Diese beobachteten Anderungen im Vergleich zu Exponentengewichteter Kostenredu-
zierung konnten dhnlich wie die ausgeglichenere Straflenauslastung, die in Abschnitt 6.2
beobachtet wird, begriindet werden. Logarithmische Kostenreduzierung nach Gleichung 4.6
fithrt zu besonders starken Kostensenkungen durch eine Erh6hung von kleinen Kantenfluss-
werten. Steigt der Kantenfluss, so nimmt die potenzielle Kostenreduzierung durch zusatzlichen
Fluss stark ab. Ist bereits in den ersten Iterationen auf einem Grofteil der Kanten mit positivem
Fluss ein Kantenfluss erreicht, fiir den zusatzlicher Fluss einen verschwindend geringen Effekt
auf die Kantenkosten hat, so 16sen die Wechsel der kiirzesten Pfade in spéteren Iterationen
nur geringe Kostendnderungen aus. Die Anzahl an Wechseln der kiirzesten Pfade nehmen
dann innerhalb weniger Iterationen stark ab.

Die kleinere Anzahl an Iterationen bis zur Konvergenz kénnte eine direkte Auswirkung
dieser schneller sinkenden Anzahl an Wechseln der kiirzesten Pfade sein. Dass die Kosten-
funktionen der Kanten bereits fiir kleinere Kantenflusswerte flacher werden, konnte auslosen,
dass die Anzahl der kiirzesten Pfade, auf denen eine Kante mit positivem Fluss liegt, nach
wenigen Iterationen nur noch schwach zunimmt. Hierdurch kénnte das frithere Erreichen
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stabiler Niveaus von AFFC, AAF und MF erklirt werden. Ebenfalls konnte durch diesen Effekt
begriindet sein, warum eine Erhohung des Exponenten S, eine kaum sichtbare Auswirkung
auf den maximalen Kantenfluss MF im Netzwerk hat. Fiir beliebige Exponenten nahert sich
die fuir kleine Kantenfliisse hoch negative Steigung der Kostenfunktionen schnell 0 an, was zu
einer starken, aber gleichmafligen Kostenreduzierung aller Kanten mit hinreichend hohem
positiven Fluss fithren kénnte.

Dass Flussdnderungen in spéteren Iterationen weniger starke Kostendnderungen auslo-
sen, konnte erkldren, weshalb der Graph von RCF zwar weiterhin Ausschlidge aufweist, der
Graph von RCC aber einen sichtbar glatteren Verlauf hat als fiir Exponentengewichtete
Kostenreduzierung.

Konsistent mit den Beobachtungen zu Exponentengewichteter Kostenreduzierung ist das
schnellere Erreichen von RGAP < 107 fiir einen kleineren Exponenten f3.. Auch fiir Loga-
rithmische Kostenreduzierung nehmen die Kantenkosten fiir gleiche Kantenfliisse kleinere
Werte an, je hoher der Exponent .. Hierdurch konnte wiederum die Anzahl an Pfaden, die im
Laufe des ITA-Verfahrens zu kiirzesten Pfaden zwischen O-D-Paaren werden, erhoht werden
und damit h6here Exponenten zu einer héheren Anzahl an Wechseln der kiirzesten Pfade in
spéteren Iterationen fithren.

Kapazititsbeschrinkte Kostenreduzierung Die Entwicklung der Variablen fiir Kapazi-
tatsbeschrankte Kostenreduzierung ist in Abbildung 6.6 dargestellt. Fiir den Exponenten f,
wird fiir alle Kanten der Wert f, = 0,5 gew#hlt und die Ergebnisse fiir die Kostenfunktion mit
Wert r = 1 verglichen mit den Ergebnissen ohne Kapazitatsbeschrankung, also fiir r = co.

Die Variablen AFFC, AAF und MF nehmen unter Kapazitatsbeschrankung mit » = 1 gerin-
gere Werte an, verglichen mit den Werten ohne Kapazititsbeschrankung mit r = co. Dieses
Resultat entspricht gerade dem erwarteten Effekt der Anderung, dass zusitzlicher Kantenfluss
die Kantenkosten einer Kante e nicht weiter reduziert, sobald der Kantenfluss f, den Wert u, - r
erreicht. Kanten, fir die der Kantenfluss diesen Schwellenwert erreicht, konnten dadurch im
Laufe des ITA-Verfahrens auf weniger kiirzesten Pfaden liegen als ohne Kapazitatsbeschran-
kung. Dadurch werden besonders hohe Kantenfliisse verhindert und die Free-Flow-Kosten
der Umwege iiber solche stark ausgelasteten Kanten verringert, was die kleineren Werte
von AFFC und MF unter Kapazitatsbeschrankung erklart. Der durchschnittliche Kantenfluss
unter den Kanten mit positivem Fluss ist auch ohne Kapazititsbeschrinkung kleiner als die
Minimalkapazitit 150 des Netzwerks, was den geringeren Effekt der Beschrankung auf den
Wert der Variable AAF erklaren konnte.

Unter Kapazititsbeschriankter Kostenreduzierung ist RGAP < 107 nach einer kleineren
Anzahl an Iterationen erfiillt als ohne Kapazitatsbeschrinkung. Dies konnte analog zu Expo-
nentengewichteter und Logarithmischer Kostenreduzierung dadurch erklart werden, dass die
Anzahl an Pfaden, die potenziell zu kiirzesten Pfaden werden kénnen, sinken kénnte durch
Beschrankung der maximalen Kostenreduzierung.

RGAP als Konvergenzkriterium Fiir alle drei Kostenfunktionen kénnen starke Ausschla-
ge im Verlauf von RGAP beobachtet werden. Gerade in spéteren Iterationen, in denen RGAP
kleine Werte annimmt, ist die Entwicklung der Variable besonders ungleichmaf3ig. Fiir das
ITA-Verfahren konnten dementsprechend die von Sheffi beschriebenen Konvergenzkriterien
RCF und RCC eher geeignet sein.
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Abbildung 6.5: Entwicklung verschiedener Variablen bei Verwendung von Logarithmischer
Kostenreduzierung mit o, = 2. Zu sehen sind Plots fiir die Werte f. = 1 und S, = 4. Die
gestrichelten Linien markieren die erste Iteration, in der RGAP < 107 fiir den jeweiligen
Wert des Exponenten S, gilt.

6.3.1 Absolute Werte

In diesem Abschnitt werden die absoluten Werte der analysierten Variablen betrachtet und
fur die verschiedenen Kostenfunktionen verglichen.

In Tabelle 6.2 sind die Werte der Variablen AFFC, AAF und MF aufgefiihrt, die im Nutzer-
Equilibrium vorliegen, welches das ITA-Verfahren fiir die drei verschiedenen Kostenfunktionen
findet. Fir Exponentengewichtete Kostenreduzierung (EXP) wurden die Parameter o, = 1
und S, = 0,5 gewahlt, fiir Logarithmische Kostenreduzierung (LOG) die Parameter a, = 2 und

. = 2 und fiir Kapazitatsbeschrinkte Kostenreduzierung (CAP) die Parameter . = 0,5 und
r = 1. Zudem sind die Werte der Variablen fiir die Initiallosung des ITA-Verfahrens, also fiir
AON gemaf der Free-Flow-Kosten (F-F), angegeben.

Im Vergleich zu Exponentengewichteter Kostenreduzierung findet das ITA-Verfahren fiir
Logarithmische und Kapazitatsbeschrankte Kostenreduzierung in einer kleineren Anzahl an
Iterationen das entsprechende Nutzer-Equilibrium. Ein grofier relativer Unterschied liegt
auch fiir die benétigte Anzahl an Iterationen, bis RGAP < 1074 gilt, vor. Fir LOG kann die
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Abbildung 6.6: Entwicklung verschiedener Variablen bei Verwendung von Kapazititsbe-
schrankter Kostenreduzierung mit f, = 0,5. Zu sehen sind Plots fiir den Wert r = 1 und
Plots ohne eine Beschrankung durch einen Wert r, also fiir r = co. Die gestrichelten Linien
markieren die erste Iteration, in der RGAP < 107 fiir den jeweiligen Wert gilt.

schnellere Konvergenz, wie in obiger Betrachtung des Variablenverlaufs erwéhnt, dadurch
erklart werden, dass die kostenreduzierende Wirkung von zusatzlichem Fluss bei kleinem
Kantenfluss sehr hoch ist und fiir hheren Kantenfluss schnell und stark abnimmt.

Fiir CAP wird der Kantenfluss, firr den weitere Kostenreduzierung durch zusatzlichen Fluss
moglich ist, explizit beschrankt. Weiter sinken die Kosten in der Kantenkapazitat. Hierdurch
konnte ein zu LOG vergleichbarer Effekt entstehen. Eine frithe starke Auslastung von Kanten
mit hoher Kapazitit bei verschwindender Wirkung weiterer Flussbewegungen kann erwartet
werden, was die schnellere Konvergenz erkldren kann.

Die Werte der Variablen AFFC, AAF und MF im Nutzer-Equilibrium sind wie erwartet fiir
alle drei Kostenfunktionen hoher als im Verkehrsfluss fiir Free-Flow-Kosten. Dabei sind die
Werte fiir CAP jeweils am hochsten, wahrend sie fiir LOG am niedrigsten sind. Zu beachten
ist hierbei, dass eine Anderung der Parameter starken Einfluss auf die Werte dieser Variablen
hat, wie am Verlauf der Kurven in den Abbildungen 6.4, 6.5 und 6.6 zu sehen ist. So kénnen
fiir EXP und einen héheren Exponenten f, die Werte hoher sein als die abgebildeten Werte
fir CAP.
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6.4 Verschiedene Anzahlen von O-D-Paaren

Tabelle 6.2: Die Werte der Variablen AFFC, AAF und MF im gefundenen Nutzer-Equilibrium
fir Exponentengewichtete Kostenreduzierung mit e, = 1 und f, = 0,5 (EXP), Logarithmische
Kostenreduzierung mit @, = 2 und . = 2 (LOG), Kapazititsbeschrankte Kostenreduzierung
mit 7 = 1 und B, = 0,5 (CAP) und konstante Free-Flow-Kosten (F-F). Die Spalte 10~ gibt die
Anzahl an Iterationen an, nach denen fiir die entsprechende Kostenfunktion RGAP < 107*
erreicht ist, die Spalte Equilibrium die Anzahl Iterationen, nach denen ein Nutzer-Equilibrium
vorliegt.

Kosten 107*  Equilibrium AFFC AAF MF
EXP 12 39 80907 552 96,26 10434
LOG 7 22 69061008 83,79 7119
CAP 8 21 87830736 100,77 13588
F-F - - 66395676 70,37 5320

Dennoch kann betrachtet werden, warum LOG einen wesentlich geringeren Anstieg der
Variablenwerte auslost als CAP, obwohl wie oben angesprochen ein dhnlicher Effekt zu
schneller Konvergenz fithren konnte. Dies konnte dadurch erklart werden, dass die fiir geringe
Kantenfliisse starken Kostenreduzierungen fiir CAP besonders auf Kanten mit hoher Kapazitat
verstérkt sind. Wenige Kanten mit hoher Kapazitit konnten also besonders an Kosten verlieren,
wodurch sich Kantenfluss besonders auf diese Kanten konzentriert. Dies kénnte zu einer
Steigerung des Maximalflusses und zu teureren Umwegen beziiglich Free-Flow-Kosten fiithren,
verglichen mit einer gleichmaflig starken Kostenreduzierung von Kanten mit positivem Fluss
fiir LOG-Kosten. Hierdurch kann also insbesondere der besonders starke Unterschied in den
Werten von AFFC und MF zwischen LOG und CAP erklart werden.

Konvergenzgeschwindigkeit InKapitel 5 wird das Ziel verfolgt zu beweisen, dass sich die
Zuordnung von O-D-Paaren zu kiirzesten Pfaden im Laufe des ITA-Verfahrens nie wiederholen
kann. Treten keine solchen Wiederholungen auf, findet das ITA-Verfahren garantiert ein
Nutzer-Equilibrium in héchstens so vielen Iterationen, wie es verschiedene Zuordnungen von
O-D-Paaren zu Pfaden gibt. Abhéngig von der Anzahl an O-D-Paaren und Pfaden, die diese
verbinden, ist diese obere Schranke sehr hoch.

Aus der Analyse in diesem Abschnitt geht jedoch hervor, dass das ITA-Verfahren fiir alle
betrachteten Kostenfunktionen und Parameter ein Nutzer-Equilibrium fiir die O-D-Paare
OD-M in < 40 Iterationen findet. Dartiber hinaus erreichen gerade die Variablen AFFC, AAF
und MF jeweils bereits nach einer deutlich kleineren Anzahl an Iterationen ein stabiles Niveau.

6.4 Verschiedene Anzahlen von O-D-Paaren

Wie in Abschnitt 6.1 iiber die verschiedenen Mengen von O-D-Paaren beschrieben, ist die
Annahme einer konstanten Verkehrsnachfrage zwischen jedem O-D-Paar praziser fiir kleine
O-D-Paar Mengen wie OD-M und OD-A, die einzelne Stof3zeiten repréisentieren. Dennoch
wird in diesem Abschnitt die Ausfithrung des ITA-Verfahrens auf den erheblich grofieren
Mengen OD-T und OD-W betrachtet, um die Auswirkung der Anzahl an O-D-Paaren auf das
Konvergenzverhalten des ITA-Verfahrens zu analysieren.

61



6 Experimente

107" 4 —— OD-M
] OD-A
] —— OD-T
1072 4 —— OD-W
-3 ]
B 10
)
&z
1074
10~° E
1079 4

Iteration

Abbildung 6.7: Die Entwicklung des relative gaps fiir die verschiedenen Mengen von O-
D-Paaren und Exponentengewichtete Kostenreduzierung mit a, = 1 und S, = 0,5 fiir alle
Kanten. Die Iterationen, fiir die erstmals RGAP < 107 gilt, sind durch die gestrichelten Linien
markiert.

In Abbildung 6.7 ist die Entwicklung des relative gaps fiir die verschiedenen Mengen von
O-D-Paaren unter Verwendung von Exponentengewichteter Kostenreduzierung abgebildet.
Fur die gréfleren Mengen OD-T und OD-W sind, wie fiir OD-M und OD-A, Schwankungen
im Wert von RGAP auch noch in spiteren Iterationen zu sehen.

Das Konvergenzkriterium RGAP < 10~% ist fiir OD-M nach 12, fir OD-A nach 13, fir OD-T
nach 16 und fiir OD-W nach 14 Iterationen erstmalig erfiillt. Nach < 40 Iterationen wird fiir
alle Mengen von O-D-Paaren RGAP = 0 erreicht. Ein Nutzer-Equilibrium wird fiir OD-M
nach 39, fiir OD-A nach 36, fiir OD-T nach 43 und fiir OD-W nach 46 Iterationen gefunden.
Auch fiir erheblich grofiere Anzahlen an O-D-Paaren ist ein Nutzer-Equilibrium also stets
nach < 50 Iterationen erreicht.

Der Einsatz der gleichen Kostenfunktion mit gleichen Funktionsparametern kann fir
unterschiedliche Anzahlen von O-D-Paaren zu sehr unterschiedlichen Auswirkungen auf
die Kantenkosten fiihren. Dies gilt gerade fiir streng konvexe Kostenfunktionen, fiir die die
Kostenreduzierung durch zusétzlichen Fluss schnell im Kantenfluss abnimmt. Fiir besonders
hohe Anzahlen an O-D-Paaren kénnen dadurch eine grofie Anzahl an befahrenen Kanten sehr
stark und gleichméflig an Kosten verlieren. Daher sollte die eingesetzte Kostenfunktion auch
an die Anzahl an O-D-Paaren angepasst werden, damit Unterschiede in den Kantenfliissen
stiarker in den Kosten reprasentiert sind.

6.5 Stark belastete und stark entlastete Strafien

Durch den Anreiz zu Mehrnutzung der Straflen kénnen wenige, stark ausgelastete Strafien
entstehen. Gerade die Bestimmung dieser Straflen ist das Ziel von Inverse Traffic Assignment,
wie in Kapitel 1 besprochen. Gleichzeitig konnen weite Teile des Netzwerks durch die Kon-
zentration des Verkehrsaufkommens auf wenige Kanten stark entlastet werden, was ein
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6.5 Stark belastete und stark entlastete Straf3en

weiterer erwiinschter Effekt der Verkehrszuordnung sein konnte. In den Visualisierungen
der Auslastungen in Abschnitt 6.2 konnen Straflen mit hoher Auslastung beobachtet werden,
nicht aber Straflen, die iiber das ITA-Verfahren hinweg stark an Fluss verlieren. In diesem
Abschnitt werden daher solche besonders starken Flussreduzierungen den Flusserh6hungen
auf anderen Straflen gegeniibergestellt. Um die Be- oder Entlastung der Straflen iiber das
ITA-Verfahren hinweg darzustellen, wird die Straflenauslastung, also der Kantenfluss auf der
entsprechenden Kante, jeweils mit der Auslastung verglichen, die durch AON beziiglich der
Free-Flow-Gewichte entsteht, also mit der Initiallésung des ITA-Verfahrens. Abbildung 6.8
zeigt Visualisierungen der Kantenflussinderungen. Kanten, die im Vergleich zur Initiallosung
mehr als die Halfte des Flusses verloren haben, werden abhingig vom Grad dieser Entlastung
unterschiedlich stark griin gefarbt. Kanten, deren Fluss sich um mehr als 75% erhéht hat, sind
analog rot dargestellt.

Abbildung 6.8a zeigt die Straflen mit starken Anderungen in den Auslastungen beim Einsatz
Exponentengewichteter Kostenreduzierung nach Abschnitt 4.3.1. Es ist zu sehen, dass sich
nach Konvergenz der Fluss auf vielen Kanten stark reduziert hat. Gerade im Stadtzentrum
von Stuttgart wurden viele Straflen stark entlastet, wahrend der Fluss sich auf wenige andere
Routen konzentriert hat. Dieses Resultat erfiillt die Motivation von Inverse Traffic Assignment,
eine grofle Anzahl an Verkehrsteilnehmern emissionsarm und energieeffizient tiber wenige
Routen zu leiten und dabei weite Teile des Netzwerks zu entlasten. In der Umgebung der Stadt
wurden viele Kanten mit geringer Kapazitit entlastet, wobei sich die Auslastung auf wenigen
Kanten, besonders auf solchen mit hoherer Kapazitat, stark erhoht hat.

Bei Logarithmischer Kostenreduzierung (siehe Abbildung 6.8b) ist auffallend, dass weiterhin
eine grofle Anzahl an Kanten stark entlastet wird. Eine Flusserh6hung um mehr als 75% der
Free-Flow-Initiallosung liegt nach Konvergenz des Verfahrens allerdings nur bei einer sehr
kleinen Anzahl von Kanten vor, verglichen mit Exponentengewichteter Kostenreduzierung.
Dieses Resultat kann analog zu den in Abschnitt 6.3 betrachteten Entwicklungen der Variablen
dadurch erkliart werden, dass die Kostenverringerung fiir zusatzlichen Fluss bei kleinem
Kantenfluss sehr viel hoher ist als bei groflem Kantenfluss, dass sich also die initial hoch
negative Steigung der Kostenfunktion schnell 0 annéhert.

Fir Kapazitatsbeschrankte Kostenreduzierung (siehe Abbildung 6.8c) zeigt sich, dass Kanten
mit hoher Kapazitit besonders stark belastet werden. Auch im Stadtzentrum ist auffallend, dass,
verglichen mit Exponentengewichteter Kostenreduzierung, weniger Entlastungen, sondern
starke Belastungen auf Kanten mit hoher Kapazitit vorliegen. Kanten mit geringer Kapazitit
werden hingegen weiterhin stark, oder sogar 6fter und stiarker, entlastet. Dies entspricht
wiederum der Erwartung fiir Kapazitatsbeschrankte Kostenreduzierung, da die Kantenkosten
in der Kapazitat sinken und die Obergrenze u, - r des maximalen Kantenflusses, fiir den weitere
Kostenreduzierung moglich ist, in der Kapazitat steigt.

63



6 Experimente

(a) Exponentengewichtete Kostenreduzierung mit (b) Logarithmische Kostenreduzierung mit a, = 2
. = 1und f, = 0,5. und S, = 2.

(c) Kapazitatsbeschrankte Kostenreduzierung mit
r=1und S, =0,5.

Abbildung 6.8: Visualisierung von besonders starken Flussinderungen bei Ausfithrung des
ITA-Verfahrens.
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In dieser Arbeit wurde mit Inverse Traffic Assignment eine neuartige Vorhersage des Verhal-
tens von Verkehrsteilnehmern bei der Routenwahl im urbanen Raum vorgestellt. Die zentrale
Neuerung ist ein simulierter Anreiz zum Befahren von Strafen, auf denen ein hohes Verkehrs-
aufkommen vorliegt. Das Ziel ist die Bestimmung von Straflen und Routen, auf denen durch
diesen Anreiz besonders viele Verkehrsteilnehmer reisen. Die Annahme ist, dass ein Ausbau
der Moglichkeiten fiir die Nutzung 6ffentlicher und geteilter Verkehrsmittel auf diesen Rou-
ten besonders wirksam Schadstoffemissionen und Energieverbrauch des Personenverkehrs
reduzieren konnte.

Weiterhin wurde das ITA-Verfahren vorgestellt, das iterativ jeden Verkehrsteilnehmer einer
Route zuordnet, die Start- und Zielpunkt der Reise des Verkehrsteilnehmers verbindet und
dabei die individuellen Reisekosten minimiert. Das Verfahren stoppt, sobald ein stabiler
Zustand erreicht ist, in dem fiir die vorliegende Zuordnung fiir keinen Verkehrsteilnehmer
ein giinstigerer Alternativpfad vorliegt. Um dabei den Anreiz zum Befahren einer Route
mit erhohtem Verkehrsaufkommen zu simulieren, sinken die Reisekosten einer Route in der
Anzahl an Verkehrsteilnehmern, die ihr zugeordnet werden.

Das Konvergenzverhalten des ITA-Verfahrens, also der Prozess der Findung einer Routen-
wahl, die einen stabilen Zustand darstellt, wurde in dieser Arbeit allgemein und fiir konkrete
Eingaben untersucht. Es wurde gezeigt, dass sich eine feste Zuordnung von Verkehrsteil-
nehmern zu Routen bei der Ausfithrung des ITA-Verfahrens nie nach nur zwei Iterationen
wiederholt. Wird dieser Beweis auf grofiere Anzahlen von Iterationen ausgeweitet, folgt, dass
das ITA-Verfahren fiir beliebige Eingaben nach endlich vielen Iterationen konvergiert und
einen oben beschriebenen stabilen Zustand erreicht, ein Nutzer-Equilibrium.

Das ITA-Verfahren wurde auf einem urbanen Stralennetzwerk fiir verschiedene Modellie-
rungen der Reisekosten und verschiedene Mengen von nachgefragten Reisen zwischen Start-
und Zielpunkten im Netzwerk ausgefiihrt. Es konnte iiber das Verfahren hinweg dabei stets
eine starke Erh6hung des Verkehrsaufkommens auf wenigen Straflen bei gleichzeitig starker
Entlastung weiter Teile des Straf3ennetzwerks festgestellt werden.

7.1 Zukiinftige Arbeiten

Mit den in Abschnitt 4.3 vorgestellten Kostenfunktionen werden verschiedene Moglichkeiten
vorgestellt, im Verkehrsaufkommen sinkende Reisekosten fiir das ITA-Verfahren umzusetzen.
In der Realitét beobachtetes Verhalten von Verkehrsteilnehmern im urbanen Raum konnte fiir
die Definition weiterer Kostenfunktionen niitzlich sein. Damit konnten gezielt die Kosten von
solchen Routen reduziert werden, auf denen echte Verkehrsteilnehmer von einer Ausweitung
der Moglichkeiten fiir 6ffentliche und geteilte Verkehrsmittel Gebrauch machen wiirden.

In dieser Arbeit wurde weiterhin angenommen, dass alle Verkehrsteilnehmer bei der Rou-
tenwahl korrekte und vollstindige Information tiber das gesamte Straflennetzwerk und das
Verkehrsaufkommen besitzen. Um mogliche Ungenauigkeiten in der Wahrnehmung und
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den Entscheidungen der Verkehrsteilnehmer zu beachten, kénnten stochastische Methoden
angewendet werden, wie von Daganzo und Sheffi fiir Traffic Assignment mit steigenden
Kantenkosten beschrieben wird [DS77].

Der Beweis, dass sich die Routenwahl nie nach zwei Iterationen wiederholt, konnte mog-
licherweise mit den in Abschnitt 5.2.4 besprochenen Ansitzen auf allgemeine Anzahlen an
Iterationen ausgeweitet werden. Die allgemeine Abwesenheit von Wiederholungen in der
Routenwahl garantiert jedoch nur eine sehr hohe obere Schranke fiir die Anzahl an nétigen
Iterationen, bis ein Nutzer-Equilibrium erreicht ist. Der Nachweis schnellerer Konvergenz
kann weiter durch die Experimente in Kapitel 6 motiviert werden, in denen die Routenwahl
stets nach einer sehr kleinen Anzahl an Iterationen einen stabilen Zustand erreicht hat, ver-
glichen mit dieser oberen Schranke. Hilfreich fiir den Beweis schnellerer Konvergenz auf
beliebigen Eingaben konnten die Ansétze aus Abschnitt 5.3 sein.
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